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RESUMO

O objetivo desse trabalho é apresentar algumas classes classicas e outras mais recentes de
polinémios de permutacgao sobre corpos finitos. A fim de atingir esse objetivo, apresentamos
a construgao e uma lista de propriedades de corpos finitos, bem como uma introducgao a

teoria dos polinémios sobre corpos finitos.

Palavras-chave: Corpos Finitos. Polindmios sobre Corpos Finitos. Polinémios de Permu-

tacao.



ABSTRACT

The main goal of this text is to present some known classes of permutation polynomials
over finite fields. With this goal, we begin by presenting the construction and some
properties of finite fields, as well as an introduction to the theory of polynomials over

finite fields.

Key-words: Finite Fields. Polynomials over Finite Fields. Permutation Polynomials.
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1 INTRODUCAO

Um polinémio f € F,[z] é dito um polindémio de permutagao sobre o corpo finito
[F, se a funcao polinomial associada f : F, — F, dada por ¢ — f(c) é uma permutacao
de F,, ou seja, se f permuta os elementos de IF,. Tal conceito apareceu pela primeira vez
ainda no século XIX, em [1], como uma forma de representar permutagoes, mas o interesse
pelo assunto tem sido particularmente maior desde a década de 1980, especialmente pela

grande quantidade de aplicagoes na criptologia e na teoria de c6digos.

Em termos gerais, dadas uma mensagem M € [, e um polindomio de permutagao
P(z) € F,[z], podemos codifici-la fazendo N = P(M). Como P(z) é uma bijecao,
podemos recuperar M. Obviamente, para que esse sistema seja seguro e eficiente, é

importante que o polindmio apresentado tenha propriedades extras.

Outras questoes interessantes foram levantadas por Lidl e Mullen em [7] e [8] e
ainda estao completamente ou parcialmente abertas. Por exemplo, um problema imediato
seria como determinar se um dado polinémio f(z) € F,[z] é ou ndo de permutacao de
forma simples, ou seja, sem precisar verificar se os ¢ valores de f(a), onde a € F, sao de

fato distintos.

Essa, entao, é a questao central do estudo dos polinomos de permutacao sobre
corpos finitos: embora existam diversos critérios conhecidos para detecta-los, os mesmos
nao sao suficientes para classificar completamente todos os polinémios com essa propriedade.
O objetivo principal desse trabalho é fazer um survey de familias classicas e outras mais

recentes de tais polinomios.

A fim de atingir esse objetivo, comecamos, no Capitulo 2, relembrando conceitos
sobre extensoes de corpos e corpos de decomposi¢ao, que sao essenciais para a construgao
dos corpos finitos, tema do Capitulo 3. Nesse capitulo, apresentamos ainda a funcao
traco e os caracteres quadraticos que serao utilizados para construcao de polinémios de

permutacao mais adiante.

No Capitulo 4, apresentamos um breve estudo dos polinémios irredutiveis sobre

corpos finitos, a fim de tomar familiaridade com os polinémios sobre corpos finitos.

Finalmente, no Capitulo 5, estudamos polinomios de permutagao sobre corpos
finitos. Comegamos com as defini¢oes equivalentes e critérios ja conhecidos para determinar
quando certos polindmios sao de permutacao. Em seguida, apresentamos algumas classes
elementares de polindmios de permutacao, como nossos exemplos iniciais, apresentando,
inclusive, aplicacoes de uma dessas classes na criptografia. Encerramos com algumas

classes mais recentes, seguindo especialmente os artigos [10], [13] e [14].



2 CONCEITOS BASICOS

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos e resultados sobre extensoes de corpos
e corpo de decomposicao que nos serao tuteis na construgao dos corpos finitos que sera feita
no Capitulo 3. Ao longo desse capitulo K, F' e L sdo corpos. Além disso, K [z] denotard
o anel de polinémios na variavel x e coeficientes em K. Utilizamos [9] como referéncia

principal.

2.1 EXTENSOES DE CORPOS

Sejam F' um corpo e K C F'tal que K é um corpo com as operacoes de F'. Dizemos
que K é um subcorpo de F. Se K # F, entao K é dito subcorpo proprio de F. Nesse

contexto, F' é chamado uma extensao (de corpos) de K.

Definicao 2.1. Um corpo que ndo contém subcorpos proprios é chamado corpo primo.

Se F' é uma extensao de K, entao F' pode ser visto como um espaco vetorial sobre
K. Os elementos (vetores) de F' formam um grupo abeliano com a operagao de adi¢ao
e, além disso, cada vetor em F' pode ser multiplicado por um escalar r € K e as leis de

multiplicagao por escalar sao satisfeitas:
rla+p)=ra+rs, (r+s)a=ra+sa, (rs)a=r(sa), la =«
onder,se Kea,feF

Definicao 2.2. A dimensdo de F' como espaco vetorial sobre K €é chamada grau da
extensdo e € denotada por [F : K|. F € dito uma extensdo finita de K se [F : K] < oo.

Caso contrario, dizemos que F' é uma extensao infinita.

Teorema 2.3. Sejam K um corpo, F' uma extensao finita de K e L uma extensdo finita

de F'. Entdo L € uma extensao finita de K e
[L:K]=|[L:F|[F:K].

Demonstragio. Sejam [L : F]| =m e [F : K] = n. Sejam {ay, ..., } € {51, ..., Bn} bases
de L sobre F' e de F' sobre K, respectivamente. Entao, cada elemento de o € L se escreve
como o = ajq + - - - + ayQ,, com a; € F, para todo i = 1,...,m. Além disso, cada a; € F
pode ser escrito como a; = b;181 + -+ - + by By, onde bj; € K, paratodosi = 1,...,m

j=1,...,n. Assim, obtemos a seguinte expressao

m m n

a= iaz‘%‘ =2 (En: bz‘jﬁj) =32 biba.
i=1

i=1 \j=1 i=1j=1



Assim, basta mostrar que os elementos 3;a;, com 1 < j <n,1 <i <m, sao linearmente
independentes sobre K. Suponhamos que
m n
bz-]ﬂjozl =0.
=1

i=1j

Entao,
Z (Z bwﬁ]> a=0.
=1 \j=1

Pela independéncia linear dos elementos «; sobre F', temos que
Z bijﬁj = O,VZ S {1, ,m}
j=1

E pela independéncia linear dos elementos f3; sobre K, temos que b;; = 0, para todo
i=1,..m e para todo j = 1,...n. Logo, {a;0; | i € {1,...,m},7 € {1,...,n}} é uma base
de L sobre F' com mn elementos, isto é, [L : K] =mn = [L: K][K : F]. O

Definicao 2.4. Sejam K um subcorpo de F e M um subconjunto de F. Entdo, o corpo
K (M) € definido pela intersegio de todos subcorpos de F' que contém K e M e é chamado
de extensao de corpo obtido de K adjuntando M.

(i) Se M for finito, digamos M = {ay, s, ..., a0 }, escrevemos K(M) = K(aq, ag, ..., o)

(ii) Se M consiste de um unico elemento a € F, entdo L = K(«) € dita uma extensao

simples de K e o é chamado elemento definidor de L sobre K.

Definigao 2.5. Sejam K um subcorpo de F' e aw € F. Se «v for raiz de algum polinomio ndao
nulo p(x) € Flx] dizemos que a € algébrico sobre K. Caso contrdrio, «a é dito transcedente
sobre K.

Exemplo 2.6. O elemento /4 € R ¢é algébrico sobre Q pois é uma raiz do polinémio

23 —4 € Q[z]. Jdm € R ndo é algébrico sobre Q e, portanto, é transcedente.

Definicao 2.7. Dizemos que o corpo F' € uma extensdo algébrica de K se todo elemento
de F' for algébrico sobre K. Se pelo menos um elemento de F' for transcedente sobre K a

extensao € dita transcendental (ou transcedente).

Definicao 2.8. Seja a € F um elemento algébrico sobre K, entdo existe um unico
polindmio monico irredutivel m(z) € K|[x], tal que m(a) = 0. Tal polinémio é chamado

polinémio minimal de o e denotado por irr(a, K).

Se existe ¢(z) € K[z] de modo que ¢(a) = 0, entao irr(a, K) divide ¢(x).

Teorema 2.9. Toda extensao finita de K € algébrica sobre K.
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Demonstragio. Seja L uma extensao finita de K, com [L : K] =m. Dado a € L, o0s m+1
elementos 1, a, ...,a™ sao linearmente dependentes sobre K. Assim, é possivel obtermos
uma combinacao linear ag + a4 - - - + a,,a™ = 0, com a; € K, para todo = 1,..m, e
com a; # 0 para algum i € {1,...,m}. Entdo, se p(x) = a,,a™ + -+ + a1z + ag, temos que

p(a) = 0, isto é, o é algébrico sobre K. O
2.2 CORPO DE DECOMPOSICAO

Teorema 2.10. Um elemento a € K é uma raiz de um polinomio [ € K[x] se e somente

sex — a divide f.

Demonstracao. Pelo algoritmo da divisdo, podemos escrever
f=aqlw—a)+ec

onde g € K[z] e c € K. Substituindo = = a, temos f(a) = ¢. Logo,

f=q(x—a)+ f(a).

Se a é uma raiz de f, entdo f(a) = 0 e, portanto, x — a divide f. Reciprocamente, se
xr — a divide f,
f=h(x—a),

entdo f(a) = h(a)(a —a) = 0 e, portanto, a é uma raiz de f(x). O

Teorema 2.11. Seja f € K[z| um polinomio de grau n. O nimero mdzimo de raizes de
fem K én.

Demonstracao. Suponhamos que K contenha n + 1 raizes distintas aq, ..., a,+1 de f. Pelo

Teorema 2.10, podemos escrever

f=(@—a) - (x—an1)g,
para algum polinémio ¢g € K[x], ndo nulo, contradizendo deg(f) = n. O]

Definigao 2.12. Seja a € F uma raiz do polinomio f € Flx]. Se k é um inteiro positivo

tal que f(x) € divisivel por (x — a)*, mas ndo por (x — a)**t, entio k é chamado de
multiplicidade de a. Se k =1, entdo a é chamado de raiz simples de f e se k > 2, entdo a

¢ cahmado de raiz maltipla de f.

s

Definicao 2.13. Se f(x) = ag + a121 + - - - + a,2™ € Flz] entao a derivada f' de f é
definida por f'(z) = a; + 2a9z + - - + na,z"* € Flz].

Teorema 2.14. Um elemento a € F é uma raiz multipla de f € F[x] se e somente se é

uma raiz de f e f’.
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Demonstracao. Suponhamos que a € F' seja uma raiz de f de multiplicidade m > 2, ou
seja, f(x) = (z —a)™g(z), onde g(z) € Flx] e g(a) # 0. Entao,
fl(@)=m(z—a)" "g(x) + (r —a)™g (z), comm —1>1,

e, portanto, f'(a) = 0, logo a é raiz de f’. Reciprocamente, suponhamos que a € F' seja
raiz de f e de f'. Entao, f(z) = (x — a)q(z), onde ¢(x) € F|x] e, assim,

f(x) = q(x) + (x — a)d'(x) = f'(a) = q(a) + (a — a)q¢'(a) = q(a) = 0.

Logo, a é raiz de ¢q(z) e portanto, x — a divide ¢(x) e, entao, q(x) = (z — a)h(x), com
h(xz) € Flz]. Assim,

Portanto, a é raiz multipla de f. O

Definicao 2.15. Sejam K um corpo e f(x) € K[x]. Dizemos que f(x) se fatora em K|z

se f(x) pode ser escrito como o produto de fatores lineares
f(z) =clx —ay)...(x — ap)
com c,aq, ..., o, € K.

Nesse caso, temos que os zeros de f(z) em K sdo os elementos ar, ..., a,.

Além disso, se F' é uma extensao de K, entdo f(x) € Fx] e, portanto, faz sentido
falarmos na fatoracao de f(z) em F', assim, f pode ser visto como um produto de fatores

lineares em F'[z].

Definicao 2.16. Seja K um corpo e F uma extensio de K. FEntdo F é um corpo de

decomposi¢ao para um polinomio f(x) € K[x] se

(i) f(z) se fatora em F|x|;

(it) Se existe um corpo F' tal que K C F' C F e f(z) se fatora em F'[x], entdo F = F",

ou seja, F' € o menor corpo que contém K e todas as raizes de f(x).

Teorema 2.17. Sejam K um corpo e f(x) € Klz| um polindmio irredutivel. Entdo,

existem um corpo F' e a € F tais que K C F e f(a) = 0.
Kz]

elementos de F' sao as classes h(x) + (f), com h(z) € K[z]. Para todo a € K C K|z]

Demonstracao. Consideremos o anel F' = , que é um corpo, pois f ¢é irredutivel. Os

podemos construir as classes @ determinada pelo polindmio constante a e se a,b € K sao
distintos, entdo @ # b, pois f possui grau positivo por nao ser invertivel. A aplicacio

a — @ fornece um isomorfismo de K sobre um subcorpo K’ de F', portanto, F' pode ser
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visto como uma extensao de K. Para todo h(x) = ag+ a1 + - - - + @, 2™ € K[z, usando

as regras de operagoes com classes residuais e da identificacao @; = a;, temos que

h(z) =ao+ a1z + -+ apa™

=qg+ a1+ -+ apx™

=a+auT+ -+ a,T".

Portanto, todo elemento de F' pode ser escrito como um polinémio em T com coeficientes
em K. Como todo corpo que contém K e T deve conter os elementos da forma h(T),
onde h(z) € Klz|, temos que F' é uma extensao de K obtida por adjuncao de T. Se

f=by+bix+---+ b,x", entao,

f(@)=bo+ 01T+ +b,n" = f(x) =0.
Portanto, T ¢ uma raiz de f em F. O]

Teorema 2.18. Se f(z) € K|z|, entdo existe uma extensao F' de K que é um corpo de

decomposi¢ao para f(x).

Demonstragio. Vamos mostrar que existe uma extensao L de K sobre a qual f(z) se

decompde completamente em fatores lineares. Faremos a prova por inducao sobre o grau
n de f(x).
Sen =1, entao L = K.

Suponhamos que n > 1. Se os fatores irredutiveis de f(z) forem de grau 1, entao
K é um corpo de decomposigao para f(z) e L = K. Caso contrério, pelo menos um dos
fatores irredutiveis, suponha p(z), tem grau > 2. Pelo Teorema 2.17, existe uma extensao
L; de K contendo uma raiz « de p(x). Logo, sobre L;, o polinémio f(x) possui o fator
linear x — a. O grau do fator restante fi(x) é n — 1. Entao, por indugdo, existe uma
extensao L de Ly contendo todas as raizes de fi(z). Como « € L, L é uma extensao de K

contendo todas as raizes de f(z).

Finalmente, tome F' a intersecao de todos os subcorpos de L contendo K quem

também contém todas as raizes de f(z). Entao F' é um corpo de decomposigao de f(z). O

Exemplo 2.19. O corpo de decomposicio de f(x) = 22 — 2 sobre Q é Q(v/2) pois as duas
raizes de f(x), que sio /2, pertencem d € Q(v/2).

Exemplo 2.20. O corpo de decomposicio de g(x) = (z* — 2)(x? — 3) sobre Q é o corpo
@(\/5, \/§) gerado sobre Q por /2 e \/3, uma vez que as raizes de g sio +£v/2 e £/3.

Exemplo 2.21. Sejam p um nimero primo e f(x) =2 — 1 € Q[z]. Temos que o corpo
de decomposicio de f(x) sobre Q é Q(€), onde & = €*™/P. Ainda, o polinémio minimal de

EéaPt 4+ aP2 4.+ 2+ 1, donde a extensio Q C Q(&) tem grau p — 1.
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3 CORPOS FINITOS

Nesse capitulo, estudamos corpos finitos, comecando com resultados que nos
levarao a prova da existéncia e unicidade de corpos finitos de cardinalidade ¢ para todo ¢
poténcia de um nimero primo. Em seguida, estudamos raizes de polinémios irredutiveis,
raizes da unidade e polinémios ciclotomicos, relacionando os corpos ciclotomicos com os
corpos finitos. Por fim, introduzimos duas importantes funcoes: tragos e normas; além dos
caracteres, fungoes que serao utilizadas em um dos critérios para polindomios de permutacao

apresentados no capitulo final. Novamente, utilizamos [9] como referéncia principal.

3.1 DEFINICOES E PROPRIEDADES

Comegamos o capitulo com a nocao de caracteristica de um anel com unidade,
passando pela caracteristica de um dominio de integridade a fim de estudar o corpo primo

de um corpo de caracteristica nao nula.

Definicao 3.1. Um anel R tem caracteristica p se p é o menor inteiro positivo tal que
para todo elemento ndao nulo o € R, temos que paw = 0. Se ndo existe tal inteiro, entao R

tem caracteristica zero.

Teorema 3.2. A caracteristica de um dominio de integridade é um miumero primo ou

Z€ero.

Demonstragio. Seja D um dominio de integridade e suponhamos que sua caracteristica
seja n # 0. Se n nao é primo, entao n = ab, onde 1 < a < nel < b < n. Assim,
0 =mnl= (ab)l = (al)(bl). Como nao hé divisores de zero em D, entdo al = 0 ou bl = 0.
Segue que, ou ar = (al)r = 0 para todo r € D ou br = (bl)r = 0 para todo r € D, o que

contradiz a definicdo da caracteristica n. O

Teorema 3.3. Se K é um corpo finito, entao a caracteristica de K € p, onde p € primo.

Demonstracio. Pelo Teorema 3.2, basta mostrar que todo corpo finito possui caracteristica
positiva. Assim, consideremos K um corpo finito e sejam 1,2-1,3-1, ... os multiplos inteiros
da unidade de K. Como K possui somente um nimero finito de elementos distintos, temos
que existem inteiros m,n € Z tais que 1 < m < n e ml = nl, ou seja, nl —ml = 0.

Entao, (n —m)1 = 0 e, assim, K possui caracteristica positiva. O

Para um primo p, seja I, = {0,1, ...,p—1}. Consideremos a aplicacdo ¢ : Z, — F,
definida por ¢(@) = a, para a = 0,1,...,p — 1. Notemos que, se @ = b € Z,, existe k € Z
tal que a — b = pk. Assim,

p(a—0) = p(pk) = a—b=0= ¢(@) — () = 0= p(@) = ¢(b).
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Portanto, ¢ estd bem definida. Além disso, ¢ é um homomorfismo sobrejetor. De fato,

para todos @, b € Z,, temos que:

E ainda,

VaeF,3acZ,tal que p(a) =a

Assim, pelo Primeiro Teorema de Isomorfismos, F, é isomorfo a Z,, ou seja, o

corpo finito IF, tem a mesma estrutura do corpo ——.

(p)

Entao, [F,, dotado da estrutura de corpo induzida por ¢ é um corpo finito, chamado

corpo de Galois de ordem p.

Exemplo 3.4. Consideremos o corpo Fy: 0s elementos desse corpo sao 0 e 1. Suas tabelas

de operacoes sao:

— o+
— OO
O ==
— O
O OO
=l

Exemplo 3.5. O corpo F5 = {0,1,2,3,4} € isomorfo a Zs, onde o isomorfismo é dado
por 0 — 0, ...,4 — 4. As tabelas de operagoes sdo:

A~ w N~ O+
— O W NN
O~ O ok W w
LN = O
o O o oo
=~ W N~ O
W o Ol
DO O =W O w
— N W Ol

B~ w N — oo
O B W N =
=~ W N~ O

Seja p primo. Se K é um subcorpo de um corpo finito F,, entao K contém os
elementos 0 e 1 e, portanto, contém também todos os demais elementos de [F),, uma vez
que a operacao adigao é fechada em K. Assim, pela defini¢ao 2.1, F,, é um corpo primo.
Os corpos F, desempenham um papel importante na teoria geral de corpos, conforme

mostra a Proposicao 3.6.

Proposicao 3.6. Seja p um nimero primo. O subcorpo primo de um corpo F' de caracte-

ristica p € isomorfo a F,,.
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Demonstragio. Consideremos a aplicagao ¢ : Z, — F' dada por ¢(7) = n - 1. Temos que
a aplicagao estd bem definida. De fato, se m = m em Z,, com m,n inteiros, entao existe

A € Z tal que n = m + Ap, de modo que
nl = (m+ Ap)l =ml+ Apl = ml.
Além disso, ¢ é homomorfismo. De fato, para todos m,n € Z,, temos que
om+mn)=m+n)-1=m-1+n-1=p(Mm)+ pA)

p(m-n) = (m-n)-1=(m-1)(n-1)=p(m)- ).

Logo, sendo Z, e F' corpos, temos que ¢ ¢ homomorfismo injetor e assim ¢(Z,) é um
subcorpo de F' isomorfo a Z,. Como qualquer subcorpo de F' contém 0 e 1, temos que
qualquer subcorpo também ird conter ¢(Z,). Logo, ¢(Z,) é o subcorpo primo de F e é

isomorfo a F,,. ]

Lema 3.7. Sejam p um primo e F' um corpo finito de caracteristica p. Entao,
(a4 b)P" =a® + ",
para todo inteiro positivo n.

Demonstracao. Vamos provar usando inducao em n.

Para n = 1, usando o teorema binomial, temos
p
(a +b)? Z( > a"oPr, (3.1)

Se 0 < k < p, entao

()= w6

deve ser divisivel por p, uma vez que p nao divide k!(p — k)!. Como F' é um corpo finito
de caracteristica p, entdo todos, exceto o primeiro e o ltimo termos de (3.1), devem ser
zero. Portanto, (a + b)? = a? + bP. Agora, suponhamos que o resultado seja valido para
todo h, onde 1 < h < n. Pela hipétese de inducao,

(a+ 0" = ((a+ )" = (@ + )" = (@) + )" ="+ 0"

Logo, o resultado é valido para n + 1 e, entdo, a prova esta completa. O

3.2 CARACTERIZACAO DOS CORPOS FINITOS

Nessa secao, fixada uma poténcia ¢ de um niimero primo, estudamos a existéncia e

unicidade dos corpos finitos de cardinalidade q.
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Lema 3.8. Seja F' um corpo finito contendo um subcorpo K com q elementos. Entao, F

tem g™ elementos, onde m = [F : K.

Demonstracao. Temos que F' é um espago vetorial sobre K, entao a dimensao do espago
vetorial F' sobre o corpo K é finita, pois F' é finito. Se [F': K] = m, entdo F' possui uma
base sobre K com m elementos, digamos by, by, ..., b,,. Portanto, todo elemento de F' pode
ser unicamente representado na forma aiby + asbs + - - - + a,,b,,, onde aq, ao, ..., a,, € K.

Mas, como K possui g elementos, F' possui exatamente ¢ elementos. O

Teorema 3.9. Seja F' um corpo finito. Entdo, F' possui p" elementos onde p € a caracte-

ristica de F' e n a dimensao de F sobre seu corpo primo.

Demonstracao. Como F é finito entao a caracteristica p de F' é um niimero primo. Portanto,
o subcorpo primo K de F' ¢ isomorfo a [, e, assim, possui p elementos. Entao, pelo Lema
3.8, F' tem p"™ elementos com n = [F : K]. O

Lema 3.10. Se F' é um corpo finito com q elementos, entdo a? = a para todo a € F'.

Demonstracao. Se a = 0, segue a igualdade. Por outro lado, temos que os elementos nao
nulos de F' formam um grupo de ordem ¢ — 1 com a operacdao produto. Entdo, a?! =1,

para todo a € F, com a # 0. Logo, a? ! -a =1-a, ou seja, a? = a para todo a € F*. [

Proposicao 3.11. Se F' é um corpo finito com q elementos e K é um subcorpo de F,

entio o polinomio x — x € K|x| € fatorado em F|z| na forma 29—z = [[(x —a) e F ¢
ack
um corpo de decomposicio de x? — x sobre K.

Demonstracio. O polindmio z¢ — x de grau ¢ possui no maximo ¢ raizes em F. Ainda,
pelo Lema 3.10, temos que todos os elementos de F' sao raizes de 9 — x. Logo, 27 — x
fatora-se em F' e nao pode fatorar-se em nenhum corpo menor que F. Portanto, F' é um

corpo de decomposicao para o polindmio z¢ — z sobre K. O

Com isto, podemos provar o principal teorema de caracterizagdo para corpos finitos.

Teorema 3.12 (Existéncia e Unicidade de Corpos Finitos). Para todo primo p e todo
inteiro positivo n existe um corpo finito com p" elementos. Além disso, corpos finitos com

q =p" elementos sao isomorfos ao corpo de decomposicao do polinomio x? — x sobre IF,,.

Demonstragio. (Ewxisténcia) Para ¢ = p™ consideremos x¢ — x € I, [z]. Seja F' o corpo de
decomposicao de 27 — x sobre F,,. Esse polinomio possui ¢ raizes distintas em F, ja que
sua derivada é gr?! —1 = —1 em F,[z]. Seja S = {a € F;a? —a = 0}. Entao, S é um

subcorpo de F' pois:

e S contém os elementos 0 e 1;
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e a,be Simplicaem (a—b)!=a?—0"=a—beassima—>beS,

« dados a,b € S,b# 0 temos (ab~')? = a7 =ab"! e assim ab~! € S.

Por outro lado, 29 — = deve se decompor em S ja que S contém todas as suas raizes.

Portanto, F' =S e, como S contém ¢ elementos, F' é um corpo finito com ¢ elementos.

(Unicidade) A Proposicao 3.11 mostra que dois corpos de ordem p™ sdao corpos de
decomposigio de x?" — x sobre F,,, portanto o resultado segue do Teorema da Extensdo do

Isomorfismo (ver [11], Teorema 3.20). O

Segundo o Teorema 3.12, passaremos a considerar entao F, o corpo finito com ¢

elementos, onde ¢ é uma poténcia de um primo p.

Teorema 3.13 (Critério de Subcorpo). Seja F, um corpo finito com g = p™ elementos.
Entao, todo subcorpo de F, tem ordem p™, onde m é um inteiro positivo tal que m divide

n. Por outro lado, se m divide n, entdo hd um unico subcorpo de F, com p™ elementos.

Demonstragao. Seja F' um subcorpo de F,. Vamos assumir que F' contém p™ elementos.
Entédo, pelo Lema 3.9, temos ¢ = p" = (p™)* = p™*, onde k = [F, : F]. Logo, n = mk e,
portanto, m divide n. Por outro lado, suponhamos que m divide n para algum m > 0.
Entdao, p™ — 1 divide p” — 1. Consequentemente, 27"~ — 1 divide 2" ~! — 1. Portanto,
" — x divide 27" — x e toda raiz de 2P" — z é raiz de 2" — z = 29 — x. Logo, F, deve
conter como subcorpo um corpo de decomposiciao de 2?” — z sobre F,, e, pelo Teorema
3.12, tal corpo de decomposicao deve ter ordem p™. Agora suponhamos que existem dois
subcorpos F' e K de ordem p™ em [F,. Entao, existe pelo menos um elemento de K que é
diferente de todos os elementos de F e, como F possui todas as raizes de 2" — z, esses

subcorpos juntos contém mais de p™ raizes de 27" — x em F,, que é uma contradi¢do. [J
Exemplo 3.14. Os subcorpos do corpo finito Foz2a saGo Foza, Foi2, Fos Fos, Fou, Fos, o2, Fo.

Teorema 3.15. O grupo multiplicativo F, formado por todos os elementos ndao nulos de

F, ¢é ciclico.

Demonstragao. Podemos assumir ¢ > 3. Sejam h = ¢ — 1 a ordem do grupo F; e
h = pi'py*...plm a decomposicao de h em fatores primos. Para todo i, com 1 <i<m, o
polinémio z"/P¢ — 1 tem no maximo h/p; raizes em F,. Como h/p; < h segue que existem

elementos nao nulos em F, que nao sao raizes deste polindmio. Sejam a; um tal elemento
h/p; '
i

T
. Assim, bf’ =1 e, entao, a ordem de b; é um divisor de p;’. Logo, a ordem

, ) h i1
de b; é da forma p;* com 0 < s; < r;. Por outro lado, temos que (q; /7 )Pi

eb,=a
=a"=1e,

portanto,

r;—1

Bl _ (a’}/Pii)p;i_l _ a?/pz‘ 7& 1,

K3 K3
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e, entao, a ordem de b; é p;’. Afirmamos que o elemento b = bybs...b,, tem ordem h.
Suponhamos que a ordem de b seja um divisor préprio de h, e, portanto, um divisor de
pelo menos um dos m inteiros h;, 1 < ¢ < m. Digamos que este inteiro seja hy. Entao,
temos que

1 =b" =pph b

Agora, se 2 < i < m, entdo p;* divide h; e, assim, bi-“ = 1. Portanto bi” = 1. Isto implica
que a ordem de b; deve dividir hi, que é impossivel, pois a ordem de b; é pi'. Portanto,

[, € um grupo ciclico com gerador b. O

Definicao 3.16. Um elemento o € F, € dito um elemento primitivo se o é um gerador

do grupo ciclico F;, ou seja, F; = {1, a, a? . ai7?)

Teorema 3.17. Seja F, uma extensio de F,. Entao, F, é uma extensao algébrica simples

de F, e todo elemento primitivo de I, é um gerador de F, sobre F,,.

Demonstragio. Seja o um elemento primitivo de F,. Temos que F (o) C F,. Por outro
lado, F,(a)) contém 0 e todas as poténcias de « e, portanto, todos os elementos de IF,.
Logo F, = F,(«). O

Corolario 3.18. Para todo corpo finito F, e todo inteiro positivo n existe um polinomio

irredutivel em F,[x] de grau n.

Demonstragio. Seja F, uma extensao de F, de ordem ¢", de modo que [F, : F,] = n. Pelo
Teorema 3.17, F, = F,(«) para algum « € F,. Entdo, o polindmio minimal de a sobre F,

¢ um polinémio irredutivel em F,[z] de grau n. O

3.3 RAIZES DE POLINOMIOS IRREDUTIVEIS

Nessa secao, apresentamos informagoes sobre o conjunto de raizes de um polinomio

irredutivel sobre um corpo finito.

Lema 3.19. Sejam f € F,[x] um polinomio irredutivel sobre F, e a uma raiz de f em

uma extensao de IF,. Entao, para um polinémio h € Fy[z]| temos que h(ca) = 0 se e somente

se [ divide h.

Demonstragio. Sejam a o coeficiente lider de f e g(x) = o' f(z). Entdo g é um polindmio
ménico irredutivel em F,[z] com g(a) = 0 e, portanto, é o polinémio minimal de a sobre
F,. Como h(a) = 0, pela definicdo de polindmio minimal, segue que g(x) divide h(z).
Portanto, f(z) divide h(z). O

Lema 3.20. Seja f € Fy[z] um polinémio irredutivel sobre F, de grau m. Entdo f(x)

divide x7" — x se e somente se m divide n.
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Demonstragdo. Suponhamos que f(z) divide 29" — z. Seja « uma raiz de f no corpo
de decomposicio de f sobre F,. Entdo a?" = «, de modo que a € F,n. Logo, F,(a) ¢
subcorpo de Fn. Mas como [F,(a) : F,] = m e, pelo Lema 3.8, [Fy» : F,] = n, entdo, pelo

Teorema 2.3, temos que m divide n.

Por outro lado, se m divide n entao, do Teorema 3.13, temos que Fy» contém Fym
como subcorpo. Se a ¢ uma raiz de f no corpo de decomposicao de f sobre F,, entao
[F,(a) : F,] = m e, entdo, F,(a) = Fym. Assim, a € Fym e, entdo, a?" = a. Portanto, a ¢

raiz de 24" — x € F,[z] e, pelo Lema 3.19, f(z) divide 27" — z. O

Teorema 3.21. Se f é um polinémio irredutivel de F (x| de grau m, entdao f possui uma
raiz o em Fgm. Além disso, todas as raizes de f sao simples e sGo os m elementos distintos

2 m—1
a,af, a7, ..., ol de Fom.

Demonstragio. Seja o uma raiz de f no corpo de decomposicao de f sobre F,. Entao
F,() : Fy] =melF,(a) =F,m. Em particular, « € F,m. Agora, mostremos que se 5 € Fym
é uma raiz de f entdo 9 é também uma raiz de f. Escrevendo f(z) = a,z™+- - -+ a1z +ag

com a; € [Fy, para todo 2 = 0,1, ..., m, entao, usando o Lema 3.10 e o Lema 3.7, temos que

fBY) = am(B)™ + -+ a1’ + ag
= ap,(BN)" + -+ aif’ + ag
= (amB™ + -+ a1+ ag)!
= ()" =0.

2 m—1 ~ ,
Portanto, os elementos a,a?,a?,...,af sao raizes de f. Resta mostrar que esses
~ . . . J k . . .
elementos sao distintos. Suponhamos o contrario: que a? = a? para alguns inteiros j e k

com 0 < j <k <m—1. Ao elevar ambos os lados desta igualdade & poténcia ¢ *, temos

(aqj)quk _ (aqk)quk - Oéqukﬁ»j o aqm — .

k+j

Assim, segue do Lema 3.19 que f(x) divide 27"~ — x. Mas, pelo Lema 3.20, isto s é

possivel se m dividir m—k+j. Como 0 < m—k+j < m chegamos a uma contradi¢do. [J

Corolario 3.22. Seja f um polindmio irredutivel em F,[z| de grau m. Entao, o corpo de

decomposicao de f sobre F, € dado por Fym.
Demonstragio. O Teorema 3.21 mostra que f se decompoes em Fym. Ainda,
Fy(a,a% o, .. .a?"") = F (o) = Fyn

para uma raiz o de f em Fym, onde a segunda igualdade é tomada da prova do Teorema
3.21. ]
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Podemos introduzir uma terminologia conveniente para os elementos que aparecem
no Teorema 3.21, independentemente se o € Fym é uma raiz de um polinémio irredutivel

em [ [z] de grau m ou nao.

Definicao 3.23. Sejam Fyn uma extensio de F, e o € Fym. Entdao, os elementos

2 m—1 ~ . .
a,al, a9 ... al sao chamados conjugados de o com respeito a IFy.

Observacao 3.24. Os conjugados de o € Fym com respeito a F, sao distintos se e somente
se o polinomio minimal de o sobre IFy tem grau m. Por outro lado, se o grau do polinémio
minimal € d, entdo d € um divisor proprio de m e os conjugados de o com respeito a F,

~ .. 2 d—1 . m
sao os elementos distintos o, a?, a9 ,...,a? | repetindo — vezes.

d

Para demosntrar o seguinte teorema, relembremos um resultado que segue da teoria
de grupo: em um grupo finito ciclio (a) de ordem m o elemento a* gera um subgrupo de

ordem HJW, ([9], Teorema 1.15).

Teorema 3.25. Os conjugados de a € F; com respeito a qualquer subcorpo de F, tém a

mesma ordem no grupo Fy.

Demonstragao. Pelo Teorema 3.15, F é um grupo ciclico e pelo fato de que toda poténcia

da caracteristica de F, € relativamente prima a ordem ¢ — 1 de F;, segue o resultado. [

3.4 TRACOS E NORMAS

Nessa secao iremos considerar uma extensao F' = Fym de um corpo finito K = F,
como um espaco vetorial sobre K. Introduzimos a seguir uma importante funcdo de F

para K.

Definicao 3.26. Para o € F =Fym ¢ K =Fy, o trago Trp/k (o) de a sobre K ¢ definido
por

m—1

Trpg(a)=a+al+---+aof

Se K ¢ o subcorpo primo de F, entdo Trp/k(a) € chamado o trago absoluto de o e é

simplesmente denotado por Tr(«).

Seja f € K[z] o polindbmio minimal de « sobre K de grau d. Entdao d é um
m/d & chamado de polindmio caracteristico de a sobre K. Pelo
“! e, da Observagio 3.24,

temos que as raizes de g em F' sao precisamente os conjugados de o com respeito a K.

divisor de m e g(x) = f(x)

Teorema 3.21, as raizes de f em F' sdo dadas por a,a?, ..., a

Consequentemente,

g(x) = 2"+ ap 2™+ .+ ag

= (—a)z—a%)..(z—a) (32)
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e uma comparacao de coeficientes mostra que
T’I”F/K(Oé) = —Um—1- (33)
Em particular, T7p)x(a) é sempre um elemento de K.

Teorema 3.27. A fungdo Tryp/k satisfaz as sequintes propriedades:

(i) Trp/k(a+ B) = Trpk(a) + Tre(B), para todos o, B € F';
(ii) Trp/x(ca) = c Trp/k (o), para todos c € K, oo € F;

(iii) Trr/k € uma transformagao linear de F para K, onde ambos sio vistos como espagos

vetoriais sobre K,
(iv) Trp/k(a) = ma, para todo a € K;
(v) Trp/k(a?) = Trp/k(a), para todo o € F.

Demonstragio. (i) Para todo «, 8 € F, usando o Lema 3.7, temos que

qul

Trex(a+B) = (a+ )+ (a+B)! +--+ (a+f)
=a+B+al+pl+ - +al" 4B
= Trpjx(e) + Trr/x(5).

m—1

17) Para todo ¢ € K temos que e ¢, para todo j > 0, pelo Lema 3.10. Assim,
J

obtemos, para todo o € F:

-1

Trpk(ca) = (ca) + (ca)? 4 -+ + (ca)?"

m—1 m—1

=ca+clad+- -+ aof
—ca+cal+ - +cal"
—clat+al+-- o)
= cTrp/k(a).
(#7i) As propriedades (7) e (iz), juntamente com o fato de Trp /(o) € K, para

todo a € F', mostram que Trp/x ¢ uma transformacao linear.

(iv) Para todo a € K, pelo Lema 3.10, temos que a? = a,j > 0. Assim,

Trp(a) =a+a’+---+a®" =ma

(v) Se a € F temos, pelo Lema 3.10, a?" = « e entao
Trp/k(a?) =af + o 4t 4"
—a?4a” +-+a” +a

= T?“F/K(O./)
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A funcao trago Trp/kx nao ¢ apenas uma transformacao linear de F' para K, mas
também serve para descrever todas as transformagoes lineares de F' em K (ou, numa
terminologia equivalente, de todos os funcionais lineares em F'). Tal descri¢ao que tem a

vantagem de ser independente de uma base pré-fixada.

Teorema 3.28. Seja F' uma extensdo finita do corpo finito K. Entdo, as transformacoes
lineares de F' em K sdo exatamente as fungoes Lg dadas por Lg(a) = Trp/k(Ba) para
todo o € F' e B fixzo em F. Além disso, temos que Lz # L~ sempre que 3 e vy sdo elementos
distintos de F'.

Demonstragio. Pelo item (ii7) do Teorema 3.27, cada fun¢do Lgz é uma transformagao

linear de F' em K. Para (3, € F com [ # -, temos

Lg(a) = Ly(a) = Trp/(Ba) — Tk (ya)
=Trr((B—7)a) #0
para algum « € F, pois Trg/k leva F' para K. Portanto, as fungoes Lg e L, sao diferentes.
Se K =F, e F'=F,n entao a funcao Lg produz ¢ diferentes transformacoes lineares de
F em K. Por outro lado, toda transformacao linear de F' em K pode ser obtida atribuindo
elementos arbitrarios de K aos m elementos de uma determinada base de F' sobre K.
Como isto pode ser feito de ¢" maneiras diferentes, as fungoes Lg ja esgotam todas as

possiveis transformagcoes lineares. O

Teorema 3.29 (Transitividade do Trago). Sejam K um corpo finito, F uma extensdio

finita de K e E uma extensdo finita de F'. Entao, para todo o € E, temos
T’I‘E/K(Oé> = TTF/K(TTE/F(&))

Demonstragio. Sejam K =F,, [F: K| =m e [E: F|] =n. Pelo Teorema 2.3, [E : K| =

mn. Entao, para a € EF/, temos

i

= 7=0

m—1n—1

- Yy

=0 7=0
= TTE/K(Oz).

Trek(Trer(a)) = mz:TTE/F | mX: (”z: )
f:

]

Outra funcao interessante de um corpo finito para um subcorpo é obtida pelo

produto dos conjugados de um elemento do corpo em relagdo ao subcorpo.

Definicao 3.30. Para o € F = Fyn ¢ K =Fy, a norma Np/k(a) de a sobre K ¢ definida

por
mt @™ =/(a-1)



23

Comparando os termos constantes em (3.2), temos que Np/k(«) pode ser lida a

partir do polinémio caracteristico g de @ sobre K como

Np/(a) = (—=1)"ag, onde ag é o termo independente de g(x)

Segue, em particular, que Ng/x ¢ também um elemento de K.

Teorema 3.31. Sejam K =F, ¢ F' = Fgn. Entdo a a fungao norma Np i satisfaz as

sequintes propriedades:

(i) Np/k(af) = Npj(a)Npi(8), para todos o, f € F;
(it) Np/x uma fungdao sobrejetora de F' em K e de F* em K*;
(iii) Np/k(a) = a™, para todo a € K;

(iv) Np/k(a?) = Npji(a), para todo o € F'.

Demonstragao. (i) Para todo a, f € F, temos

Nesx(af) = (aB)(@B)t...(aB)

= afaifl.af" g
= (aa"..a®)(BB...8" )
= Nryx(a)Np/k(5) (3:4)

(i) Ja observamos Nk é uma fungao de F'em K. Como N, (o) = 0 se e somente
se « = 0, Np/g leva F* em K*. Vamos mostrar que Ny g € sobrejeora. Da primeira
propriedade, segue que Np/x ¢ um homomorfismo entre grupos multiplicativos. Como os

elementos do niicleo de Ny, sdo exatamente as rafzes do polindmio 2" ~9/(e=1) —1 € K|a]
qg"—1
q—1

m

em F', a ordem d do nicleo satisfaz d < . Pelo Primeiro Teorema do isomorfismo

que é por sua vez, pelo menos g — 1.

de grupos, a imagem de Np/x tem ordem

Portanto, Np/k leva, sobrejetivamente, F™* em K™ e, portanto, F' em K.

(7i1) Para todo a € K, temos, pelo Lema 3.10, que a? =a, para todo 7 > 0. Assim,

Np/k(a)=a-a’- .- a?"’
a-a-.-a
=""=uq
m vezes
(iv) Se a € F, entao
NF/K(CYq) =a- OéqZ T Oéqm

= (a-a? ..-a® ) = Npjgla).
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Como Np/k(a) € K, usando o Lema 3.10, temos que
NF/K(Oéq) = NF/K(OZ)
[

Teorema 3.32 (Transitividade da Norma). Sejam K um corpo finito, F' uma extensdo
finita de K e E uma extensao finita de F. Entao

Ng/k(a) = Np/g(Ng/p(a)), para todo o € E.

Demonstragio. Sejam K =F,, [F: K| =m e [E: F] =n. Pelo Teorema 2.3, [E : K| =

mn. Entao, para a € E/, temos

Npj(Ngjp(a)) = Npjg(ald™ =D/ =)
= (@™ =D/ =Dy =D)/(a-1)

— @™ =D/(¢-1)

= NE/K(Oé)

3.5 RAIZES DA UNIDADE E POLINOMIO CICLOTOMICO

Definicao 3.33. Seja n um inteiro positivo. O corpo de decomposicio de x™ — 1 sobre
K ¢é chamado de n-ésimo corpo ciclotomico sobre K e é denotado por K™ . As raizes de
2" —1 em K™ sio chamadas de raizes n-ésimas da unidade sobre K e o conjunto dessas

raizes serd denotado por E™.

Teorema 3.34. Sejam n um inteiro positivo e K um corpo de caracteristica p. Entdo:

(i) Se p ndo divide n, entido E™ é um grupo ciclico de ordem n com respeito d multi-

plicacdo em K™,

(ii) Sep divide n, digamosn = mp°, onde m e e sao inteiros positivos com mdc(m,p) = 1,
entio K™ = KM E® = B0 ¢ g5 raizes de 2" — 1 em K™ sdo os m elementos

de E™ | cada um com multiplicidade p°.

Demonstragio. (i) O caso n = 1 é trivial. Para n > 2, 2" — 1 e sua derivada nz"!

nao possuem rafzes em comum, com nz” ' possuindo 0 como raiz em K. Assim, pelo

Teorema 2.14, temos que =™ — 1 nao pode ter es multiplas e, portanto, E™ possui n

elementos. Agora, se v,n € E™, entdo (yn~ )" =" (n~)" = 1, logo yn~' € EM™. Segue
el €2

que E™ é um grupo multiplicativo. Seja n = p{'pSs?...p5* a decomposicdo de n em fatores

primos. Entao, usando os mesmos argumentos da prova do Teorema 3.15, mostramos que
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para cada j,1 < j <, existe um elemento o; € I/ (") que néo é raiz do polindémio z™/?i —1,

/D5t

que f3; = oz;l 7 tem ordem p; e que E™ é um grupo ciclico com gerador 5 = f315s...5;.

(ii) A prova segue de 2" — 1 = 2™ — 1 = (2™ — 1) e da parte (i). O

Definicao 3.35. Sejam K wm corpo de caracteristica p e n um inteiro positivo nao

(n

divistvel por p. Entdo um gerador do grupo ciclico E™ é chamado n-ésima raiz primitiva

da unidade sobre K.

Definicao 3.36. Sejam K um corpo de caracteristica p, n um inteiro positivo ndao divisivel

por p e~y uma n-ésima raiz primitiva da unidade sobre K. Entao o polinomio

Q)= I (-

s=1
mdc(s,n)=1

¢ chamado n-ésimo polinomio ciclotomico sobre K.

Observagao 3.37. O polinomio Q,(x) é independente da escolha de . De fato, como ~y
uma n-ésima raiz primitiva da unidade sobre K e estamos tomando todas as poténcias s
de v com mdc(s,n) = 1, seque que o polindmio pode ser escrito como o produto de fatores

x —;, onde vy; sao todas as n-ésimas raizes primitivas da unidade.

Exemplo 3.38. Sejam n =3, K um corpo com caracteristica diferente de 3 e ( uma raiz

cubica primitiva ciubica da unidade sobre K. Entao,
Qs(z) = (- )z —¢) =" = ((+ Pz + P =a"+a+1

Usamos o simbolo de produto H para denotar um produto estendido sobre todos
din
os divisores positivos d de um inteiro positivo n.

Teorema 3.39. Sejam K um corpo de caracteristica p e n uwm inteiro positivo nao divisivel

por p. Entao:
(i) " — 1 =[] Qu(z);
dn

(7i) os coeficientes de Q,(x) pertencem ao subcorpo primo de K.

Demonstracio. Cada n-ésima raiz da unidade sobre K é uma d-ésima raiz primitiva da
unidade sobre K para um divisor positivo d de n. Em detalhes, se v for uma n-ésima
raiz primitiva da unidade sobre K e +° for uma n-ésima raiz da unidade sobre K, entao
d = n/mdc(s,n), isto é, d é a ordem de v* em E™. Como

n
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a férmula em (i) é obtida coletando esses fatores (x — v*) para os quais 7° é uma d-ésima

raiz primitiva da unidade sobre K.

(74) Provaremos por indugao em n. Notemos que @, (z) é um polinémio ménico.
Para n =1 temos Q(x) = x — 1, que é obviamente valido. Agora, seja n > 1 e suponha
valido para todo Qg(z) com 1 < d < n. Entao, por (i), temos
" —1
fla)
onde f(z) = [] Qa(x). A hipétese de indugdo implica que f(z) é um polinémio com

dln,d<n
coeficiente no subcorpo primo de K. Fazendo a divisao entre 2™ — 1 e o polinémio monico

Qn(x) =

f(x) temos que os coeficientes de @, (x) pertencem ao subcorpo primo de K. O

Exemplo 3.40. Sejam r um nimero primo e k € N. Pelo Teorema 3.39 (i),

. Irk—l . Jfrk—l _1+xrk71+x2rk—1+ +
C Qi()Qu(z) - Qi () 2T =1

Para k = 1, temos por exemplo Q.(x) =1+ x + 2%+ - + 2" L.

(r—1)rk—1 )

Qrk

Lema 3.41. Se h é um divisor positivo da ordem de um grupo ciclico (a), entdo {(a)
contém ¢(h) elementos de ordem h, onde ¢(h) € a funcio de Euler, isto €, o nimero de

inteiros 1 < n < h que sao relativamente primos a h.

Demonstragio. Seja m = |(a)|. Como h divide m, existe d € N tal que m = dh. Temos
que um elemento a* tem ordem h se e somente se mdc(k,m) = d. Entdo, o nimero de
elementos de ordem h é igual ao niimero de inteiros k com 1 < k < m e mdc(k,m) = d,
assim, podemos escrever k = dn com 1 <n < h e, portanto, mdc(k, m) = d é equivalente

a mdc(n, h) = 1. O nimero de elementos de ordem h que satisfazem essa igualdade é igual

a ¢(h). O

Teorema 3.42. O corpo ciclotomico K™ é uma extensio algébrica simples de . Além
disso, se K =T, com mdc(q,n) =1 e d é o menor inteiro positivo tal que ¢® =1 (mod n),

¢(n)

entdo ), se fatora em e polindmios monicos irredutiveis distintos em Klx| de mesmo

grau d, K™ ¢ o corpo de decomposicio de qualquer fator irredutivel de Q,, sobre K e o

grau da extensao K™ sobre K € d.

Demonstracdo. Se existe uma raiz n-ésima primitiva da unidade v sobre K é claro que
K™ = K(v). Além disso, se K = F, com mdc(g,n) = 1, seja  uma n-ésima raiz primitiva
da unidade sobre ;. Entao n € F x se e somente se nqk = 1) e esta igualdade é equivalente
a ¢® =1 (mod n). O menor inteiro positivo para o qual isto é valido é k = d, e assim n
estd em [F 4, mas nao estd em nenhum de seus subcorpos préprios. Portanto, o polindomio
minimal de 7 sobre F, tem grau d, e como 7 ¢ uma raiz arbitraria de @),, seguem os

resultados desejados. O
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Uma conexao entre o corpos ciclotomicos e corpos finitos é dada pelo seguinte

resultado.

Teorema 3.43. O corpo finito F, é o (¢ — 1)-ésimo corpo ciclotomico sobre qualquer um

dos seus subcorpos.

Demonstragio. Como todos os ¢ — 1 elementos nao nulos de [F, sao raizes do polinémio
%71 — 1, esse polindmio de decompoes em F,. Obviamente, o polindémio nao pode se
decompor em qualquer subcorpo préprio de I, portanto, IF, é o corpo de decomposicao

de 297! — 1 sobre qualquer um de seus subcorpos. O

Exemplo 3.44. O corpo Fy € o oitavo corpo ciclotomico sobre Fs, isto é, Fg = IF§8). Como

no exemplo 3.40,
8

Qs(z) = Qs () = ; :1 =2+ 1 € Fs[z].

A decomposicio de Qg(x) em fatores irredutiveis em Fs[z] €

Qs(z) = (2% + o +2)(2° + 22 + 2).

3.6 CARACTERES

Nessa secao, apresentamos de maneira sucinta algumas defini¢ées e propriedades
sobre o caracter de um grupo finito abeliano G. Tais conceitos serao usados em um dos

critérios para polindmios de permutacao que apresentaremos na sec¢ao 5.1.

Definig¢ao 3.45. Seja G um grupo finito abeliano de ordem |G| com elemento identidade
lg. Um caracter x de G é um homomorfismo de G no grupo multiplicativo U dos

numeros complexos de valor absoluto unitdrio, isto €, uma fung¢io de G em U com

x(9192) = x(g1)x(g2) para todo g1, 92 € G.

Como x(1g) = x(1g)x(1g), temos que x(1g) = 1g.
Além disso,

(x(9)“! = x(¢'") = x(1¢) = 1¢

para todo g € G, portanto os valores de y sdo as |G|-ésimas raizes da unidade. Note

também que
X(9)x(g™") = x(997") = x(1e) = la
e, portanto,
x(g7") = (x(9)) " = x(9)
para todo g € GG, onde a barra denota o conjugado complexo.

Dentre os caracteres de G temos o caracter trivial yq, que é definido por xo(g) = 1g

para todo g € G; qualquer outro caracter é dito nao trivial. Para cada caracter xy ha
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associado o caracter conjugado X definido por X(g) = x(g), para todo g € G. Dado

um numero finito de caracteres x1, X2, ..., Xn de G pode-se formar o caracter produto

X1X2 " - Xn dado por

(xixz - xn)(9) = x1(9)x2(9) - - - xn(9).

paratodo g € G. Se x1 = X2 = -+ = Xn = X podemos escrever X" para x1X2 - Xn. 1€MOS
que o conjunto G dos caracteres de G forma um grupo abeliano com a multiplicagao de
caracteres. Além disso, como os valores dos caracteres de G s6 podem ser as |G|-ésimas

raizes da unidade, G é finito.

Teorema 3.46. Se x é um caracter nao trivial de um grupo abeliano finito G, entao

> x(g) =0 (3.5)

geG

Por outro lado, para cada g € G com g # 1, temos

> xlg)=0. (3.6)

XEGN

Demonstra¢io. Como x é um caracter nao trivial, existe h € G com x(h) # 1. Entao

x(h) > x(9) = > x(hg) = > x(9)

geG geG geG

pois, se g percorre todos os elementos de (G, 0 mesmo ocorre com hg. Assim, temos

(x(h) =1) > x(9) =0 = > x(g9) =0,

geG geqG

pois x(h) # 1.
Para a segunda parte, consideremos a fungao § definida por §(x) = x(g) para
X € G". Como o caracter é ndo trivial, existe x € G" de modo que x(g) # 1 = x(1g).

Assim, aplicando (3.5) ao grupo G”, temos

> x(e) = > alx) =0.

XEGN XEGN

Teorema 3.47. O nidmero de caracteres de um grupo finito abeliano G ¢é igual a |G|.

Demonstracao. Segue de

G =" > x(g)= > > x(g) =G|,

geG xeGN XEGN gelG

onde usamos (3.6) na primeira identidade e (3.5) na tltima identidade. O
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Sejam x e v caracteres de G. Entao

1

@ > x(9)v(g) =

geG

{0’ sex 7Y (3.7)

1, sex=1 ’
onde a primeira parte segue ao aplicarmos (3.5) ao caracter Y1 e a segunda parte é trivial
pois, se x = 1, temos que x¥ = XX = Xo-

Ainda, se g e h sao elementos de GG, entao

0, seg#h
1, seg=~h’

LS (o) =

(3.8)
|G| XEGN

onde obtemos a primeira parte aplicando (3.6) ao elementos gh™!. Para a segunda parte
usamos o Teorema 3.47 e o fato que, se g = h, entao, x(g)x(9) = x(1lg) = lg, para todo
g €G.

Temos entdo, de (3.7) e (3.8), as relagoes de ortogonalidade para caracteres.

De acordo com [9], a teoria de caracteres é frequentemente usada para obter
expressoes para o numero de solugdes de equagoes em um grupo abeliano finito. Seja f
uma funcao arbitraria do produto cartesiano G" = G X --- x G em . Entao para h € GG

fixo, o ntimero N (h) de n-uplas (g1, ..., g,) € G™ com f(g1,...,9,) = h é dado por
1 _

N(h) = €] Do > x(f(grs e gn))x(R), (3.9)

g1€G gn€G xeGN
por conta de (3.8).

Em um corpo finito [, existem dois grupos finitos abelianos que sao muito impor-
tantes: o grupo aditivo e o grupo multiplicativo do corpo. Caracteres dos grupos aditivo e
multiplicativo de F, sao chamados, respectivamente, de caracteres aditivos e caracteres

multiplicativos de IF,.

Para caracteres aditivos x, € X5, aplicando as relagdes de ortogonalidade para

caracteres (3.7), temos

— 0 b
> Xal€)xa(0) = { » paraa# b (3.10)
ceFq q, paraa=>
Em particular
> Xa(c) =0 para a # 0. (3.11)

ccly
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4 POLINOMIOS SOBRE CORPOS FINITOS

Nesse capitulo intruduzimos, na se¢ao 4.1, a nocao de ordem de um polinémio e
apresentamos alguns resultados sobre polindmios irredutiveis, na secao 4.2, a fim de com-
preendermos melhor o funcionamento dos polinémios sobre corpos finitos. Em particular,
estudamos a quantidade de polindmios irredutiveis de dado grau sobre um corpo finito

fixo.

4.1 ORDEM DE UM POLINOMIO

Além do grau, outro inteiro nao nulo relacionado a um polinémio sobre um corpo
finito que também é importante é sua ordem. A definicao de ordem de um polinémio é

baseada no Lema 4.1 a seguir.

Lema 4.1. Seja f € F [z] um polinémio de grau m > 1 com f(0) # 0. Entdo, existe um

inteiro positivo e < ¢™ — 1 tal que f(x) divide z¢ — 1.

Fyl]
(f)

As ¢™ classes residuais 274+ < f >,5=0,1,...,¢™ — 1, sdo todas ndo nulas e entdo existem

Demonstracao. O anel de classes residuais contém ¢™ — 1 classes residuais nao nulas.

inteiros r e s com 0 <r < s < ¢ — 1 tais que z° = 2" (mod f(x)). Como z e f(x) sao
relativamente primos, segue que "~* =1 (mod f(x)), isto é, f(z) divide 2"~* — 1 onde
O<r—s<qgm—1. O

Definigao 4.2. Seja f € F,[x] um polinomio ndo nulo. Se f(0) # 0, entdo o menor
inteiro positivo e para o qual f(x) divide z¢ — 1 é chamado ordem de f (ou periodo ou
expoente de f) e € denotado por ord(f(x)), ou simplesmente, ord(f). Se f(0) =0, entdo
f(z) = 2"g(x), onde h € N e g € F,[z] com g(0) # 0 e ord(f) é entdo definida como
sendo ord(g).

A ordem de um polinémio irredutivel f pode ser caracterizada na forma alternativa

do Teorema 4.3 a seguir.

Teorema 4.3. Seja f € F,[x] um polinomio irredutivel sobre F de grau m tal que f(0) # 0.

Entao, ord(f) € igual a ordem de qualquer raiz de f no grupo multiplicativo .

Demonstragao. Pelo Corolario 3.22, F,m é o corpo de decomposigao de f sobre F,. As
raizes de f tém a mesma ordem no grupo Fy. pelo Teorema 3.25. Entdo, pelo Lema
3.19, obtemos que a® = 1 se e somente se f(x) divide z¢ — 1. O resultado segue entao da

definigao de ordem de f e de ordem de a no grupo Fy... m

Corolério 4.4. Se f € F [x] é um polinomio irredutivel sobre F, de grau m, entdo ord(f)
divide ¢™ — 1.
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Demonstragdo. Se f(x) = cx com c € F;, entdo ord(f) =1 e o resultado ¢ trivial. Caso
contrario, o resultado segue do Teorema 4.3 e do fato de que Fj. ¢ um grupo de ordem
q" — 1. ]

O Teorema 4.3 nos leva a uma férmula para o nimero de polinémios moénicos
irredutiveis de determinados grau e ordem. Usaremos ¢ para denotar a fungao de Euler,
como no Lema 3.41. A seguinte terminologia sera conveniente: se n é um inteiro positivo
e o inteiro b é relativamente primo a n, entdo o menor inteiro positivo k para qual b* = 1

(mod n) é chamado ordem multiplicativa de b médulo n.

Teorema 4.5. O nimero de polinémios irredutiveis monicos em Fy|x] de grau m e ordem
e € iqual a:

¢(e)

(i) —=, se e > 2 em é a ordem multiplicativa de g mddulo e;
m

(i) 2, sem =e =1, e igual a 0 em todos os demais casos.

Em particular, o grau de um polinomio irredutivel em F,[z] de ordem e deve ser igual a

ordem multiplicativa de g modulo e.

Demonstragio. (i) Seja f um polinémio irredutivel em F,[x] com f(0) # 0. Entao, pelo

Teorema 4.3, temos ord(f) = e se e somente se todas raizes de f sdo raizes primitivas da

unidade de ordem e sobre F,. Em outras palavras, temos ord(f) = e se e somente se f

divide o polinémio ciclotémico .. Pelo Teorema 3.42, qualquer fator moénico irredutivel

de Q. t(er)n 0 mesmo grau m, o menor inteiro positivo tal que ¢" =1 (mod e). Além disso
o(e

e ha ——= fatores.
m

(11) Para m = e = 1 o resultado segue de (i) juntamente com o polinémio monico
irredutivel f(z) = . O

4.2 POLINOMIOS IRREDUTIVEIS

Teorema 4.6 (Fatoracio Unica). Seja K um corpo. Qualquer polinomio f € K(x] de

grau positivo pode ser escrito na forma
f=apy"---pit (4.1)

onde a € K, py,...,px sGo polinémios monicos distintos de K[z| e ny, -+ ,ny sao inteiros

positivos. Além disso, tal fatoracdo € unica a menos da ordem em que os fatores ocorrem.
Demonstragio. Ver [9], (Teorema 1.59, p. 23). O

A fatoragao definida no teorema 4.6 é chamada fatoragao canoénica de f em K|[z].
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Teorema 4.7. Para todo corpo finito F, e todo n € N, o produto de todos polinomios

A . . , . . .. ;. n
monicos irredutiveis sobre I, cujos graus dividem n € igual a 29 — x.

Demonstracao. De acordo com o Lema 3.20, todo polindmio monico irredutivel cujo grau
divide n é um fator de 29" — z. Ainda, a fatoracio de f(z) = 27" — x em irredutiveis é
livre de quadrados pois f'(x) = —1. Agora, seja p(z) um fator monico irredutivel de f(x)

de grau d. Usando novamente o Lema 3.20, temos que d divide n. O

Seja N,(d) o nimero de polinémios monicos irredutiveis de grau d sobre F,.

Corolario 4.8. Fizado F,, para todo n € N temos

q" = dNy(d), (4.2)
dln

onde a soma é estendida sobre todos os divisores positivos d de n.

Demonstragio. A identidade (4.2) segue do Teorema 4.7 comparando o grau de 79" — x

~ A . n
com o grau total da fatoragdo canonica de z7 — x. O

Ainda, é possivel determinar uma férmula que nos da o niimero de polinémios
monicos irredutiveis sobre I, de grau fixo. Para isto, precisamos primeiramente definir a

funcao de Moebius.

Definigao 4.9. Para n € N, a funcao p de Moebius é definida por

1, sen=1
p(n) = (1), sen € o produto de k primos distintos
0, sen € divisivel pelo quadrado de uwm primo

Lema 4.10. Para n € N, a funcao de Mdebius p satisfaz

1, sen=1
> u(d) = :
dn 0, sen>1
Demonstragio. O caso n = 1 ¢é trivial. Para n > 1, devemos levar em conta apenas os
divisores positivos d de n para os quais p(d) # 0, isto é, para os quais d = 1 ou d é um

produto de primos distintos. Portanto se py, ps, ..., pr s80 os divisores primos distintos de

n, temos
Zﬂ(d) = p(1) + Zﬂ(pi) + Z (pipiy) + -+ + p(pip2 - k)
d| i=1 1<iy <ia<k
=t () (G ez ()
= (14 (-1))"=0
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Exemplo 4.11. Os divisores positivos de 16 sao {1,2,4,8,16}. Assim,

> pld) = (1) 4+ pu(2) + p(4) + p(8) + u(16) =1—-1+04+0+0=0
d|16

Teorema 4.12 (Férmula de Inversao de Moebius). Sejam h e H duas fungoes de N em

um grupo abeliano aditivo G. Entao

H(n) =>_h(d) para todon € N (4.3)
dln
se e somente se
h(n)=> (Z) H(d) =) p(d)H <Z> para todo n € N. (4.4)
dn d|n
Demonstragio. Suponhamos que H(m) =Y h(e) para todo m € N. Fazendo m = n,
elm
temos
n n
" () — S h(e) = H () = Y h(e).
d el d ed|n
d

Entao, temos que

St () = X pld) S he) = X he) ) = ).
d|z

dn din ed|n eln

n

Para o inverso, suponhamos que h(n) = > pu(e)H () para todo n € N. Fazendo

(&
eln

n = d, temos

)= uttr ()

eld €
Dad,

S h@ =X o ().

din dln e|d €
Podemos escrever n = kd e d = le, e entao, n = kle. Assim,
d
S S uett (1) = 5 w0 = X 10 S ate) = Heo
din e|d kle=n lIn el7
m

Teorema 4.13. O nidmero Ny(n) de polindmios monicos irredutiveis em Fylx] de grau n

¢ dado por

Ny(n) = i%u (Z) " = i%u(d)qz.
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Demonstracao. Pelo Coroléario 4.8, temos que
q" = Z qu(d)-
dln
Fazendo, H(n) = ¢" e h(n) = nNy(n), Vn € N, obtemos
H(n) = Y dN,(d) = ¥ h(d)

dn din

Aplicando a Inversao de Mdoebius, temos

djn
Portanto,
nNy(n) = % p(d)g
E entao,
Nyn) = = " u(d)g’
" dn

Exemplo 4.14. O nimero de polindmios monicos irredutiveis em F,[x] de grau 20 é dado
por

1
N(20) = 55 (1()g® + 1(2)q" + p(A)q” + p(5)q" + p(10)g” + p(20)q)
1
_ % (q20_q10 —q4+q2)
Se g = 2, por exemplo, esse niumero é
1
Ny(20) = 2—0(220 — 210 2% 1 2%) = 52377.
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5 POLINOMIOS DE PERMUTACAO

Nesse capitulo, estudamos, primeiramente, alguns critérios gerais para polindomios
de permutacao, tendo como referéncia principal [9]. Em seguida, passamos a apresentar
classes especificas de polindmios de permutacgao, incluindo familias mais novas apresentadas

em [10], [13] e [14]. Ao longo do capitulo, ¢ é uma poténcia de um nimero primo p.

5.1 DEFINICAO E CRITERIOS

Definicao 5.1. Um polinomio f € Fy|x] é chamado um polinémio de permutacao de F,

se a fungao polinomial associada f : F, — F, dada por ¢ — f(c) € uma permutagao de F,.

O Lema a seguir apresenta outras equivaléncias para a Definicao 5.1, que também

estao baseadas no fato de [F, ser finito.

Lema 5.2. O polinomio f € Fy[x] é um polinémio de permutacio se e somente se uma

das sequintes condicoes é valida:

(i) a fungdo ¢ — f(c) é sobrejetora.

(7i) a funcio ¢ — f(c) € injetora.

111 x) = a tem uma solucao em F, para cada a € F,,.
q q

i x) = a tem uma unica solugio em ¥, para cada a € F,,.
q q

Demonstragio. Por definicdo, se f € F,[x] é um polinémio de permutagio de F, entao f
¢ uma permutagao de F, que, por sua vez, é uma bijegdo. Portanto, f(x) = a tem uma

solucao em [, para cada a € I, e esta solugao ¢ tnica.

Por outro lado, pela finitude do corpo [y, note que estas condicoes sao equivalentes,
logo f: ¢+ f(c) é uma bijegao de F, em F, e, portanto, uma permutacao. Portanto f é

um polinémio de permutacao. O

Exemplo 5.3. Consideramos o polinomio f(z) € F;[z] dado por f(x) = 2* + 3z. Na
tabela a sequir, temos os valores de f(c) para cada ¢ € F; e observamos que f é um

polindmio de permutacio em Fr, pode ser representado pela permutagao (142)(365).

c [0][1]2[3]4]5]6
fleyfol4f1fel[2]3]5

2131415
116123
Exemplo 5.4. Consideramos o polinomio f(x) = x* + 2z + 1 € F7[z]. Observamos que

f(2)=2= f(3), logo f(x) = 2>+ 2x + 1 € F7 ndo é um polinémio de permutagio.
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Observagao 5.5. Fizados F,, n um inteiro positivo e f € F [x] de grau n, o processo de
calcular f(a) para todo a € F, e checar se os q valores encontrados sio de fato distintos é

da ordem de nq operagoes em F,, ou seja, se q¢ e n crescem, esse processo nao faz sentido.

Lema 5.6. O conjunto de polinomios de permutagio de I, é fechado para composigao,

isto é, se f,g € F,[x] sao polinémios de permutagio de Fy, entdo f o g também é.

Demonstragio. Sejam f, g € F,[z] polindmios de permutagao de F,. Temos que f, g sao
injetoras, assim f o g também é injetora e, portanto, f o g é um polindomio de permutacao
de F,. O]

Sabemos que dada ® : F, — F, uma funcao arbitraria injetiva de F, em I, entao
existe um tnico polinémio g € F, com deg(g) < ¢ representando ® no sentido de que
g(c) = ®(c) para todo ¢ € F,. O polinémio g pode ser encontrado calculando o polinémio

de interpolacao de Lagrange para a dada fungao ® ou pela seguinte formula:

g(x) = > (e)(1—(z—c)""). (5.1)
celFy
Se ® ja é dado como uma funcao polinomial, digamos ¢ — f(c) com f € F,, entdo

g pode ser obtido de f pela reduc¢ao modulo 29 — x de acordo com o lema a seguir.

Lema 5.7. Sejam f,g € F,[x]. Temos que f(c) = g(c) para todo ¢ € F, se e somente se
f(z) = g(x) (mod x? — ).

Demonstragio. Pelo algoritmo da divisao em F [x], podemos escrever

f(@) = g(x) = hz)(2? — x) + r(z)

com h,r € F,[z] e r =0 ou deg(r) < ¢. Entao, f(c) = g(c) para todo ¢ € F, se e somente

se r(c) = 0 para todo ¢ € F,, que é equivalente a r = 0. ]

Observacao 5.8. O conjunto de todos os polinomios de permutacao em I, é um grupo
com a operagao de composicao modulo x? — x. Esse grupo é isomorfo ao grupo simétrico

Sy de ordem q!.

Em seguida, vamos estabelecer um critério util para decidir se um polindémios é de
permutacao. Primeiramente, relembremos a férmula para a soma dos n primeiros termos
de uma série geométrica. Sejam F um corpo e a € F,a # 1. Entao, temos a seguinte

identidade
1—a")

ST
a =
i=0

Lema 5.9. Sejam ag, aq,...,a4-1 € F,. Entdo as sequintes condigoes sao equivalentes:

(5.2)

1—a
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(1) aog,aq,...,aq—1 sdo distintos.
N 0, set=0,1,...,q — 2
(it) > ap, = :

k=0

-1, set=q—1

Demonstracao. Para k fixo com 0 < k < g — 1, consideramos o polinémio
2)=1-> al " (5.3)
§=0

Temos que gi(ay) = 1 para todo 0 < k < ¢ — 1. Note que gx(b) = 0 para cada b € F, com
b # ay. De fato, se b # 0, por (5.2) obtemos:

q—1 q—1 -1
1— (agb™)?
) = 1= al I =S (b =1 — b
j=0 =0 1= (axb™1)

Além disso, gx(0) = 0 sempre que a; # 0. Assim, o polinébmio

= :ng(x) Z (Z ai —im ) = —qi (:Z azlj> z’ (5.4)

k=0

identifica cada elemento de F, com 1 se e somente se {ag,a1,...,a,-1} = F,. Como
deg (g) < ¢, o Lema 5.7 mostra que o polindémio g leva cada elemento de F, em 1 se e

somente se g(z) =1, que é equivalente a condigao (7). O

Teorema 5.10 (Critério de Hermite). Seja F, de caracteristica p. Entao, f € F,x] é um

polinomio de permutacio de Fy se e somente se as duas condigoes sequintes sao validas.

(i) f tem exatamente uma raiz em F,;

(ii) para cada inteiro t com 1 < t < ¢g—2 et # 0 (mod p), a redugio de f(x)"

(mod z? — x) tem grau menor ou igual a q — 2.

Demonstragio. Seja f um polinémio de permutagao de F,. Temos que (7) é satisfeito pelo

Lema 5.2. Para (ii), notamos que:
f(x)t (mod 27— z) = Z b§~t)xj onde bét,l = — f(e)

por (5.1). Como f(z) é um polinémio de permutagao de F,, entao {f(c)|c € F,} =F, e,
pelo Lema 5.9, b(q V=1e b(_l = 0 para todo t = 1, ...,¢ — 2. Logo, a redugao de f(z)"*

(mod z? — x) tem grau menor ou igual a ¢ — 2.

Por outro lado, suponhamos que as condigoes (i) e (i) sejam satisfeitas. Se f tem
exatamente j rafzes em F,, entdo podemos escrever F, = AU (F, — A) onde A ¢ o conjunto
das j raizes de f em Iy, entao

e I O N P YN Ol

ceFy beA ceF,—A
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Para todo b € A temos que f(b) = 0 e, entdo, » f(e)®' = 0. Além disso, para todo

beA
c € F,— A temos que f(c)? ! =1, donde Z =g — j. Logo,
cefg—A
b =g —j) =

com 0 <7 < ¢q— 1. Assim, temos que b((]q__ll) =1 se e somente se j = 1. Entao, (¢) implica

> f(e)¥' = —1 e, pela condigdo, (i) temos que d fle)f=0paral<t<q—2,t#0
c€lFq c€lq
(mod p). Agora, usando o seguinte fato

PONICLEE (Z f(C)t)

c€lfg celFg

temos que Z f(e)' =0 para todo 1 <t < g — 2, e essa identidade é trivial para t = 0.
c€ly
Segue entao do Lema 5.9 que f é um polinémio de permutacao de F,. O]

Veremos aplicacoes desse critério nas se¢oes subsequentes.

Corolario 5.11. Seja d > 1 um divisor de ¢ — 1. Ndao existe polinomio de permutacao de

F, de grau d.

Demonstragio. Se f € Fy[z] tem grau d, entdo deg(f=1/9) = g — 1 e, assim, a condico

(i7) do Critério de Hermite nao ¢é satisfeita para t = (¢ — 1)/d. O

Observacao 5.12. Na secao 4.2, nos debrucamos sobre o problema de contagem do
nimero de polinomios irredutiveis de certo grau em um corpo finito F,. Em [7], Lidl
e Mullen propuseram 9 problemas e conjecturas sobre polinomios de permutacao sobre
corpos finitos. Um desse problemas era: fivados F, e d > 0, determinar P,(d) o nimero
de polinomios de permutagao de grau d sobre Fy. Para alguns valores de d esse nimero é
trivial. Por exzemplo, claro que Py(1) = q(q — 1) e, pelo Coroldrio 5.11, Py(d) =0 se d > 1

¢ um divisor de g — 1. Além disso

Z Pq(d) =q.

1<d<q—-1
dtg—1

No entanto, nao existe, até o momento, uma formula fechada para o nimero de polinomios
de permutacao de I, de grau fivo d. Alguns resultados para graus especificos podem ser
encontrados em [2] e [5].

Um critério para polindomios de permutagao também pode ser dado usando carac-

teres aditivos dos corpos finitos, apresentados no Capitulo 5.
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Teorema 5.13. O polinomio f € F,x] permuta F, se e somente se

> x(f(e) =0. (5:5)

cely

para todo caracter aditivo nao trivial x de IFy.

Demonstracao. Se f é um polindomio de permutacao de F, e x ¢ um caracter aditivo nao

trivial de [F,, entao

> x(f(@) = >_ x(e)=0.
c€lFq c€lq
Por outro lado, seja o o caracter aditivo trivial de F,. Como (3.4) ¢ valido para
todo x # X0, entao, por (3.9), para qualquer a € F, o nimero N de solugoes de f(z) =a

em F, é dado por

N =L SAGON@ = 14 ¥ @) X () = L

ceFqy X XF#X0 celFy

Portanto, f ¢ um polindmio de permutacao de F, pelo Lema 5.2. O

Para encerrar essa se¢ao, notamos que a noc¢ao de polinébmio de permutacao em
F, pode passar de forma analoga para os anéis Z,,. Nesse caso, dizemos que f(z) é
um polindémio de permutagdo médulo m se f(x) permuta Z,,. Tendo isso em mente,

apresentamos um critério que sera usado na secao 5.4.

Teorema 5.14. O polindmio g(x) é um polinémio de permutagcao méddulo p® para e > 1

se e somente se é um polinomio de permutacao mddulo p e g'(x) nao se anula mddulo p.

Demonstragio. Vamos proceder por indugdo em e. Suponhamos que g(z) seja um po-

1

lindmio de permutacdo médulo p~'. Entdo para cada X, g(z) — A = 0 (mod p* 1)

tem exatamente uma solugdo s médulo p*~!. Como todas as solugoes de g(z) — A =0

(mod p®~1) sdo do tipo = s + yp®~!, temos pela férmula de Taylor

py(g'(s) = A) = A —g(s) (mod p°),

que ¢é satisfeito se e somente se

y(g'(s) = A) = (A —g(s))/p""  (mod p) (5.6)

Como g(s) — A = 0 (mod p*!), segue que A = g(s) (mod p), donde, por hipétese,
g (s)—A=g'(s) —g(s) #0 (mod p). Assim, (5.6) tem exatamente uma solugdo y médulo

p e, consequentemente, g(z) — A =0 (mod p°) tem exatamente uma solu¢ao médulo p©.

Por outro lado, se g(x) é um polinémio de permuta¢ao mddulo p¢, entdo também é

moédulo p e p°~t. Suponhamos que ¢'(s) — g(s) = 0 (mod p) para algum s. Escolhendo
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A = g(s), temos que s é a Unica solugdo de g(z) — A = 0 (mod p*~!), donde todas as
solugdes de g(z) — A =0 (mod p*!) sdo z = s+ yp°~'. Assim, (5.6) deve ter exatamente
p solugoes modulo p e, entdo, g(z) — A =0 (mod p°¢) tem exatamente p solugoes mddulo

p°, 0 que é uma contradigao. O

5.2 CLASSES ELEMENTARES DE POLINOMIOS DE PERMUTACAO

Nessa secao, veremos alguns exemplos de polinémios de permutacao utilizando a
defini¢do 5.1, o lema 5.2 e o Critério de Hermite (Teorema 5.10). Nossa principal referéncia

aqui é, novamente, [9].

Teorema 5.15. Todo polinémio linear ax + b € F,[z] com a # 0 é um polinomio de

permutacao de F,.

Demonstragio. Seja f(x) = ax +b € Fy[z], onde a # 0. Para todos ¢, c2 € F,, temos que
fler) = fler) @ aci+b=acs +b < acy = acy & acy —acy =04 ale; — ) =0

Como a # 0, segue que ¢; — ¢ = 0. Logo, f(z) = ¢ tem uma unica solu¢ao para cada

c € F, e o resultado segue do Lema 5.2. O]

Observagao 5.16. Segue do Lema 5.6 € do Teorema 5.15 que se f € F,[x] é um polinémio
de permutagao de F, e a,b,c € F,, entio g(x) = a f(z + ¢) + b ainda é um polinomio de

permutagao de .

Teorema 5.17. O monomio x™ é um polinomio de permutacdao de F, se e somente se
mdc(n,q — 1) = 1.

Demonstragao. =™ ¢ um polindmio de permutacao de F, se e somente se a funcao f :

*
q’

entao a imagem de [} pela fungao f ¢ o subgrupo ciclico gerado por g". Esse subgrupo

[, — F, dada por x — 2" é sobrejetora. Seja g um elemento primitivo do grupo F

¢ o proprio F} se e somente se g" ¢ um elemento primitivo de Fy, o que é equivalente a
mdc(n,q — 1) = 1. De fato, em um grupo ciclico finito de ordem m, o elemento a* gera
m

um subgrupo de ordem m O]

Definicao 5.18. Um polinomio da forma

m .
L(l’) = Z aiqu =aor +a1x? + -+ anan
=0

com coeficientes em uma extensao Fom de F, € chamado um g—polinomio sobre Fym.

Tais polinémios sao também conhecidos como polinémios linearizados, cujo nome

deriva de suas propriedades:
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1. L(B+~) = L(B) + L(v) para todos 3,7 € Fym.

2. L(eB) = cL(B) para todos c € F, e f € Fym.

Considerando Fym como um espago vetorial sobre F,, entao essas propriedades mostram

que L(x) é um operador linear em Fym.

Teorema 5.19. Seja F, de caracteristica p. Entao o p—polinomio
m .
L(z) =) aa” € F,lx]
i=0
€ um polinomio de permutacao de F, se e somente se L(x) s6 possui o 0 como raiz em F,.

Demonstragio. Temos que 0 é uma raiz de L(z). Assim, se L(z) é um polindmio de
permutagao, nao pode existir uma outra solugao para L(z) = 0 além do 0. Por outro lado,

se L(x) possui somente 0 como raiz em F,, entao
L(a)=L(b) = L(a) = L(b) =0=La—b) =0=a—-b=0.

Portanto, a fun¢ao « — L(z) é injetora e, assim, L(x) é um polinémio de permutagao. [

Uma aplicagao direta do Critério de Hermite (Teorema 5.10) é utilizada para

estudar a seguinte classe de polinomios de permutacao:

Teorema 5.20. Sejam r € N com mde(r,q—1) =1 e s um divisor positivo de g — 1. Seja

g € Fy[z] tal que g(x®) ndo tem raiz em ;. Entdo,

fx) = 2" (g(2))

¢ um polinomio de permutacdao de IFy.

Demonstragio. Vamos mostrar que f satisfaz as condigoes (i) e (ii) do Critério de Hermite.

Primeiro, temos que a tnica raiz possivel para f ¢ 0, uma vez que g(x®) ndo possui

raiz ndo nula.

Agora, sejat € Z com 1 <t < g — 2 e suponhamos que t nao seja divisivel por s.
Assim, todos expoentes de f(z)' sdo da forma rt + ms, para algum inteiro positivo m.
Como s é um divisor positivo de ¢ — 1 e mde(r,q — 1) = 1, entdo mde(r, s) = 1. Logo,

t ¢ divisivel por s e, consequentemente, nenhum desses

nenhum dos expoentes de f(x)
expoentes é divisivel por ¢ — 1. Entdo, nio existem termos da forma z*?~1 na expressio

de f(z)', donde a redugao de f(z)" (mod x? — x) tem grau < g — 2.

Como segundo caso, suponhamos agora que ¢t = ks para algum inteiro positivo k.

Temos que
fla)t = a"(g(a*) Tk = 2" (g(a*)) @ D",
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Seja h(x) = 2", Temos que f(c)' = h(c) para todo ¢ € F}, pois g(c®) = 1sec# 0 e
f(0)" = h(0). Entéo, pelo Lema 5.7,
f(x)!=2" (mod 27— x)
e, como 7t nao é divisivel por ¢ — 1, a reducao de f(x)" (mod x?—x) tem grau < ¢—2. [

Exemplo 5.21. Pelo Teorema 5.20, temos que o polinomio f(z) = z3(3z* + 22)* =
4t + 2% + 27 € um polinémio de permutacio de Fs. De fato, tomamos no teorema r = 3,
q="5es=2. Além disso, g(z) = 32* + x € tal que g(z*) = 3x* + 2 ndo possui raiz ndio

nula em Fy.

5.3 POLINOMIOS DA FORMA z‘= + az E OUTROS RELACIONADOS

Nessa se¢ao, consideramos ¢ impar e apresentamos uma classificacdo completa dos

polinomios de permutacao de F, da forma 2T + az.

Seja 1 o caracter quadréatico de F:

1, se ¢ € um quadrado em F
n(c) =< —1, secéum nao quadrado em Fy
0, sec=0

Lema 5.22. Para q impar e c € F; temos

g1 1, se ¢ € um quadrado

—1, sec é um ndo quadrado

Demonstracao. Para todo ¢ € [y, temos que 1 —1=0. Assim,

q—1 q—1

O=c"!'—1=(cz —1)(cz +1),

donde
g=1 g=1
c?2 =1loucz?z =-1

Agora, se ¢ = 22 para algum x € [y, segue que

Ainda, notamos que o tnico subgrupo de ordem (¢—1)/2 de IF; é o formado pelos quadrados

~ ~ a-1
nao nulos de Fy. Dessa forma, se ¢ nao ¢ um quadrado em [Fy, devemos ter ¢z~ = —1. [J

Teorema 5.23. Seja g impar. O polinomio f(x) = o +ax € F,[z] é um polinomio de

permutagao de F, se e somente se n(a*> —1) = 1.
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Demonstra¢io. Vamos mostrar que a funcao = — f(z) nao é injetiva se e somente se
n(a®—1) # 1.

Se existe ¢ € F; tal que f(c) = f(0) = 0, entdo

Logo,

=1= (C% + ac)(b% +ab)™!
=1= c(c% + a)b’l(b% +a)!
= bt = (cq%1 + a)(bq%1 +a)!

—1

Pelo Lema 5.22; se tivéssemos 7(b) = n(c), entao bF = e, assim, b = ¢, o que é uma
contradigao. Portanto, n(b) # n(c). Sem perda de generalidade suponhamos 7(b) = —1 e

n(c) = 1. Entao, b = —1,0(1571 =1 e, assim
—1=n(c") =n((a+1(a—1)"") =n((a+1)(a—1)) =n(a®—-1).

Por outro lado, suponhamos que n(a®—1) # 1. Entao, a>—~1=0oun(a®*—1) = —1.
No primeiro caso, temos a = +£1 e, assim, existe ¢ € F; tal que T = —a. Logo,
fle) = f(0). Se n(a® —1) = —1, seja b= (a+ 1)(a — 1)~ Entéo, n(b) = —1 e b'z = —1.

Portanto
FO) =ab+b"T =(@+bT)h=(a—1b=(a—1(a+1)(a—1) " =a+1=f(1)

com b # 1. Em ambos os caso, x — f(x) nao é injetiva. O

Para que possamos demonstrar o proximo teorema sao necessarios a definicao e o

Lema a seguir:

Definicao 5.24. Seja p um niumero primo. Definimos E,(r) como o maior expoente j tal
que p’ divide r € N. Além disso, dado t € R, denotamos por |t| o maior inteiro menor ou

tqual a t.

Lema 5.25. Sejam m € Z, e p primo. Entdo:

Ey(m!) =Y m _m—s

i=1 pz p_l

onde s é a soma dos digitos na representacao de m na base p.
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Demonstragao. Ver [9] (Lema 6.39, p.296). O

Teorema 5.26. Sejam q impar e r > 1. O polinémio f(x) = 2% tax € F?[z] ndo ¢ um

polinomio de permutacio de Fgr.
Demonstracao. Se r é par, entao

q+1)
T 1l=k(—
¢ -1=k (D),

1
onde k =2(¢q" —1+¢ —2+ ...+ ¢+ 1), ou seja, a+t
segue do Cololario 5.11.

divide ¢" — 1 e dai o resultado

Se r é impar, definindo m = qg—l, temos que ¢" = —1 (mod m + 1), de modo que

existe k € Z, tal que ¢" = k(m + 1) +m, pois m =1 (mod m + 1). Notamos ainda que
km+1)=m+1 (modgq) e mde(m+1,q) =1,

o que implica k =1 (mod q). Pelo Critério de Hermite, devemos mostrar que existe ¢ com
1<t<q¢ —2,t#0 (mod p) tal que a reducao

(z™ +az)t  (mod 27 — 1)
tem grau ¢" — 1. Seja t = k+m — 1, temos
(2™ + az)"™™ 1 (mod 27 — x)

Agora, pelo desenvolvimento do binémio de Newton, temos que

k+m—1
(l,m-i-l + ax)k:—i—m—l _ Z (k: + m - 1) (ax)j<x(m+l))(k+m+j—l)
§=0 J
k+m—1
_ (l{? + m - 1) o (M) (Btm—j—1)+;
Jj=0 J
k+m—1
_ (l{? +m — 1) @ pmkAmA—mj—mekm—j—1+]
Jj=0 J
k+m—1
_ (k? +m— 1) o k(D) +m2—jm—14m—m
j=0 J
k+m—1
j=0 J

Para j > m, os expoentes correspondentes de x sao < ¢" — 2. Para j < m —2, os expoentes
correspondentes de x sao > ¢" e < 2¢" — 3, de modo que apds a reducao desses termos

T A . /7 . /
(mod z? — x) obtemos mondmios de grau < ¢" — 2. O tnico termo restante ¢ o mesmo

<k “I'_ m - 1) amilxqril )
m—1

para j = m — 1, a saber
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Basta entao mostrar que o coeficiente binomial acima nao é divisivel pela caracteristica p

de F,. Se s, denota a soma de digitos na representacao de n na base p, entao
k=1 (modgq), m<q e m#q (modp)

implicam que Sgim—1 = Sm—1 + Sk. Entdo, pelo Lema 5.25

E+m—1 1
Ep(( )) :p_l(sm—l+3k_8k+m—l):()

m—1

que ¢é o que desejavamos. O

O Teorema 5.26 sugere que polindmios sobre F, que sao polindmios de permutagao
de todas as extensoes finitas de [F, provavelmente sao raros. De fato, os polinomios com

essa propriedade podem ser classificados completamente e tem, de fato, uma forma especial.

Teorema 5.27. Um polinomio f € F,[z] é um polinomio de permutagio de todas as
extensoes finitas de F, se e somente se for da forma f(x) = az?" + b, onde a #0,péa

caracteristica de F, e h é um inteiro nao negativo.

Demonstragio. Primeiramente, notamos que se f é um polindmio de permutacao de F,,

entdo para todo ¢ € F, a equacdo f(x) = ¢ tem uma unica solucao d € F,. Portanto

f(@) —c=(z —d)*g(x)

onde k € N, g € F [z] e degg = 0 ou g ¢ um produto de polinémios irredutiveis g; em
F,[z] com degg; > 2. Assim, supondo que g é um produto de polinémios irredutiveis
gi em F [z] com degg; > 2 temos que se r é um multiplo do grau de algum g;, entdo g;
tem uma raiz em F, e, portanto, f nao ¢ um polinémio de permutacao em F,. Entao,

devemos ter deg g = 0, e portanto,
f(z) —c=a(z —d)F (5.7)

com a # 0, isto é, para cada ¢ € F, existe d € IF, dependendo de ¢ tal que essa identidade
¢ valida. Escolhendo ¢ = 0, temos f(z) = a(x — dy)* e, escolhendo ¢ = 1, temos
f(z) = a(x — d1)* + 1. Assim, obtemos

alx —do)* —a(z —d)F =1
e substituindo x por x + dy, obtemos

a(z +dy —do)" +azk =1.
Expandindo, temos

(’?) =0 (mod p) (5.8)

J
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para 0 < j < k. Temos p" < k < p'*! para algum h € Z,h > 0. Se k # p", entdo pelo
Lema 5.25, temos j = p” e
k 1
E ] =——(s; + sk — =0, 5.9
p<<]>> p—1<8] Sk—j — Sk) (5.9)
onde s, denota a soma dos digitos na representacao de n na base p. Como isso contradiz
(5.8), devemos ter k = p” e o restante segue de (5.7).

Por outro lado, seja F uma extensao finita de F,. Se ¢ = a™'b entdo temos
flz) = az” +b=a(@ +c) = alz+ )"

Entao, f(z) = hog(z), onde g(x) = x + ¢ é um polinémio de permutagdo de F,» pelo
Teorema 5.15 e h(x) = az”" ¢ um polindmio de permutacio de F,» pelo Teorema 5.19.

Portanto, f(z) é um polinémio de permutacao de Fr. O

Corolario 5.28. Se f € F,[z] ndo € da forma f(zx) = az” + b, entio existem infinitas

extensoes Fym de F, tais que f nao é um polinomio de permutacao de Fym.

5.4 POLINOMIOS DE DICKSON

Vamos introduzir agora uma classe especial de polinémios chamados polindmios de
Dickson, que possui algumas propriedades interessantes e também produz novos exemplos

de polinémios de permutacao.

Sejam w1, Ty indeterminadas e k € N. Entao, em [9] (ver Teorema 5.46) temos a

Formula de Waring:

5,

k k

ab k=Y (
j:ok_]

Isso é valido para qualquer anel comutativo R com identidade. Para a € R definimos o

k—j

i >(—$1$2)j (X1 + x0)" . (5.10)

polinémio de Dickson gx(z,a) sobre R por

Sk ln
gk(x,a)zzkﬁjcf ']><_a)333k21_ (5_11)

Se considerarmos o polinémio de Dickson sobre um corpo K, entdao no corpo das fungoes

racionais sobre K em y temos a identidade

k
a a
9k <y+y,a> :yuﬁ (5.12)

a qual segue de (5.10) substituindo z1 = y, zo = 2 De fato,
Y

Jloes)
y+ -
Yy
. k—2j
k k — ~ a a
A eroes) nlori)
Sk—i\ J y y

< |2
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A defini¢ao de polindmios de Dickson gera também a féormula

14 :
ko (k- —
gl ab®) = 3 - ( ’]>(—a62>fa:k—2ﬂ

j=0 k— J J
L%)
_ 22: L (k B J) (_abk7k+2)jxk72j
j=0 k— J J
E] .
_ k (k - j) (—a)ibp= (k=2 k=2
j=0 k— J J
1% ~
2k (k— . .
— bk _N\J b—l k—2j
> (M ) ewor
= Vg (b7 'z, a). (5.13)

para quaisquer a,b € F' com b # 0. Portanto, se F' = F,, ¢ par, entao todo polinémio
gr(z,a) com a € F; pode ser expressado em termos de gi(z,1). Se F' = Fy, ¢ impar, entdo
todo polindmio de Dickson gx(z,a), a € F;, pode ser expressado em termos de gi(, 1) ou

gr(z,¢), sendo ¢ um nao quadrado fixo.

Teorema 5.29. O polindmio de Dickson gx(z,a),a € F7, € um polinomio de permutagdo

de F, se e somente se mdc(k,q* —1) = 1.

Demonstragio. Suponha gi(b,a) = gx(c,a) para algum b, c € F,. Assim como em 5.12,

existem (3,7 € T tais que 3 + af~t=be~+ay ! =c. Entao, temos que
g(B+aB™a)=gi(y+ay™") & BF + " BF =" +aFy

Portanto,

BE 4 abBF — Ak gy k —

= B*F (B +a"BTF = —dfyTF) =0

= (8" =" (B —d") =0
donde 8% = v* ou g% = (ay™1)*. Se mdc(k,q* — 1) = 1, entdo z¥ é um polinomio de
permutagio de F,2 pelo Teorema 5.17, o que implica =~ ou 8 = ay~'. Em ambos os
casos, segue que b = ¢, e portanto gi(x,a) é um polinémio de permutagao de F,,.
Agora, suponhamos que mdc(k,q®> — 1) = d > 1. Se d é par, entdo ¢ é fmpar e k é
par. Como (5.11) mostra que gx(z,a) contém somente poténcias pares de z, temos que
gr(c,a) = gr(—c,a) para c € F;. Mas ¢ # —c, logo gi(7,a) ndo pode ser um polinémio
de permutagao de IF,. Se d é impar, entao existe um primo {mpar r dividindo d. Entao

r divide k e ¢ — 1 ou ¢ + 1 é divisivel por r. No primeiro caso, a equagao z" = 1 tem r



48

solugdes em F,, portanto existe b € F, b # 1,a, com b" = 1. Ainda, b* = 1 e, entao, (5.12)
implica que
ge(b+ab™ ' a) =1+d" = g(1+a,a).

Como b+ ab~! implicaria b = 1 ou b = a, temos que b+ ab™! # 1 + a e, assim, gi(z, a)
nao ¢ um polinémio de permutagao de ;. No segundo caso, seja v € F, uma solucao de
27 = a. Como 2" = 1 tem r solugoes em F 2, existe § € F2 com §# 1,ay % e 7 =1.

Entdo, temos também (91 =1 e 8% = 1. Consequentemente,

1

gy +av T a) = gi(By + a(By) ', a)

por (5.12). Além disso, y+ay ' =v++1 € F, e By+a(By)™ = By+(87)? € F,. Assim,
como S + a(By)™' # v+ ay™!, para o contrario 3 = 1 ou 3 = ay~2. Portanto, gi(z,a)

nao é um polindémio de permutacao. O

Exemplo 5.30. Pelo Teorema 5.29, como mdc(5,48) = 1, temos que gs(x,2) = x° +4x +

6z € um polinomio de permutacao de Fr.

Exemplo 5.31. O polinomio de Dickson g4(z,1) = x* + 2? ndo é um polinémio de
permutacao de Fs. De fato, mdc(4,24) # 1 e, ainda, g4(0,1) = g4(2,1) = 0, donde a

funcao polinomial nao € injetora.

Observacao 5.32. Uma questdo interessante dos polinomios de Dickson € que eles gene-
ralizam os polinémios do tipo z*. De fato, gi(x,0) = z*, que é, pelo Teorema 5.17, um
polinémio de permutagao de F, se e somente se mde(k,q—1) = 1. Por outro lado, se a # 0,

entio gx(x,a) é um polinémio de permutagio de F, se e somente se mde(k,q* — 1) = 1.

Lema 5.33. O polinomio de Dickson gx(z,a),a € R, satisfaz a sequinte propriedade:
gk@(xu a) = gk(g€<x? a)v aé)'

Demonstracao. Seja r =1y + 5> entao

gre(,a) = y** + <a> ’ = 9k (yg + <Z>Z , GZ) = gr(ge(z, a), a’).

Y

]

Lema 5.34. Sejam a # 0 e gp(z,a) um polinomio de Dickson que é um polinomio de
permutacio em F,. Entdo, a derivada g)(z,a) nao se anula em F, se e somente se
mde(k,q) = 1.

Demonstra¢io. Comegamos supondo mde(k,q) = 1 e k > 1. Seja x = y + a/y, onde
y € F». Entao:
Ry — ab)

91y +a/y,a) = SR —a) (5.14)
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2k ak

Basta entao provar que nao tem raizes em F2. Seja h(y) = y?* — a*. Se existe

y*—a
uma raiz de h(y), como h'(y) = 2ky?*~!, vamos provar que essa raiz ¢ simples e também
satisfaz y? — a = 0. Se ¢ é impar, mdc(h'(y), h(y)) = 1, donde h(y) s6 tem raizes simples.
O mesmo ocorre com y* — a. Como gi(r,a) é um polindmio de permutacao, segue do

Teorema 5.29 que mdc(k,¢? — 1) = 1, donde y* permuta F, pelo Teorema 5.17. Isso
2% _ k
—a

significa que se 8?* = a¥, entdo B2 = a, ou seja, B é raiz de ———. Agora, se ¢ ¢ par,
¥ —a

2
y?* — b _ <yk _6k>
y* —a y—=58) "

onde 32 = a. Como mdc(k,q? — 1) = 1, a tnica raiz de t(y) = y* — % é y = 3, que é uma

temos

raiz simples pois t'(y) = ky*~1.

Por outro lado, se mdc(k,q) # 1, segue de (5.14) que g;(z,a) é zero em todo

elemento de IF,. O

Usando o Teorema 5.14 e o Lema 5.34, temos o seguinte resultado

Teorema 5.35. Sejam p, ..., p, primos distintos, m > 1 com fatorag¢io m = p'ps? ... p<
ea # 0 tal que mde(a,m) = 1. O polinémio gi(x,a) é um polindmio de permutag¢ao médulo

m se e somente se mdc(k,ps " (p? — 1)) = 1 para todos i =1,...,7.

5.4.1 Aplicagoes em criptografia

Nessa subsecao, apresentamos aplicacoes dos polindmios de Dickson como extensao

de protocolos estabelecidos da criptografia RSA. Para isso, utilizamos a referéncia [6].

A criptologia é a ciéncia das comunicagoes seguras, tendo como areas a criptografia
e a criptoandlise: criptografia esta preocupada, principalmente, em projetar criptossistemas

e cifras; equanto a criptanalise preocupa-se com ataques e quebra de cifras.

O criptossistema de chave publica mais conhecido é a criptografia RSA devido a
Ronald Rivest, Adi Shamir e Leonard Adleman. Aqui, A quer enviar a B uma mensagem
m € Z, através de um canal de comunicagao inseguro. O modulo n é conhecido publi-
camente e é o produto de dois primos grandes p e ¢, que sao mantidos em segredo. O
expoente de codificagdo ep de B é conhecido publicamente e satisfaz mdc(ep, ¢(n)) = 1,
onde ¢ denota a fungao de Euler. A codifica a mensagem calculando ¢ = m®5 (mod n) e
envia isto para B. B conhece os fatores primos p e ¢ de n, entdo é capaz de encontrar
¢(n) e resolver a congruéncia linear egdp =1 (mod ¢(n)) para dg, que é o expoente de

decodificacao de B. Entao, B obtém a mensagem usando dg, ja que

9B = (m)"% =m (mod n).

C
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Exponenciacdo em RSA pode ser interpretada como aplicando a fun¢dao polinomial

poténcia, ou simplemente funcao poténcia,
r+— 2% (mod n).

Quando considerada como uma funcao de Z,, ou de IF,,, temos que

(i) Valores de x* para z € Z,, ou z € F, podem ser facilmente calculados.

(77) As fungGes poténcias sao fechadas em relagao a composicao:

ITOZL’S:ITSZCL’ST:[ESOJZT,
isto é, o conjunto {x — .xk]k € N} é um semigrupo comutativo com a operagao de

composi¢ao de fungoes.

(iii) Pelo Teorema 5.17, a fungdo  — 2* é um polindmio de permutacio de F, se e

somente se mdc(k,q — 1) = 1. Portanto, o semigrupo comutativo
{z+— 2*|k € N, mdc(k,q—1) =1}

é um grupo comutativo com a operacdo de composicdo. Similarmente, x — ¥ é
uma permutagao de Z, se e somente se mdc(k, ¢(n)) = 1. A permutagao inversa é

definida pela fun¢ao x +— 2™ onde km =1 (mod ¢(n)).

Vimos na se¢ao 5.4, que os polindmios de Dickson generalizam algumas propriedades

de z*. Assim, podemos generalizar o sistema RSA usando tais polinomios. Pelo Teorema
T

5.35,sen=[[pf,a=1ev(n)= mme{p ' (p? —1)} paratodo 1 = 1,...,r, entdo gi(z,a)
i=1
induz uma permutacao de Z, se e somente se mdc(k,v(n)) = 1. A permutacao inversa,

nesse caso, ¢ induzida por gy(z,a) onde k¢ =1 (mod v(n)). Notamos que, com a teoria
existente, os modulos v(n) s6 podem ser calculados se a fatoragao de n for conhecida, donde
a Unica forma viavel conhecida de encontrar o inverso de uma permutacao de Dickson
modulo v(n) é encontrar a fatoragdo de n. Se os fatores primos de n sdo suficientemente

0100

grandes, digamos maiores que 10", essa tarefa é computacionalmente inviavel.

Exemplo 5.36 (Criptossistema de Dickson). Seja a =1 ou —1 em Z,,. Se A quer enviar
uma mensagem m para B, A usa a chave publica de codificacio eg de B, com a propriedade
mdc(eg,v(n)) =1, e calcula ¢ = g.,(m,a) (mod n). Para decifrar ¢, B calcula a chave de
decodificagio dp através da congruéncia linear egdp =1 (mod v(n)) e encontra gq,(c, a)

(mod n) que é a mensagem m, pois pelo Lema 5.33

9d (@) = iy (Gep (M ), 0) = Gager, (M, @) = gi(m,a) =m  (mod n).
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Observemos que para n = pips, com p; € py primos, podemos tomar v(n)* =
(p? — 1)(p2 — 1) em vez de v(n) como um médulo para encontrar dg e, nesse caso, o
criptossistema Dickson é muito similar a criptografia RSA. Para a = 0 e n = p;ps, obtemos

a criptografia RSA.

RSA é uma das poucas criptografias de chave ptblica que permite o uso de assinatura
digital, isto é: o utilizador que possua uma chave privada d podera assinar uma dada
mensagem para dar certeza ao destinatario de que foi enviada pelo remetente correto. Para
isso, o remetente usa s = m? (mod n). Assinatura digital também pode ser estabelecida

quando a fungdo ¥ — 2% em RSA é substituida por # — gi(z,a), com a = £1.

Exemplo 5.37 (Assinatura Digital). Sejam n o produto de primos grandes, e a chave
publica de codificacio de A e da a chave secreta de decodificacio de A. Se A quer enviar
uma mensagem m, A envia gaq,(m,a) (mod n) = s como uma assinatura para B. B
calcula ge,(s,a) = ge,(ga,(m,a),a) =m (mod n) e reconhece que isso foi enviado por A,

ja que apenas A poderia ter conhecimento da chave secreta d4.

Alternativamente, A poderia usar o expoente de codificacao publico eg de B da
sequinte maneira: como antes, A calcula s e envia g.,(s,a) para B. O receptor conhece
a chave secreta dp, recupera s de gay(gey(S,a)) = s (mod n) e usa a chave publica de A

para recuperar m pelo cdlculo de g, (s,a) = ge,(ga,(Mm,a)) =m (mod n) .

Encerramos as aplicagoes com o protocolo de trés passagens. A estrutura de
um protocolo de trés passagens permite que uma parte envie mensagens com seguranca
para uma segunda parte sem precisar trocar ou distribuir chaves de criptografia e recebe
esse nome pois troca trés vezes para autenticar o remetente e o destinatario do primeiro

protocolo. Foi desenvolvido por Adi Shamir por volta de 1980 (veja [12]).

Na formulagao original isso é alcancado usando exponenciacao médulo p, que pode

ser generalizada da forma a seguir.

Exemplo 5.38. Em um algoritmo generalizado do protocolo de trés passagens A que

enviar uma mensagem m € IF,,, p primo, para B. Os sequintes passao sio executados:

i) A escolhe um inteiro a tal que mdc(a,p® —1) = 1, a é mantido em segredo, e envia
q p ; g

Yy = go(m, 1) (mod p) para B.

(ii) B escolhe um inteiro b tal que mde(b,p* — 1) = 1, mantendo b em segredo, e envia

z = g(y,1) (mod p) para A.
(i1i) A calcula o’ de modo que aa’ =1 (mod p* — 1) e envia gu(2,1) (mod p) para B.

(iv) B obtém m (mod p) calculando V' tal que bb' =1 (mod p* — 1) e

gb’(ga/(gb(ga(m7 1)? 1>7 1)7 1) =m (mOd p)'
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5.5 POLINOMIOS DA FORMA a7 h(z(a~1/d)
Nessa secao, apresentamos polinomios de permutagao de F, da forma :Urh(x(q_l)/ d),
onde d é um divisor de (¢ — 1). Esses polindmios foram estudados em [10], [14] e [13].

No que segue, fixamos a seguinte notagao:

e [ig 0 conjunto das d—ésimas raizes da unidade em F;
« (IF7)® o conjunto da s—ésimas poténcias dos elementos de F};

o parad>2 hy(z) =2+ 272+ + 2 +1€F,z]

O seguinte critério, apresentado por Park e Lee em [13] e Zieve em [14] determina

se um polinémio dessa forma induz uma permutacao em F,,.

Lema 5.39. Sejam d,r € Z%, com d|(q — 1), e h € Fy[z]. Fizemos s = 1. Entdo,

f(x) = z"h(x®) é um polinémio de permutagio de F, se e somente se as condigdes a sequir

sdo satisfeitas:
(i) mdc(r,s) =1;
(77) g(x) = z"h(x)® permuta iq.

Demonstracao. Fixado ¢ € ug, entao (* = 1, e assim, temos que
f(Cz) = ¢"a"h(¢Pz®) = ("a"h(z®) = (" f(x).
Portanto, se f permuta F, entdao mdc(r,s) = 1. De fato, suponhamos que f seja um

polinémio de permutagao de Fy e seja mde(r, s) =k, k > 1, entdo existem u,v € Z* tais

que r = uk e s = vk, e portanto,

f(Ca) = ¢ fla) = ¢ fx) = ¢¥ flz) = (¢°) f(z) = 1f(x) = f(2),
o que é uma contradigdo pois f é injetivo, logo mdc(r, s) = 1.

Por outro lado, se mdce(r, s) = 1, entdo os valores de f em F, consistem de todas

as s-ésimas raizes dos valores de
f(.]?)s _ xrsh(xs)s'

Mas, os valores de f(x)® em [F, consistem de f(0)* = 0 e dos valores de g(z) em (F;)".
Portanto, f permuta F, se e somente se g é bijetiva em (F})®. Porém, notamos ainda que
(F7)* = pa, pois note que (IF;)* = {z°|z € F }, temos que pq C (F})® e, além disso, para

todo z° € (F})° temos que

logo (F7)* C pig. O
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A dificuldade de aplicar o Lema 5.39 é a verificacao da condicao (i7). A seguir

temos uma situagao onde isto nao é dificil.

Corolério 5.40. Sejam d,r,n € Z%, com d|(q — 1), e h € Fylz]. Fizemos s = q%dl e

suponhamos que h(C)® = (™ para todo ¢ € uq. Entao, f(x) = x"h(x®) é um polinomio de

permutagao de F, se e somente se mdc(r 4+ n,d) = mdc(r,s) = 1.

Demonstragio. Pelo Lema 5.39, temos que f(x) é um polinémio de permutagao de I, se

e somente se mdc(r, s) = 1 e g(z) = 2"h(x)® permuta ug. Agora, fixado ¢ € g, temos que
9(¢) = ¢"h(C)* =¢'¢" = (" € pg & mde(r +n,d) =1

Assim, o resultado segue pois concluimos que g(x) = a"h(z)® permuta g se e

somente se mde(r 4+ n,d) = 1. O

O Lema 5.39 foi usado por Marcos em [10] para estudar outra classe de polindémios

de permutagao. Apresentamos o resultado a seguir.

Teorema 5.41. Sejam 3 < d < q—1, comd|(¢g—1), e s =(¢—1)/d. Sejam ainda r > 1,
0<k<d-1ebeTF, O polinomio

g(7) = 2" (hq(x®) + ba**) € F[z]

¢ um polinomio de permutagao de F, se e somente se as quatro condigoes sequintes sao

satisfeitas:

(i) b#0ed+b#0 emF,.
(ii) mdc(r,s) = 1.
(iii) mdc(r + ks, d) = 1.
d+0b

(iv) ¢ uma d-ésima poténcia em F,.

Demonstragio. Primeiro, notamos que a condicdo (ii) ¢ a condigao (i) do Lema 5.39.

Ainda, pelo mesmo Lema, o polindmio g(x) é um polinémio de permutacao de F,

se e somente se o polindomio

MNz) = 2" (ha(z) + b2*)*,
permuta pg. Seja w € pg uma d-ésima raiz primitiva da unidade, ou seja, um gerador de
pg = {1, w,w? ... wi

Suponhamos que as quatro condig¢oes sao satisfeitas. Para cada 1 < ¢ < d—1

temos que

)\(wl) _ wir(bwik)s _ bs(wi>r+ks (515)
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Segue entao da condi¢do (ii7) que o niimero de valores assumidos por A(w') com

1 <1< d—1¢éexatamente d — 1. Por outro lado, temos que

A1) = 17(ha(1) + 1%b)* = (d + b)*.

Agora, se A(1) = \(w') para algum 1 < i < d—1, entdo de (5.15) temos a igualdade

d+b ’ 1\r+ks
<b> = (W) Hhs, (5.16)

Pela condicao (iv), o lado esquedo de (5.16) vale 1. Mas, pela condi¢ao (iii), o
lado direito de (5.16) é diferente de 1. Portanto, A(1) # A(w') para todo 1 <7 < d — 1.

Assim, A(z) induz uma permutagdo no conjunto .

Agora devemos mostrar que as quatro condi¢des sdo necessérias para g(z) ser um
polinémio de permutacdo. A condicao (ii) ¢ necessaria pelo Lema 5.39. A condigao (i)
é necessaria pois se b = 0, entao g(w) =0 = ¢(0), e se d+ b =0, entao g(1) = 0 = ¢(0).
Agora, se mde(r + ks, d) =t > 1, entao 1 <1+ j <de Aw) = ANw™t?). Ou seja, A\(z)

nao permuta jg, o que contradiz o Lema 5.39. Sendo assim, a condigao (7ii) é necesséria.

Finalmente, se as trés primeiras condi¢oes sao satisfeitas mas nao é uma

d-ésima poténcia em [F,, temos que

<d:b> =Wl 1<h<d-1.

Seja 1 <i<d—1tal que h =i(ks+r) (mod d). Entao,

d+b\’ 4
( —;_ ) :(wz)kerr’

e, portanto, A(1) = (d + b)* = A(w"). Isto é, A(z) ndo permuta pg. Assim, a condicao (iv)

também é necesséria. O]
Exemplo 5.42. Sejam d =6,b= -2,k =0 er =1. Entdo o polinémio
g(x) = 2(a®® + 22 + 2% + 2% +2° — 1) € Fp[a]

¢ um polinomio de permutacdo de Fi9. De fato, claramente as trés primeiras condi¢oes

. . , . d+b 6-2 ,
do Teorema 5.41 sao satisfeitas e, além disso, = = —2 =17 (mod 19) que é
uma quarta poténcia em Fig pois 5* = 17 (mod 19).

Notamos que no Teorema 5.41 foi exigido que 3 < d < ¢ — 1. Se d = 2, as quatro
condigoes do Teorema 5.41 sdo suficientes para g(x) ser um polinémio de permutagao de

[F,, mas nao sao necessarias. O seguinte resultado mostra este fato.
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Proposicao 5.43. Seja ¢ =3 (mod 4). O polinémio
g(z) = 23 (@'Y £ 1 4+ b) € Fyz]

¢ um polindmio de permutagio se e somente se (14 b)? — 1 nao é um quadrado em F,, ou
2+0b

seja, se e somente se nao € um quadrado em F,.

Demonstragio. Pelo Lema 5.39, g(z) é um polinémio de permutacdo se e somente se

(¢) mde(2, (¢ —1)/2) = 1;

(43) 22(z + 1+ b)91/2 permuta py = {£1}.
Temos que z%(x + 1 + b)@~Y/2 pemuta py = £1 se e somente se
{(2 4 b)la=D/2 pla=b/2y — (41}
e assim,
(24 0) a7 V/2pa D2 = 1 o 204+ 0)V2 = 1 (1+b)2—-1)0D2= 1,

Suponha (1+b)2—1 = 2%, onde z € F,, entdo 277! = (22)@~V/2 = ((1+b)?—1)e-D/d = 1.
Como z € F, entdo 297! = 1, donde temos uma contradigao. Logo, (1 + b)* — 1 ndo é

um quadrado em F,. Além disso, (1 +b)* — 1 ndo é um quadrado em F, se e somente se
(1+0°—1 20+b 240
b? b b

Teorema 5.44. Sejam d,r € Z com d|(q—1) e s = (¢ — 1)/d. Consideramos q = qg’

nao ¢ um quadrado em IF,. n

onde gqo =1 (mod d) e d|m. Seja ainda h € Fy[x]. Entao, f(z) = x"h(z®) € um polinémio

de permutacio de F, se e somente se mdc(r,s) =1 e h ndo tem raizes em .

Demonstracao. Se f ¢ um polindmio de permutagao de F,, pelo Lema 5.39, temos que
mdc(r, s) = 1. Agora, como para todo ¢ € F,, temos que (*~! = 1. Além disso, d|qy — 1,
por hipétese, e assim se ¢ € jug, entdo (¢ = 1. Portanto (©~1 = (% = 1. Logo, se ¢ € pgq
entdo ¢ € Fy,, donde h(¢) € F,,. Como f(0) =0, entao h(¢) # 0, pois f permuta F,.

Por outro lado, suponhamos que mdc(r, s) =1 e h nao possui raizes em py. Como

o =1 (mod d), temos

g6 —1 _ (0—1)(g6 " +a) >+qo+1) dz_:l -
qo— 1 qo— 1 i=0

qf

d
) = 1, temos que mdc(r,q — 1) = 1. De fato, se

Consequentemente, go — 1 divide , que divide s. Como d|(go — 1), segue

qg—1

d

que d divide e como mdc (r,
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—1
mdc(r,q — 1) = n, entdo n divide tanto r quanto (¢ — 1). Mas, como mdc (7’, q y ) =1,
existem a, b tais que
1 Lyt
=ar
d )

qg—1

—1
isto é, d = ard + b(q — 1). Como d divide , entao n divide a , ou seja, n divide

mdc (r, q- ) Dessa forma, n = 1.
-1
Agora, como h({) # 0 para todo ¢ € ug e go — 1 divide a , obtemos
h(o(qfl)/d —1.
Dessa forma, o resultado segue do Corolario 5.40 fazendo n = d. n

5.6 POLINOMIOS RELACIONADOS COM A FUNCAO TRACO

Seja T'r(x) o trago absoluto de F,» em F,, isto é,

n—1

Tr(z) =z + 2" +a* + ...+ 2”
Ao longo desta secdo vamos assumir n > 1 e estudar uma classe de polindmios de
permutagao envolvendo a fungao trago apresentada por Marcos em [10].
Usaremos o seguinte fato para demonstrar o principal resultado desta secao.

Lema 5.45. Sejam L(z) = aox + a1 + - -+ ap_12”" " € F,[x] um polinémio linearizado

eTr(x)=x+ 2P+ 2 42?0 polinomio trago. Entdo para cada o € Fpn, temos
L(Tr(a) =Tr(L(a)) = (ag + a1 + -+ - 4+ an_1)Tr()

7

Demonstragio. Pelas propriedade do trago, temos que (Tr(a))? = Tr(a) para todo
0<i<n-—1. Assim
L(Tr(a)) = aoTr(a)+ ar(Tr(a))? -+ an_1(Tr(a))”"
= ayIr(a)+aTr(a) -+ a,1(Tr(a))
= (ap+ay+ ...+ a,—1)Tr(a).

Por outro lado

Tr(L(a)) = Tr(apa+a1a” + -+ ap_ja" )
= Tr(apa) + Tr(aye?) + -+ Tr(ap_0”" )
= aoTr(a) + aTr(a?) + -+ + an Tr(a” )
= aIr(a)+aTr(a)+ -+ a,1Tr(a)
= (ap+a1+ -+ ap1)Tr(a).

Portanto, segue o resultado. [
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Agora podemos provar o resultado principal.

Teorema 5.46. Seja L(z) = apx+a12°+- - -+an_12?" ' € F,[z] um polinémio linearizado
que permuta Fpn. Sejam h(x) € Fplz],v € Fpn € k =Tr(y) € F,. O polinémio

f(x) = L(z) + vh(Tr(x))
permuta Fpn se e somente se o polinomio
(ap+ay+ -+ ap_1)x + kh(x)

permuta I,

Demonstragio. Suponhamos que o polindémio (ag + aj + - - - + a,—1)x + kh(x) permuta F,,.
Sejam a € Fyn e i = Tr(a) € F,. Entao f(a) = L(a) +vh(i). E claro que f(x) é injetiva
no conjunto

T,={ae€Fpm:Tr(a)=1i}.

Agora, sejam € Fyn e j = Tr(f) € F,. Vamos assumir que f(a) = f(5), isto é

L(a) +yh(i) = L(B) + vh(j)-

Aplicando o trago em ambos os lados da equacao acima, temos
Tr(L(a) +~h(i)) = Tr(L(B) + vh(j))

Tr(L(a)) +Tr(vyh(i)) = Tr(L(B)) + Tr(vh(j))
Tr(L(a)) + h(0)Tr(y) = Tr(L(B)) + h(j)Tr(7)
Tr(L(a)) + kh(i) = Tr(L(B)) + kh())

E, usando o Lema 5.45, obtemos
(ap+ar+ -+ ap_1)Tr(a) + kh(i) = (ap + a1 + - - - + an—1)T7(8) + kh(j)

(a0 +ay+ -+ ap1)i+kh(i) = (ao + a1 + -+ + an_1)j + kh(j).

Por hipétese, temos que i = j uma vez que o polinémio (ag + a; + « - + a,_1)x + kh(x)

permuta F,, e, usando o fato de f(z) ser injetiva no conjunto 7;, concluimos que o = f3.

Para o contrario, suponhamos que f(z) permuta F,n. Se (ap+a1+- - -+an—1)x+kh(z)
nao ¢ injetivo, entao f(x) aplica dois conjuntos 7; e 7; em um conjunto 7, do mesmo tipo,
o que é uma contradigao, pois f(x) é injetiva. Portanto, (ag+ a1 + -+ + an_1)x + kh(x)

deve ser injetivo. O]

Corolario 5.47. Seja h(x) € F,[x]. O polinomio f(x) =z + h(Tr(x)) permuta Fyn se e

somente se o polinomio z+nh(z) permuta IF,,.
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Demonstracao. Temos que
f(@) =2+ h(Tr(z)) = L(z) +vh(Tr(z)),

onde L(z) =z e v = 1. Assim, pelo Teorema 5.20, f(x) permuta F,» se e somente se o
polinémio x 4+ Tr(1)h(z) permuta F,. Como Tr(1) =14 17 4+ --- 4+ 17" = n, segue o

resultado. [

Corolario 5.48. Sejam h(z) € F,[z] e v € Fpn tal que Tr(y) = 0. Entao, o polinémio
f(x) =2 +~yh(Tr(x)) permuta Fpyn.

Demonstragio. Temos que f(z) permuta F,» se e somente se z+0h(z) = = é um polindmio

de permutacao em ), o que é verdade pelo do Teorema 5.15. O

A seguir, introduzimos uma outra classe de polindémios de permutacao semelhante

a que vimos no Teorema 5.46.

Teorema 5.49. Seja L(z) = apx +a 2”4+ -+a, 127" € F,lz] um polinomio linearizado

que permuta Fpn. Sejam h(x) € Fplz],y € Fpn, k =Tr(y) € F, e b € F,. O polinomio
f(@) = bL(x) + h(Tr(x))(L(x) +7)
permuta Fyn se e somente se as duas condigoes sequintes sao vdlidas:
(i) b+ h(i) # 0 para todo i € F,,.
(i1) O polinomio g(z) = (b+ h(x))(ao + a1 + - - -+ ap—1)x + h(x)k permuta F,.

Demonstra¢ao. Comegamos supondo que duas condigoes sao véilidas. Sejam a € F,n e
i =Tr(a) € F,. Entao

fl@) =bL(a) + h(i)(L(a) +7) = (b+ h(i))L(a) + h(i)y.
Pela primeira condigdo, vemos que f(z) é injetiva no conjunto
T; = {a € Fpn : Tr(a) = i}.
Agora, sejam 8 € Fyn e j = Tr(8) € F,. Supondo que f(a) = f(8), temos que
(b+ h(i)) L(e) + h(i)y = (b+ h(j))L(B) + h(j)7-
Aplicando o trago em ambos os lados da equagao obtemos
Tr((b+ h(i)) L(e) + h(i)y) = Tr((b+ h(5))L(B) + h(j)7)

Tr((b+ h(i))L(c)) + Tr(h(i)y) = Tr((b+ h(5))L(B)) + Tr(h(j)7)
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(b4 h(i))Tr(L(e)) + h(i)Tr(y) = (b+ h(j))Tr(L(B)) + h(j)Tr(y)
(b+ h(i))Tr(L(a)) + h(i)k = (b+ h(j))Tr(L(8)) + h(j)k.
E aplicando o Lema 5.45, obtemos
b+ h(1))(ag+ar+ -+ ap1)i+h(i)k=(b+h(j))(a+a+-+a,1)j+ h())k

Da segunda condigao, temos que i = j e, como f(x) é injetiva em T;, « = . Para o
contrario, notamos que o polinémio f(z) leva cada conjunto T; bijetivamente em um

conjunto T, do mesmo tipo. O

O corolario a seguir é um caso particular do Teorema 5.49, no qual consideramos
b=0,v=0e L(z) = z.

Corolario 5.50. Seja h(x) € F,[z]. O polinomio f(x) = xh(Tr(z)) permuta Fyn se e
somente se as duas condicoes sequintes sao satisfeitas:
(i) h(i) # 0.

(it) O polinémio g(x) = xh(x) permuta F,.

O seguinte exemplo ilustra o Corolario 5.50.

Exemplo 5.51. Seja p = £2 (mod 5). Seja h(z) = x* — 52® + bz € F,[z]. Entdo, o
polinomio

zh(z) = 2° — 52® + 5x = g5(w, 1),
¢ um polinomio de Dickson. Pelo Teorema 5.29, seque que xh(x) é um polinémio de
permutagdo se e somente se mdc(5,p* — 1) = 1. Dessa forma, esse polindmio permuta F,

para todo primo p = £2 (mod 5). Portanto, o polindmio
f(z) = 2(Tr(x)* = 5Tr(z)° + 5)

permuta IFs.
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