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Propomos, como parte do estudo introdutério de Mecanica Quéntica na graduagdo, o uso do método
de Chhajlany e Malnev (MCM) para obtengao de solugdes aproximadas semi-analiticas da equacao de
Schroédinger unidimensional (autovalores e autofungoes de energia), como uma alternativa a métodos
perturbativos (que trazem questdes de convergéncia de séries infinitas), a métodos como o WKB (de
cardter semi-cldssico, e nao totalmente quintico), e a métodos como o de diferengas finitas (puramente
numéricos), no estudo de potenciais polinomiais de poténcias pares. Potenciais polinomiais surgem, por
exemplo, como potenciais efetivos no estudo de oscilagdes em torno de minimos locais de um dado
potencial. Neste trabalho, desenvolvemos em detalhe o MCM para o osciladores quénticos harménico e
anarmonico quartico, utilizando um cédigo Fortran que implementa o método, nestes casos. Pré-requisitos
para a compreensdo do MCM sao a familiaridade com a Equagdo de Schrédinger, bem como ferramentas
basicas do calculo integro-diferencial e dlgebra linear.

Palavras-chave: quantizacdo de sistemas hamiltonianos, método de Chhajlany e Malnev, oscilador
harmonico quéntico, oscilador quértico quantico..

We propose, as part of the introductory study of Quantum Mechanics at undergraduate level, to
employ the Chhajlany and Malnev method (MCM) for obtaining approximate semi-analytical solutions
of the unidimensional Schrédinger equation (energy eigenvalues and eigenfunctions), as an alternative to
perturbative methods (which bring issues of convergence of infinite series), to methods like WKB (of semi-
classical character, and not completely quantum), and to methods such as the finite difference method
(purely numerical), for the study of polynomial potentials with even powers. Polynomial potentials
appear, for instance, as effective potentials in the study of oscillations about local minima of a given
potential. In the present work, we develop in detail the MCM for the harmonic and quartic anharmonic
quantum oscillators, using a Fortran code that implements that method, for those cases. Pre-requisites
for understanding the MCM are the familiarity with Schrédinger equation, as well as with basic tools of
integral-differential calculus and linear algebra.
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1. Introducao

A equacdo de Schrodinger é ponto fundamental
em um curso de introduc¢do a Mecanica Quéantica
na graduacao, tanto para a compreensao concei-
tual desta disciplina quanto para a capacitacao
do aluno no uso efetivo da teoria quantica. Para
obterem-se solucdes fisicamente razoaveis desta
equacao de uma particula, sdo explorados e exem-
plificados métodos de solugao através de um elenco
de potenciais (e.g., potencial constante, a bar-
reira de potencial, o poco de potencial, o osci-
lador harménico e o atomo de hidrogénio) con-
comitantemente a introducgdo de diversos concei-
tos para a solugdo sob estes potenciais (e.g., se-
paracao de varidveis, onda plana, principio de super-
posicao, limites assintoticos, continuidade da fungao
de onda e suas consequéncias, coeficientes de trans-
missao e reflexdo, a quantizacdo propriamente dita
de grandezas fisicas em decorréncia das condi¢oes
de contorno, e o operador momentum angular)
[1-4]. Para os potenciais mais simples introduzem-se
métodos analiticos de solugdo, visando a obtencao
de resultados exatos. Para os casos em que isto nao
é possivel estudam-se métodos aproximados tradici-
onais como a teoria da perturbagao [2] e o método
WKB [4]. (Geralmente a aplicagdo de métodos pura-
mente numéricos como o de diferencas finitas [5] ndo
fazem parte do escopo desta disciplina introdutéria.)

No presente trabalho sugerimos o aprendizado,
no contexto de um curso de graduagao ou atividade
de iniciacao cientifica, do método semi-analitico de
Chhajlany e Malnev (MCM) [6], que se aplica a
potenciais V(z) polinomiais com poténcias pares
de z, para sistemas com dominio em z € (—00, 00)
(reta real) ou x € [0,00) (semi-reta, apropriado a
potenciais radiais). Potenciais polinomiais surgem,
por exemplo, no estudo de oscilagdes em torno de
um ponto de minimo do potencial, aproximado via
série de Taylor, o que revisaremos na se¢ao |2} Na
reta real, o termo assintoticamente dominante (i.e.,
de poténcia mais alta) deve possui poténcia par e
coeficiente positivo, para que xggloo Viz)=+occe
o espectro de energia do sistema seja limitado in-
feriormente (em outras palavras, para que exista
um estado fundamental). A restricdo do método
a potenciais com poténcias exclusivamente pares
limita-o a potenciais simétricos em torno do ponto
de minimo (assimetrias seriam introduzidas pelas
poténcias impares). O método é descrito em deta-

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 39, n® 1, 1308, 2017

Sobre o método semi-analitico de Chhajlany e Malnev...

lhes na secao (3|, para o potencial quartico da forma
V(z) = a 22 + b 2! na semi-reta. Alguns dos auto-
res do presente trabalho abordaram este potencial
via MCM, em um estudo de Cosmologia [7].

Uma vantagem da utilizacdo deste método reside
no emprego de autofungoes de energia manifesta-
mente normalizdveis — um polinémio multiplicado
por uma exponencial de um outro polinémio par
que tenda a —oo nos limites assintéticos, fazendo
com o que a autofuncio tenda assintoticamente a
zero — evitando as divergéncias do método per-
turbativo [6,8] e sutilezas no tratamento de uma
série infinita [9] que ndo caberiam em um curso in-
trodutério. A forma das autofun¢ées aproximadas
deste método facilita o calculo de valores espera-
dos de grandezas fisicas do sistema. Ele também
permite um tratamento totalmente quantico, e nao
semi-classico como o WKB.

Para um eficiente acompanhamento do método
pelo aluno, recomenda-se a familiaridade com a
equacdo de Scrhodinger, e com as ferramentas
béasicas do célculo diferencial e algebra linear (em
especial o do célculo de autovalores e autovetores
de matrizes de dimenséo finita).

O presente trabalho é organizado da seguinte ma-
neira. Na secdo [2] faremos uma rapida revisdo de
oscilagbes harmonicas e anarmonicas classicas. Na
secao apresentamos o MCM em detalhes. Na
se¢ao [ exemplificamos este método com dois oscila-
dores quanticos (harménico e quartico) na semi-reta,
comparando-os com resultados analiticos exatos (no
caso harmonico) e resultados obtidos por dois outros
métodos, o de diferencas finitas [5] e o espectral de
Galerkin [10] (no caso quértico). A secao [5| apre-
senta nossas conclusoes. O apéndice A descreve o
programa Fortran CHHAJLANY.FOR que utilizamos
em nossos exemplo, cujo cdédigo fonte se encontra
no apéndice B.

2. Oscilagoes Harmonicas e Anarmonicas

Uma situagao fisica importante discutida nos cursos
de Mecéanica Classica e Quantica sao oscilagoes de
uma particula em torno de um ponto de equilibrio
classico xg, o que corresponde a um minimo local
do potencial V(z). Considere a situagao exemplifi-
cada na Figl[l] Classicamente, uma particula com
uma certa energia mecanica F, em uma vizinhanca
suficientemente pequena em torno de um ponto de
minimo do potencial ficard confinada a esta regiao,
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entre os dois pontos de retorno A e B (nos quais
a energia cinética é nula, logo E = V(z)). A for¢a
dV (z)

resultante sobre esta particula é F' = — ; por-
tanto ela é positiva em A (a derivada do pl;)tencial
aqui é negativa, entdo a forca neste ponto também
é positiva) e negativa em B (a derivada aqui é posi-
tiva, portanto a forca é negativa), fazendo com que
a particula sempre retorne em direcdo ao ponto de

dV

minimo. Neste ponto temos — = (; portanto,
dx T=x0

nas vizinhancas deste, a expansao em série de Taylor

do potencial é da forma

V(z) ~ Vp+ Valz — x0)?
+ Vi@ —20)*+ O ((&—20)"), (1)

V(x)

A\

Figura 1: Regido de oscilagdo classica em torno de um

minimo do potencial V(z). Nos pontos A e B a energia
mecanica E da particula é igual a energia potencial V(z), e
consequentemente a sua energia cinética é nula. Além disso,
a forca resultante sobre a particula é F' = —%; em A esta
derivada é negativa, logo esta forca é orientada positiva-
mente, enquanto que em B a derivada é positiva, portanto
a forca é orientada negativamente. Deste modo, ao alcancar
qualquer um destes pontos, denominados pontos de retorno,
a particula retornard em direcdo ao ponto de equilibrio,
permanecendo perpetuamente na regido entre A e B. As
chamadas oscilagdes harmonicas ocorrem quando a ener-
gia mecanica F for suficientemente préxima do minimo do
potencial, de tal modo que na regido de oscilagdo [z 4,2 5]
seja pequena o suficiente para que aproximemos o potencial
como uma fun¢do quadratica de (x — (), equivalente a
func3o potencial do oscilador harménico. Caso contrério,

teremos oscilacGes ditas anarmoénicas.

e1308-3

k

em que Vo =V(xg), Vi = % %
r=x0
{1,2,3,...}, e O ((ac — x0)4) indica termos em
poténcias iguais ou superiores a 4 da distancia x — xg
ao ponto de equilibrio. O termo na derivada de pri-
meira ordem ¢é nulo, (V3 = 0). A forca resultante
sobre esta particula é

, para k €

F(z) ~ —2Vi(x—x)
— 3Ws(z —20)*+ O ((x - w0)3) . (2)

Para a descricdo do comportamento dindmico da
particula, o termo constante V da expansdo nao
é relevante, pois sua derivada é nula e assim nao
contribui para a forca sobre a particula. No que
segue, faremos Vy = 0, o que equivale a redefinirmos
o potencial como V(x) — V(z) — Vj e portanto sem
perda de generalidade.

Se (x — xp) for suficientemente pequeno para que
possamos consideramos a expansao do potencial
somente até 2a ordem,

Vaa = 20)* + O ((z — 20)?) . (3)

teremos um potencial do tipo do oscilador
harménico, gerando uma forga restauradora de Ho-
oke da forma

Viz) =~

F(z) ~ =2Va(x—20)+0 ((z - 20)?). (4)

proporcional ao deslocamento em relacao ao ponto
de equilibrio E Esta situacao aproximada é deno-
minada regime de oscilacoes harmonicas. No caso
em que (x — zp) nao seja tao pequeno e que tenha-
mos que considerar termos de ordens superiores ao
quadratico na expansao , estaremos no regime de
oscilacoes anarmonicas.
A equagao de Schrodinger [143,44|11413]

n o2 0
<_2m8:c2 + V(x)) U(z,t) = za\l’(iﬂat)a (5)

governa a evolucdo temporal da funcdo de onda
complexa U(z,t), representativa do estado de uma
particula quantica unidimensional de massa m sob a
acao de um potencial V(x) continuo por partes (sis-
tema conservativo), em um certo intervalo de tempo
(ta,tp) sem medicoes do sistema. Juntamente com a
equacgao de Schrodinger independente do tempo

2 72
<_2F;“Z:2 + V(a:)) Y(x) = E(x), (6)

'Podemos definir uma constante eldstica efetiva k tal que k = 2 Va.
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forma o ponto-chave de um curso introdutério a
Mecéanica Quantica EL para os objetivos de compre-
ensdo e aplicacdo da teoria quantica que se almejam
nesta disciplina.

Conhecer uma variedade de métodos para abor-
dar esta equacao ¢é de grande valor para capacitar o
aluno a prever, dado um certo potencial V'(z), o com-
portamento quantico de uma particula. O caso de
oscilagoes harmonicas pode ser resolvido exatamente
e suas solugoes sao bem conhecidas [1,|3},4}/11-H13],
sendo este sistema comumente abordado nos cur-
sos de graduagdo. J& o caso anarménico nao possui
solugdo exata, e é uma oportunidade para o apren-
dizado de métodos aproximados como a teoria da
perturbacao e o método WKB, também comumente
abordados. Neste artigo, propomos o estudo de um
certo tipo de potencial anarmonico através do MCM.
que discutimos na secao [3

3. O Método de Chhajlany e Malnev

3.1. O tipo de potencial em questao.

O método de Chhajlany e Malnev (MCM) [6] aplica-
se a potenciais polinomiais pares,

M
V()= paa®, (7)
n=1

em que x € R, M € N, p, € Rparan € {1,2,...,
M}, epy > 0. (O termo de ordem mais alta deve ter
o coeficiente positivo, para que o espectro de energia
do sistema seja limitado inferiormente.) Define-se
um potencial auxiliar

Uz) = V(x) + & 22M+) (8)

em que ¢ é uma variavel auxiliar real e positiva. O
potencial auxiliar, também um polinémio par, re-
sulta portanto do acréscimo do termo nao-negativo
¢ 2M+1) a0 potencial original, aumentando-se o
grau do polinémio em duas unidades.

3.2. O potencial considerado neste artigo.

Consideraremos neste artigo wum oscilador
anarmonico com potencial quartico
2 4
V(z) = az” + bx", 9)

Sobre o método semi-analitico de Chhajlany e Malnev...

em que a e b sdo pardametros dados do sistema, tal
que b > 0. O potencial auxiliar é da forma
U(z) = ax? 4 br* 4 22, (10)

de tal modo que a equagdo de Schréodinger indepen-
dente do tempo assume a forma

d2
mn(w) + (6 — az? — bat — 02:1:6) n(xz) =0. (11)

3.3. Ansatz de solucgio.

Em geral, desejam-se solugbes normalizaveis. Para
tanto, buscam-se solug¢bes aproximadas continuas
da forma

n(x) = v(z) e i (12)

em que v(z) é uma funcdo polinomial (sem paridade
definida, a principio), e v > 0 uma nova variavel
auxiliar, em principio independente de c. Os fatores
1/2 e 1/4 no expoente sao convenientes para a sim-
plicidade das expressoes que seguirdo. Observe que
este ansatz garante que

lim n(x) =0,

r—+o0

(13)

e portanto estas solucbes sdo normalizdveis em

(—00, 00). Substituindo em (11)) temos:

d*v(z) dv(z)
da? dx
+ (’yz —a— 30) 2% 4+ (2¢y — b)a:4] v(x) =0. (14)

— 2(ca® + ) + [6—7

As raizes da parte polinomial da solugao (12) cor-
responderao aos nodos aproximados das autofuncao
de energia.

Uma escolha simplificadora para v é

b
= — 1
V= S (15)
que reduz (14)) a
d*v(x) 3 dv(z)
i 2(ca” + yx) I + [e —
+ (72 —a— 36) xﬂv(az) =0. (16)

2 Analogamente, nas disciplinas de Mecanica cléssica, a 2a Lei de Newton, que governa a dinimica de uma particula unidimen-
sional, é a base para a modelagem de situagdes mais complexas, envolvendo maiores dimensoes e conjuntos de particulas.
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3.4. Solugodes polinomiais para v(z) e
relagoes de recorréncia entre
coeficientes

Escrevamos v(z) como uma série infinita (a
principio) de poténcias inteiras,

(17)

[eS)

n

=Y D
n=0

em que os coeficientes D,, sdo constantes a serem
determinadas. Substituindo ((17)) em ([16)), obtemos

Z n(n—1)D "2

n=2
[e.e]

+ Z (—2an x —2vynDypx )
n=1

(18)

+ i (72 —a— 3c> Dyz"t% = 0.
n=0

O termo de menor poténcia comum a todos os so-
matérios em é o termo ciibico. Extraindo os
termos de ordem zero, lineares e quadraticos de cada
somatoério, obtemos

o0
2Dy + 6Dsx + 12D42° + Y n(n — 1)Dypa” >
n=>5
o0
—2c Z nDpax™ % — 2yDyx — 4yDya?
n=1

oo
—2v Z nDpx"™ + (e —v)Do + (e — v) D1z

n=3
+(e — ) Doz + (e — v ZDnm +

+(’y2—a—3c)D0:c + (’y —a—3c)
[e.e]
X Y Dpa"t? = (19)
n=1
o0
Em cada somatério da forma Z F(n) na expressao
n=ox
acima, redefinimos o indice como m = n — «, rees-
o0

crevendo o somatério como E F(m + «). Deste
m=0
modo, conseguimos reescrever todos os somatoérios

em um mesmo Indice m com um mesmo valor
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minimo para este indice (zero, no caso). Apds cole-
tarmos os termos de mesma poténcia em z, obtemos

[2D2 + (€ = ) Do] + [6D3 + (e — 37)D1] =
+ [12D4 +(e=5y)Dy+ (y* —a — SC)DO] z?

-1—2 { (m+5)(m+4)Dp+s

+ [72 —a—c(2m + 5)] Dm+1}$m+3 = 0. (20)

Para que a série no lado esquerdo de seja iden-
ticamente nula (i.e., nula para todo z) todos os seus
coeficientes devem ser nulos. Obtemos entao o se-
guinte sistema algébrico de equagdes de recorréncia
para os coeficientes Dy, de v(z):

Ordem 0, 2Dy + (e —v) Dy = 0;

Ordem 1, 6D3+ (e — 3y)D; = 0;

Ordem k, tal que k& > 2,
(k + 2)(k + 1)Dk+2 + [6 — 'y(2k + 1)] Dk
+ [ —a—c(@k—1)| Dy» =0.

(21)
A ultima equacéo do sistema foi obtida fazendo-
se m =k — 3 no somatoério em . A condicao
m > 0 deste somatério traduzir-se-ia entdo como
k > 3, mas podemos incorporar a esta equacao o
caso de ordem 2 fazendo k > 2.(Na verdade, po-
demos incorporar também as equacoes de ordem
zero e de primeira ordem nesta tinica equacdo de
recorréncia; basta estabelecermos que Dy = 0, se
k <0).
Podemos obter solugdes (aproximadas) com v(x)
polinomial ao truncarmos a série em um certo
grau {2 — o que equivale a impormos

DQ#O [§]

Observe ainda que as relagdes de recorréncia
mantém os coeficientes com indices pares indepen-
dentes dos coeficientes com indices impares.

Se Q for par, v(z) serd um polinémio par,

v(:z:):DU+D2x2+D4x4+---+DQxQ,

Dy, =0, parak > Q. (22)

(23)

Q
com Npar(Q2) = 3 + 1 coeficientes { Do, D2, Dy, . . .,

Dq}. As equagoes relevantes aqui sdo aquelas ob-
tidas de que envolvem estes coeficientes; por-
tanto, todas aquelas equacdes de ordem par tal que
E<Q+42.
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Por outro lado, se Q for impar, v(z) serd um
polinémio impar,

v(z) = Dy x+ D3 2® + D5 2° 4+ --- + Dq 2%, (24)

com Nipypar(2) = % (2 4 1) coeficientes { D1, D3,
Ds,...,Dq}. As equagoes relevantes aqui sdo aque-
las obtidas de (21])) que envolvem estes coeficientes;
portanto, todas aquelas equagbes de ordem impar
tal que k < Q4+ 2.

Portanto, o niimero de coeficientes do polinémio
v(x), de acordo com o seu grau €2, serd dado por

Q
Npar() = 3 + 1, se  for par;
N() =
1
Nimpar(e) = 5 (Q+1), se Q for impar.
(25)
Este é o niimero de variaveis envolvidas no problema
de determinarmos v(z).

3.5. Determinacao de c e 7.

Qualquer que seja a paridade de 2, a equacao de (21))
correspondente a k = () + 2, levando-se em conta a
condi¢do de truncamento , nao fixa Dq, mas
estabelece uma nova restricao a -,

[72—(1—(:(294-3)}179:0

— P —a—-c(20+3)=0 (26)

que, combinada com de modo a eliminar -,
nos leva a uma equacao polinomial ctbica para a
variavel auxiliar ¢, em termos dos parametros a,b e
do grau de truncamento ).

4(2Q+ 3) ¢ + dac® — bv* = 0. (27)

O valor de ¢ obtido deve ser real e positivo para
que a solugao seja normalizavel. (O valor de
~v é determinado a partir do valor de ¢ por , e
ele também seré positivo se ¢ o for, pois b > 0 por
hipétese.) Podemos deduzir que sempre havera uma
raiz real e positiva colocando esta equacio na forma

4a 9 b?

20+3)°¢ 1ea+ss)

3
¢+ 28
: (25)
Uma das relagdes de Girard |14], que relacionam os
coeficientes de uma equacio polinomial com as suas

raizes, estabelece que o produto das raizes de (28]
2

deve ser igual a 1 sendo portanto uma

(22 +3)’
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quantidade positiva. Os coeficientes de sao re-
ais; logo, ou todas as suas raizes sio reais, ou entao
temos uma raiz real e duas raizes complexas conjuga-
das, ndao havendo possibilidade de haver trés raizes
complexas. Se todas as raizes forem reais, o produto
delas s6 sera positivo se nao houver nenhuma raiz
nula e houver trés raizes positivas ou entao uma
raiz positiva e duas negativas. Se houver, por outro
lado, duas raizes complexas conjugadas, o produto
delas é sempre positivo, entao a raiz real restante
devera ser positiva. No caso de haver mais de uma
raiz positiva, considera-se a de menor valor, de tal
modo que o potencial auxiliar U (z) seja 0 mais
proximo possivel do potencial original V' (x) @D; esta
raiz diminui monotonicamente, & medida em que 2
cresce [15]. Como consequéncia, U(z) — V(zx), ou
seja, o espectro de solugdes relacionado a U(x) se
aproxima cada vez mais do espectro de solucées para
V(x).

Na soluc¢ao do problema para um certo grau de
truncamento €2, portanto, utilizaremos as equagoes
até k < Q — 2, tendo k sempre a mesma pari-
dade de €2, e além disso utilizaremos a equagao ,
o que corresponde a k = ) em .

3.6. Obtendo autovalores e autofuncgoes de
energia.

Vamos a seguir mostrar, a guisa de exemplo, como
determinar os autovalores e autovetores de energia
aproximados do sistema, para dois valores do grau
de truncamento, 2 =2e Q2 =7.

Considere primeiramente ) = 2. Estamos por-
tanto considerando solugbes da forma , com
um polinémio par v(x) de segundo grau, da forma

v(z) = Do+ Dy 22, (29)

de acordo com . De (21) e (22) para Q=2
obtemos um sistema de equacoes lineares para as

variaveis { Do, D2},

2Dy + (e —v)Do =0

(ordem 0), (30)
(e —5Y)Da + (v* —a —3¢)Dy = 0
(ordem 2), (31)
e também , que fornece
28 2 +4a c* —b* = 0. (32)
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O sistema formado por e pode ser expresso

matricialmente como

€~ 2 Do\ _
<72—a—30 6—57><D2>_0' (33)

Temos uma matriz de coeficientes de dimensao
N(2) x N(2) = 2 x 2, Para que este sistema ad-
mita solugdes nao-triviais (i.e., outras solugdes além
de Dy = D9 = 0), a matriz dos coeficientes deve ter
determinante nulo,

€—7y 2

v —a—3c e€—5y =0 (34)

Esta é uma equagao polinomial de segundo grau
para €.

Dados valores para {a,b}, determinamos c e
através de e , respectivamente. Consi-
dere o potencial emzreERcoma=1eb=1,
por exemplo; obtemos ¢ = 0.2879313419735601 e
v = 1.736525091616854. Resolvemos entao para
€, determinando os autovalores de energia do sistema.
Obtemos os autovalores ey = 1.419386847997858 e
€1 = 8.999763701703262. Substituimos entdo cada
€ obtido no sistema matricial e entao deter-
minamos a relacao entre Dy e Do a partir da pri-
meira linha da matriz, por exemplo. (A segunda
linha é linearmente dependente da primeira, dado
que o determinante do sistema é nulo.) Para € = ¢
obtemos Do = 0.1585691218094980 Dy; portanto, a
autofuncao correspondente a este autovalor é, de
acordo com o ansatz ,

mo(z) = DY (1 + 0.1585691218094980 22)

el308-7

Para ¢ = €1 obtemos Dy = —3.631619305043204 Dy;
portanto, a autofuncao correspondente a este auto-
valor é

m(z) = DY (1 — 3.631619305043204 2)
« o—0-07198283549339002 2 —0.8682625458084270 22 (36)
Os superindices ™ ¢ @ foram acrescentados apenas
para distinguir as constantes arbitrarias remanes-
centes, em cada caso. Estas constantes serao deter-
minadas pela condi¢do de normalizacao da solugdo,

o0 o0 c. .4 2
/ dx n(x)* = / dx e 2% 7% y(z)? = 1.
—0o0 — 0o
(37)
(O intervalo de integracdo, mno caso, é
x € (—00, +00); se estivéssemos lidando com um pro-
blema na semi-reta, seria x € [0,400).) Aplicando
esta condigdo, obtemos DS = 0.8401401848348102

e D) = 0.6937218650838422.

Apesar da relativa simplicidade, obtemos assim
aproximagoes ao estado fundamental do sistema e
ao seu primeiro estado excitado, e informacdes so-
bre o gap ou intervalo de energia entre eles, que é
informacao relevante, por exemplo, no estudo de
excitacoes do estado fundamental em sistemas de
matéria condensada.

Consideremos agora o grau de truncamento {2 = 7.
O polinémio v(x) é da forma
v(r) =Dy x+ D3 x> + D5 2® + Dy 2”.  (38)

Obtemos das equagdes de ordem impar de , o}

X6_0'07198283549339002 4 —0.8682625458084270 1:2. (35) gistema de dimensio N(7) % N(7) —4 x4
€— 3y 6 0 0 Dy
(72 — a — 5c¢) e— Ty 20 0 Ds |
0 Y —a—-9 e—1ly 42 Ds | — 0 (39)
0 0 v —a—13c e— 15y D7
e, da equacao ,
68 ¢ +4a c? —b? =0. (40)

O valor de v é obtido do valor de c pela equacao . Os autovalores € de energia serdo determinados pela

equacao polinomial

€— 3y 6
(v —a — 5¢) e—"Ty
0 v —a—9¢
0 0
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0 0
20 0
e— 11y p |T0 (41)

v —a—13c e— 15y
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Considere, por exemplo, a = 36 e b = 1.2 para o potencial @ na semi-reta (z € [0,00)). Resolvendo
, obtemos ¢ = 0.09776855216831178; e de obtemos v = 6.13694267423620. Resolvendo a seguir
(41)), Obtemos as raizes ¢y = 18.12370382580685, ¢; = 42.61257182437350, e; = 67.47968149727072 e
€3 = 92.71397912505204. As correspondentes autofungoes normalizadas (na semi-reta) séo listadas a seguir.

no(z)

m(z)

n2(z)

n3(z)

(5.803441504090680 x + 0.2777180801880438 x> + 0.004418522510481575 x°

40.2337292030734449 x 104 :E?) o —0-02444213804207794 o* —3.068471337118008 2 (42)
(7.178089385895051 = — 28.95371338381371 23 — .9220130214074282 z°
—0.7292962687093990 x 102 337) o—0-02444213804207794 2% -3.068471337118098 z (43)
(8.101476728663191 x — 66.25502908772484 23 + 80.75701084456534 2°
+1.285154826970363 x7) o —0-02444213804207794 x*—3.068471337118098 =2 (44)
(8.830319787947538 = — 109.3534309143132 23 + 271.5280811403464 z°
—160.9296019369097 :):7) o —0-02444213804207794 «* —~3.068471337118008 2 (45)

Os gréficos destas autofungdes sao exibidos na Fig. 2]
Generalizando para um polindmio v(z) com grau €2 impar, as relagoes de recorréncia (21f), juntamente
com as condigoes (22)), resultam no sistema linear de equagoes

Dy 0
€— 3y 6 0 -~ 0 0 0 0 0 0 Ds 0
2 _a—-5 e—~Ty 20 --- 0 0 0 0 0 0 Ds 0
0 0 0 -+ Ay Bn Cn -+ 0 0 0 D2:+1 |
0 0 0 -~ 0 0 0 -+ 0 ~?—a—-(22-1c (e—(22+1)y) :
Do 0
(46)
O-1
em que n € {O,l,...,T} e
A4, = ¥ —a- (4n + 1)c, (47)
B, = e—(4n+3)y, (48)
C, = (2n+2)(2n+3). (49)
0.25 0.015'_
0.20 0.010
] Y ]
0.15- 0.005 -
0.10- 0 o
0.05 0.005
] 1 ]
0 T T T 0010‘
1 5 1 15 2 1
p
-0.05 - 0015

Figura 2: Autoestados para o caso {2 =7, para a = 36 e b = 1.2 no potencial @
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De modo andlogo, para um polinémio v(x) com grau {2 par obtemos o sistema
Do 0
e—n 2 0 o 0 0 0 0 0 % 0
A2 _a—3c e—5 12 0 0 0 0 0 0 Dy 0
0 0o 0 Fn Gn Hy 0 0 0 D; 1.
0 0 0 0 0 0 0 Y2 —a—-(22—-1)c (e— (224 1)y) :
Dq 0
(50)
Q
em que n € {0,1,...,5} e
F, 72 —a— (4n — 1), (51)
G, = €—(4n+ 1)y, (52)
H, = (2n+1)(2n+2). (53)

Em ambos os casos, utilizamos também a equacao para determinacao do c e a equagao para o

calculo de 7.
4. Exemplos

Nesta sec¢ao aplicaremos o MCM para obtermos
os autovalores e autofuncoes de energia em dois
osciladores, o harmoénico e o anarmoénico quartico,
na semi-reta, ou seja, x € [0,00) (potencial radial).
A subsecao mostra os resultados da aplicagao
do MCM ao oscilador harmoénico, enquanto que
a subsecao faz o mesmo para o oscilador
anarmoénico quartico.

4.1. O Oscilador Harmonico na Semi-Reta

Nesta subse¢cdo mostramos os resultados da
aplicagao do MCM, desenvolvido na se¢ao [3| a um
oscilador harménico simples na semi-reta (z > 0).
com potencial da forma
L o
V(z) = §kx , (54)
e sob a condigao ¥(x = 0,t) = 0. As solugoes
analiticas (autofungoes e espectro de energia) para
este sistema fisico sdo conhecidas, correspondendo
as autofun¢bes impares e correspondentes energias
do oscilador harménico na reta real.

A Tabela [I] compara os resultados fornecidos pelo
programa CHHAJLANY, que implementa o MCM (vide
apéndices [5| e ), com aqueles obtidos utilizando-se
o método de diferencas finitas |16] e o método es-
pectral de Galerkin [17]. Utilizamos um polinémio
v(x) de ordem €2 = 100, uma particula de massa
m = 6 e uma constante eldstica k = 6, de tal modo
que a frequéncia seja w = 1. Encontramos ¢ = 0. O

DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2016-0113

MCM consegue, portanto, reproduzir com perfei¢ao
o espectro do oscilador harmonico na semi-reta. A
Fig. [3| mostra algumas autofungoes calculadas.

4.2. O Oscilador Anarmoénico Quartico na
semi-reta

Estudaremos a seguir o oscilador anarmonico
quartico para uma particula de massa m = 6, carac-
terizado por um potencial na forma

V(z) = az® + 12Ax%, (55)
em que A é um parametro do sistema.

Para estimarmos a precisao do MCM, quando
aplicado ao oscilador anarmonico quartico, fizemos
0 seguinte experimento numérico: aumentamos gra-
dualmente o grau do polinémio caracteristico até
o valor méximo 2 = 14001, com objetivo de veri-
ficarmos a convergéncia no espectro de energia. A
Tabela 2] exibe nossos resultados do experimento.
De acordo com esta tabela, o erro absoluto do es-
pectro de energia é da ordem de 1073, para po-
lindmios de ordem até 14001. A Fig. [6] mostra o
descréscimo da varidvel auxiliar ¢ a medida em que
Q) cresce. As autofuncgoes para o caso do oscilador
anarmoOnico quartico também foram obtidas pelo
método e os seis primeiros autoestados sdo mostra-
dos na Fig. [l Analisamos também como o valor
da energia do estado fundamental depende do va-
lor da constante A que aqui é negativa. A Fig.
mostra essa dependéncia.
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Tabela 1: Espectro de energia para os 5 primeiros niveis de energia do oscilador harménico na semi-reta (com hi=1 e

w=1). Aqui, E,, = hw (n + %) representam os niveis de energia exatos do oscilador harménico na reta real (utilizamos

, CM) ;. . . d . . . ,
apenas os valores impares de n); Eﬁl ) sdo os niveis de energia calculados via MCM,; ET(L ) os niveis obtidos via método

das diferencas finitas; e E,(fSp) os niveis fornecidos pelo método espectral. Os erros absolutos dos niveis de energia calculados
. . . - . . ~ Lo - d p
via método das diferencas finitas e via método espectral em relag3o aos niveis exatos sdo dados por 5ET(L 1) e (5E,(Legp),

respectivamente. Observe que os erros absolutos associados ao método espectral sdo muito menores do que os do método
de diferencas finitas.

n Espectro de Energia do Oscilador Harmoénico na semi-reta
En E,SLCJM) E'r(zdf) Er(LeSP) (SE,(Ldj) — |En _ E»,(ldf)| 6E7(L€SP) — |En _ Er(LCSP)|
1 15 1.50 1.499972221666703  1.499999999999893  2.7778333297 - 107 1.1-107 5
3 35 3.50 3.499861105493002  3.499999999999906  1.38894506998 - 104 9.0-1071
5 5.5 5.50 5.499661090058020  5.499999999999967  3.38909941980 - 10~* 3.0-107*
7 75 7.50 7.499372169433199  7.499999999999972  6.27830566801 - 1074 3.0-1071
9 95 9.50 9.498994337688250  9.499999999999931  1.00566231175 - 1073 7.0-107**
0.3 7 0.015

0.010 4

0.005

R

0.5 1
-0.005
-0.010
/\‘:\
T
) 1

vy

4
/>N8
T

P

[

-0.1- -0.015 -

0.0015 A 0.0002

0.0010 5
0.0001

6
0.0005 - /\
0

-0.0005 -0.0001
-0.0010

-0.0002
-0.0015 -

Figura 3: Os oito primeiros autoestados aproximados obtidos para o oscilador harménico através do MCM, para um
polinémio de grau 2 = 100.
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Tabela 2: Espectro de energia para os 5 primeiros niveis de energia do oscilador anarménico quértico (com h = 1,
a =36, A=-0.1temos b= —-1.2 e w=1). Aqui, os E,, representam os niveis de energia calculados via MCM, para
polindmios caracteristicos de diferentes ordens. O valor da variavel auxiliar ¢ encontrado em cada caso foi: para 2 = 53
obtivemos ¢ = 0.08.877763929333429, para €2 = 8001 obtivemos ¢ = 0.02749793712783993 e para 2 = 14001 obtivemos
¢ = 0.02300475316347050. Observe que dependendo da ordem do polindmio caracteristico obtemos uma precisio de 4

casas decimais.

n  Espectro de Energia do Oscilador anarménico quértico na semi-reta

EQ:53 EQ:SOOI EQ:14001
1 1.51030056204154 1.51026618690543 1.51026509430528
3 3.55097743158345  3.55067897596522 3.55066948258942
5  5.62305905002557  5.62200559201899 5.62197200019727
T 7.72557142814492  7.72304616552844 7.72296563292427
9 9.85762303277873 9.85271602071914 9.85255949142932
0.00004
8_x10‘6—
v 4.x1076
1
0.00003 - &1 ¥
4.%10-6 2.%x1076
Y
0.00002 - 2.x10°¢
0 T T
o . . 1 3
0.5 2.5
0.00001 " -2.% 10761 -2.x 107
-4.x 1076
‘ s 1 15 2 6 x10-01 ~4-x 1077
-8.x 1076
-0.00001 - -6.%1076 -

Figura 4: Os seis primeiros autoestados aproximados e seus respectivos autovalores para o oscilador anarmdnico quartico.

Aqui utilizamos k = 1 e A = —0.1, pardmetros estes mostrados no potencial em (55]).
4 5. Conclusao
AE 4
AL Aplicamos o método semi-analitico e ndo perturba-
tivo de Chhajlany e Malnev (MCM) a dois siste-
37 AE3 mas fisicos: um oscilador harmoénico e um oscilador
anarmonico quartico. Em ambos os casos o método
forneceu o espectro de energia e seus autoestados.
)] No caso do oscilador harmonico, conseguimos com
AEp excelente aproximacao o espectro de energia conhe-
— cido, usando um polinémio caracteristico de ordem
100. Comparados os resultados aqueles fornecidos
14 pelo métodos de diferencas finitas e pelo método es-
AE1 pectral de Galerkin, o MCM mostrou-se mais eficaz.
No caso do oscilador anarménico quartico, verificou-
AEg se uma convergéncia no espectro com uma precisao
o S ] 5 3 entre 10~* a 1072, nos primeiros 10 niveis de ener-

Al

; . ; ; _ A 0
Figura 5: A diferenca de energia AE, = E. — E,), para os
cinco primeiros estados do oscilador harménico na semi-reta
(A = 0), mostra como os autovalores da energia variam
com A.
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gia, tendo sido usado para isso um polinémio carac-
teristico de ordem 7000. Os resultados se tornam
mais precisos a medida que polinémios de ordens
mais elevadas sdo considerados. O método é eficaz,
mas possui grande custo computacional, quando
comparado a outros métodos; por outro lado, ele é
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bem simples, podendo ser apresentado a alunos de
graduacao em Fisica.
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Apéndice A: O Programa CHHAJLANY

Implementamos o MCM, descrito na secdo |3 em
um programa em linguagem Fortan, aqui denomi-
nado CHHAJLANY.FOR, cujo codigo fonte encontra-se
disponivel no apéndice deste artigo. Ele permite
também a construcao de pacotes de onda e do célculo
do valor esperado da posicao.

Em relacao a avaliacdo da precisdo dos resultados,
foram criadas duas ferramentas, tendo por base a
verificacdo da conservagao da norma da funcdo de
onda e a inspegdo de como o potencial U(z) (10)
se aproxima do potencial original V(z) (9), com-
portamento este determinado pela variavel auxiliar
c.

Em relacdo a ¢, observamos que seu valor diminui
a medida que aumentamos o grau de truncamento
Q do polindémio v(z) (17)), garantindo assim que
U(x) — V(x).

Para calcularmos o valor de ¢, usamos a rotina
zplrc(coef,zero,ndeg) da biblioteca IMSL em-
barcada no compilador FORTRAN Profissional. O
pardmetro coef é um vetor com dimensao ndeg+1,

Apéndice B: Cédigo fonte CHHAJLANY.FOR

Sobre o método semi-analitico de Chhajlany e Malnev...

com ndeg=3, ou seja, coef contém os quatro coefici-
entes da Eq.. O pardmetro zero é um vetor de di-
mensao ndeg contendo as raizes da referida equacao.
Na sequéncia o programa seleciona a raiz real e posi-
tiva resultante e atribui este valor a varidvel auxiliar
c. Esse resultado é mostrado na Fig. [6]

............ a=1/2
031 a=0
—— a=-1/2
o 024
e
-
T ) y I I
. 60 90

Figura 6: Comportamento da varidvel auxiliar ¢ em funcdo
da ordem do polinémio. Em todos os casos observamos que
¢ — 0 quando £ — oo.

Os auto-valores e auto-vetores da matriz dada
pela Eq.(21) sdo obtidos através da subrotina
evcrg(a, eval, evec), onde eval é um vetor de
dimensao (2 4 1)/2 contendo os auto-valores e evec
¢ uma matriz de dimensao (2 +1)/2 x (Q+1)/2
contendo na n-esima coluna os coeficientes D corres-
pondentes & expansao Eq. do auto-estado n. O
parametro SSE é a soma dos quadrados dos erros.

Além disso, o programa também faz a evolucéao
de um pacote de onda em particular. Nao comenta-
remos aqui esta sua funcionalidade.

! CHHAJLANY : Implementa o método de Chhajlany-Malnev
!Declaracdo de uso de subrotinas do IMSL

use zplrc\_int

use evcrg\_int

USE FNLSQ\_INT

USE QDAG\_INT

!'Dupla preciséo

implicit real*8 (a-h,o-z)

'Parémetros utilizados no programa principal

parameter (n=23,LDA=N, LDEVEC=N, ndeg=3, nbasis=n,
ndata=100)

'Dimensdo de vetores e matrizes

dimension a(l:n,1:n),d(1:n),v\_s(1:n,1:n),coef(ndeg+l),
aa(nbasis) ,fdata(ndata) ,xdata(ndata)

!Declaragdo de escalares, vetores e matrizes complexos

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 39, n® 1, 1308, 2017
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complex*16 EVAL(N), EVEC(LDEVEC,N),zero(ndeg),pacote
'Médulos externos a este programa principal e chamados
por ele external f,packet,fnorma
!Bibliotecas &s quais deve ser linkado este projeto
include ’link\_fnl\_shared.h’
INCLUDE °’1link\_fnl\_shared\_hpc.h’
!Blocos de variaveis que devem ser compartilhadas
entre o programa principal e seus !médulos externos
common /a/ EVEC,c,gamma
common /b/ eval,aa,t,pi
!Abertura de arquivos onde serdo gravados alguns
resultados
open(1l,file=’al.dat’,status=’unknown’)
open(2,file=’a2.dat’,status=’unknown’)
open(3,file=’a3.dat’,status=’unknown’)
!Definig8o de pi
pi=dacos(-1.d0)
!Constante cosmoldgica
cosm=-1.d-1
!'cosm=0.d0
!'cosm=0 e alpha=36 recupera o OHS com k=m=6 e portanto
omega=1 e constante de plank h=1
! (auto-estados impares)
!Constante de curvatura
alpha=-36.d0
'alpha=0.d0
!alpha=36.d0
!Parametro b
b=-12.d0*cosm
!'0rdem do polindmio
k=2*n-1
!Coeficientes da equagdo de terceiro grau na
variavel auxiliar c
coef (1)=-bx*2
coef (2)=0.d0
coef (3)=4.d0*alpha
coef (4)=4.d0*(2.d0*dfloat (k)+3.d0)
!Chamada da subrotina para calcular as raizes
de equagdo de terceiro grau
CALL d\_ZPLRC (COEF, ZERO, NDEG)
!Selegdo da raiz real e positiva
j=1
do while
(imag(zero(j)) .ne.0.d0.or.real(zero(j)).1t.0.d0)
j=in1
enddo
if(j.gt.ndeg) then
write(*,*) ’Nao ha raizes reais’
endif
'Definigdo da variavel auxiliar c
c=real(zero(j))
!Definig8o da variavel auxiliar gamma
gamma=dsqrt (alpha+c*(2.d0*dfloat (k)+3.d0))
!Construgdo da matriz a ser diagonalizada
do i=1,n
1=2%i-3
a(i,i)=-gamma*(4.d0*dfloat(i)-1.d0)
if(i.eq.1) then
a(i,i+1)=2.d0*dfloat (i)*(2.d0*dfloat(i)+1.d0)
else if(i.eq.n) then

a(i,i-1)=gamma**2.d0-alpha-c*(4.d0O*dfloat(i)-3.d0)

else
a(i,i+1)=2.d0*dfloat (i)*(2.d0*dfloat(i)+1.d0)

a(i,i-1)=gamma**2.d0-alpha-c*(4.d0*dfloat (i)-3.d0)

endif
enddo
!Chamada de subrotina que retorna auto-valores e
auto-vetores
call d\_evcrg(a, eval, evec)
!Nesse caso epsilon=-12E, eval=epsilon, portanto
devemos dividir eval por -12
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!Escreve na tela os cinco menores auto-valores em médulo

write(*,*) real(eval(n))/-12.d0,real(eval(n-1))/-12.d40,real(eval(n-2))/-12.d0,
real (eval(n-3))/-12.d0,real(eval(n-4))/-12.d40

!Pausa o programa

pause

!Tnicializa a variavel x
xi=0.d0

xf=5.d0
dx=(x£f-xi)/100.d0

x=0.d0

!Calcula e escreve no arquivo al.dat
o auto-estado de ordem n

do i=1,100

x=x+dx
write(1,*)x,f(n,x)
enddo

! Evolugdo do pacote de onda , etc.

! Energia média da condigdo inicial

e=1.d0

!Parametros da condigdo inicial normalizada
ca=(8.d0*(2.d0)**(1.d0/4.d0) *e**(3.d0/4.d0)) /pi**(1.d0/4.d0)
cb=4.d0*e

!Construgédo da condig8o inicial

do i=1,ndata

xdata(i)=dfloat (i)*dx
fdata(i)=ca*xdata(i)*dexp(-cb*xdata(i)**2)
'write(*,*)xdata(i),fdata(i)
lwrite(1,*)xdata(i),fdata(i)

enddo

!Chamada da subrotina que projeta a condigdo inicial
!dada na base de estados e retorna os

!coeficientes AA de cada estado da base

CALL FNLSQ (f, XDATA, FDATA, AA, SSe)

!Inicializa a variavel tempo t

t=0.d0

!Calcula e escreve a fungdo de onda no

tempo t dado no arquivo a2.dat

do i=1,ndata

write(2,*)xdata(i),fnorma(xdata(i))

enddo

!Parémetros da subrotina de integracgéo

errabs=0.d0

irule=6

do i=1,1000

!Chamada da subrotina que calcula o valor médio do fator de escala
call d\_qgdag(packet,xi,xf,resultado,errabs=errabs,irule=irule)
!Chamada da subrotina que calcula a norma

call d\_qgdag(fnorma,xi,xf,resultadonorma,errabs=errabs,irule=irule)
!Escreve t e valor médio no arquivo a3.dat
write(3,*)t,resultado

!Escreve t e a norma na tela
write(*,*)t,resultadonorma

'Avanca a variavel t

t=dfloat (i)

enddo

stop

'Fim do programa principal

end

!'Médulos externos ao programa principal e chamados direta ou indiretamente por ele:

'Func8o que calcula o auto-estado de ordem k
double precision function f(k,x)

implicit real*8(a-h,o-z)

parameter (n=23,1ldevec=n)

complex*16 EVEC(LDEVEC,N)

common /a/ EVEC,c,gamma
r=dexp(-c/4.d0*x**4.d0-gamma/2.d0*x**2.d0)
sum=0.d0

do j=1,n
sum=sum+real (evec (j,k))*x**(2.d0*j-1.d0)
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enddo
f=r*sum
return
end

double precision function fnorma(x)
implicit real*8(a-h,o0-z)

parameter (n=23,nbasis=n)

dimension aa(nbasis)

complex*16 eval(n),pacote

common /b/ eval,aa,t,pi
pacote=dcmplx(0.d0,0.d0)

double precision function packet(x)
implicit realx*8(a-h,o-z)

parameter (n=23,nbasis=n)

dimension aa(nbasis)

complex*16 eval(n),pacote

common /b/ eval,aa,t,pi
pacote=dcmplx(0.d0,0.d0)

'Fungdo que calcula a fungdo de onda no instante de tempo t:

do j=n,1,-1

pacote=pacote+aa(j)*f (j,x)*cdexp(dcmplx(0.d0,-real(eval(j))/-12.d0)*t)
enddo

fnorma=(cdabs (pacote))**2.d0

return

end

'Fungdo usada para calcular o valor médio do fator de escala:

e1308-15

do j=n,1,-1
pacote=pacote+aa(j)*f (j,x)*cdexp(dcmplx(0.d0,-real(eval(j))/-12.d0)*t)
enddo
packet=x* (cdabs (pacote))**2.d0
return
end
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