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RESUMO

Resumo: Neste trabalho sera proposto um método de acoplamento iterativo de interface
com um esquema de subcycling no tempo eficiente e preciso. Este sera aplicado a pro-
blemas do tipo solido-fluido discretizados, respectivamente, pelos métodos dos elementos
finitos cldssico (MEF) e espectral (MEFE). Adicionalmente, serda proposta uma melhoria
no esquema de subcycling, de modo que para convergir ndo sejam necessarios métodos
de relaxacdo. Aplicando o MEFE em subdominios com geometrias pouco distorcidas,
pode-se usufruir da alta precisao numérica com baixo custo de armazenamento oferecidos
pelo método ao mesmo tempo em que é possivel aplicar o MEF aos subdominios com
geometrias complexas, acrescentando versatilidade ao método. Diferentes exemplos nu-
méricos sao apresentados e analisados para demonstrar a precisao e a potencialidade das

formulagdes numéricas propostas.

Palavras-chave: Acoplamento Iterativo. Elastodindmica. Fluido Acustico. MEF. Ele-

mentos Espectrais.



ABSTRACT

Abstract: In this work, an iterative interface coupling method with an efficient and precise
time subcycling scheme is proposed. It is applied to solid-fluid type problems discretized
respectively by classical finite element method (FEM) and spectral finite element method
(SFEM), additionally, an improvement in the subcycling scheme is proposed so as not
to require relaxation methods to converge. Applying the SFEM in subdomains with low
distorted geometries one can take advantage of the high numerical precision with low cost
of storage offered by the method, while it is possible to apply the FEM in subdomains
with complex geometries, adding versatility to the method. Many numerical examples
are presented and analyzed here to show the accuracy and potentiality of the proposed

numerical formulations.

Key-words: Iterative Coupling. Elastodynamic. Acoustic Fluid. FEM. Spectral Ele-

ments.
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1 INTRODUCAO

Em muitas areas de atuacao da modelagem computacional existe uma interacao de
dois ou mais sistemas fisicos, tendo, como resultado, um sistema de equacoes diferenciais
acoplado relacionando os sistemas entre si. Tal acoplamento pode ocorrer de varias formas,
como sugerido por Zienkiewicz em [1], estas podendo ser classificadas, de maneira geral,

COomao:

e Acoplamento de dominio: o acoplamento ocorre através das equagoes diferenciais
governantes, descrevendo diferentes fenémenos fisicos no mesmo dominio espacial,

de forma parcial ou total.

e Acoplamento de interface: problemas nos quais o acoplamento se da por uma inter-
face via condi¢oes de contorno impostas, podendo intercorrer entre sistemas fisicos

de natureza semelhante ou distinta.

No presente trabalho, abordada-se a segunda classe de acoplamento, focando em
problemas do tipo sélido-fluido. Neles o acoplamento surge da necessidade de simular
situacoes, através de uma determinada interface, em que haja interacdo entre fluidos,
como agua e ar; ou de lubrificantes com solidos, como edificios, barragens, estruturas

offshore, componentes mecanicos, vasos de pressao, etc., segundo sugerido pela Figura 1.

nterface

'—\_’/—\
>

Figura 1 — Exemplos de acoplamento de interface sélido-fluido.



O correto tratamento da interface de interacao (condigoes de compatibilidade entre
os subdominios) é de suma importancia uma vez que o comportamento ao longo do tempo
de um dos subdominios muitas vezes é influenciado diretamente pelo comportamento do

outro.

Neste sentido, é de interesse utilizar técnicas de discretizagao especificas que apre-
sentem um desempenho melhor em determinado subdominio de forma a melhorar a preci-
sao nos resultados e diminuir o custo computacional. Por exemplo, seria muito vantajoso
utilizar o Método dos Elementos Finitos (MEF) em subdominios governados por equagoes
com comportamento nao linear ou que apresentem uma geometria complexa, ou ainda em
meios heterogéneo complexos que sao os casos onde a flexibilidade do MEF se destaca;
enquanto que, poderia-se utilizar o Método dos Elementos de Contorno (MEC) nas re-
gioes onde se simule um meio infinito ou semi-infinito ou em regides onde ocorram pontos
de singularidade, ja que estas caracteristicas podem ser incluidas diretamente na sua for-
mulacao, sendo representadas de maneira mais precisa; também pode querer-se utilizar
o Método dos Elementos Finitos Espectral (MEFE) em subdominios onde seja preciso
simular dindmica de fluidos ou em regides governados pela equacao da onda, que é onde
este método se destaca pela sua precisdo com baixo custo computacional, ou ainda, uti-
lizar o Método das Diferencas Finitas (MDF) apenas pela sua conhecida simplicidade de
implementacao e alta precisao nos resultados; neste sentido poderia-se citar muitos outros

exemplos de métodos de discretizacao espacial e suas distintas vantagens.

Outro ponto a ser levado em consideracdo em problemas de acoplamento de in-
terface é a possibilidade de utilizar em cada subdominio métodos de integragao temporal
distintos (e.g., métodos explicitos/implicitos, de primeira ou segunda ordem, com amor-
tecimento numérico ou que melhor se adequem a discretizagao espacial utilizada), assim
como tamanhos de passos de tempo que sejam mais adequados ao subdominio de forma
a obter naturalmente um ganho computacional, ao nao utilizar um passo de tempo tao

pequeno em regioes onde nao seja necessario.

De modo geral, os métodos utilizados para resolver problemas com acoplamento
de interface podem ser divididos em dois tipo, os métodos diretos e os desacoplados. No
primeiro tipo, o sistema acoplado global é resolvido de maneira direta, enquanto que no se-
gundo tenta-se aproveitar o particionamento espacial dos subdominios, desacoplando-os e
resolvendo os sistemas individualmente, utilizando alguma metodologia para o tratamento

da interacao entre estes na interface.

A seguir é apresentada uma revisao bibliografica sobre métodos de acoplamento

de interface, o Método dos Elementos Finitos Espectral e o acoplamento MEF-MEFE.
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1.1 Métodos de acoplamento de interface

Como comentado anteriormente, os métodos de acoplamento podem ser separados

em dois tipos, os métodos diretos e os desacoplados.

Como exemplo do primeiro tipo de acoplamento, podem-se citar os trabalhos de
2, 3, 4], nos quais foram propostos métodos de acoplamento direto entre o MEF e o MEC,
tanto para problemas estaticos quanto para transientes. Sem um prévio tratamento, o
sistema global resultante do acoplamento direto é mal-condicionado, e adicionalmente,
como as matrizes referentes a discretizacao de cada metodologia possuem caracteristicas
distintas (i.e., enquanto as matrizes do MEF sao simétricas e esparsas, as do MEC séo

assimétricas e ndo-esparsas) o problema fica ainda mais mal-condicionado.

Assim, as metodologias propostas nos trabalhos citados anteriormente visavam me-
lhorar o mal-condicionamento do sistema global mudando a formulacao do MEC, obtendo-
se, por exemplo, matrizes simétricas, recuperando-se assim algumas vantagens numéricas
de armazenamento e posibilitando a utilizacao de solvers mais eficientes para a resolucao
deste tipo de sistemas de equacoes. Como também comentado anteriormente, estes tra-
balhos visavam aproveitar a flexibilidade do MEF em analises nao-lineares e modelar as
geometrias complexas das estruturas e a facilidade do MEC em incorporar na formulagao
dominios infinitos ou semi-infinitos para assim modelar grandes dimensoes do fluido e/ou

solo.

Em 1977, por outro lado, Park [5] apresentava o método de acoplamento stagge-
red para problemas do tipo sélido-fluido como alternativa ao acoplamento direto. Nesse
trabalho sao mostradas as vantagens e desvantagens do método, dentre as quais podem
ser citadas: a possibilidade de tratar os dominios de maneira individual — possibilitando
utilizar métodos distintos em cada subdominio e abrindo a possibilidade de tratar os sub-
dominios em hardwares distintos — podendo estender o problema para casos nao-lineares
no dominio sélido e podendo enriquecer as informagoes no dominio fluido de maneira

simples, mesmo possuindo condi¢oes de estabilidade fortemente restritivas.

Em meados dos anos 80 surgiram as primeiras metodologias de acoplamento de in-
terface do tipo iterativo, nos trabalhos de [6, 7] o acoplamento foi realizado entre sistemas
fisicos semelhantes que eram governados por equacoes elipticas de segunda ordem e dis-
cretizados por métodos espectrais; ja em [8] o acoplamento é realizado entre subdominios
discretizados pelo MEF para o mesmo tipo de problema. Diferentemente do acoplamento
do tipo staggered, no método iterativo as condi¢oes de equilibrio e continuidade do sis-
tema global sao satisfeitas através de um processo iterativo das condigdes de contorno, ao

invés de utilizar um esquema preditor-corretor.

Em [9, 10, 11], o método iterativo é aplicado a problemas de elasticidade estatica

entre o MEC-MEF, sendo que em todos estes trabalhos o método de acoplamento itera-
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tivo é aplicado em malhas com nés coincidentes na interface de contato, sendo apenas
posteriormente estendido a malhas com noés nao coincidentes, como serda mostrado mais
adiante. O método de acoplamento iterativo expandiu-se com sucesso a problemas tran-
sientes, além de possibilitar o uso de diferentes tamanhos de passos de tempo quando
utilizado esquemas de marcha no tempo (o que nao é simples de realizar nos métodos de

acoplamento direto em problemas transientes como serd comentado posteriormente).

Ressalta-se também que, ao utilizar métodos de acoplamento iterativo, podem-se
escolher métodos computacionais otimizados de acordo a técnica de discretizagdo esco-
lhida em cada subdominio (e.g. métodos especificos para matrizes simétricas do MEF)
modificando minimamente codigos existentes. Outra vantagem é a facil implementacao
para problemas nao lineares, como explorado em trabalhos como [12, 13], nos quais é
utilizado o acoplamento iterativo MEC-MEF para solugdo de problemas dinamicos cujas

regides governadas por comportamentos nao-lineares foram resolvidas através do MEF.

Em [14], o método de acoplamento iterativo foi utilizado para problemas elasto-
dindmicos em 3D, este trabalho apresenta um estudo paramétrico com respeito a escolha
do parametro de relaxacao utilizado no calculo das variaveis de interesse na interface de
contato. Estes métodos de relaxacao, sao utilizados para obter a convergéncia das solu-
¢oes de maneira mais eficiente, é visto também que a escolha acertada do pardmetro de
relaxacao é muito importante nesta metodologia, podendo até mesmo fazer com que os

resultados divirjam caso escolhida de maneira erronea, como sera visto posteriormente.

Em [15, 16] é apresentado um método iterativo para a solugdo de problemas di-
namicos no dominio do tempo e de interacao fluido-estrutura no dominio da frequéncia,
respectivamente, no qual o parametro de relaxacao é calculado a cada passo de iteracao
ao minimizar o funcional do erro ao quadrado entre fluxos da interface do passo anterior
e atual, como feito em [9] para o caso estdtico. Mais recentemente, nos trabalhos [17, 18],
¢ adotado o método de Aitken’s A? para um calculo 6timo do pardmetro de relaxacio
no dominio da frequéncia para problemas de interacao solo-estrutura e do tempo para

problemas elastodinamicos, respectivamente.

1.2 Método dos Elementos Finitos Espectral (MEFE)

O MEFE, que pode ser entendido como sendo uma variacao do MEF com uso de
polinémios de alta ordem, surgiu em problemas de dindmica de fluidos [19, 20, 21]. E
conhecido na literatura que os métodos espectrais apresentam excelentes resultados neste
tipo de problemas, porém ficando restritos a dominios com geometrias e condigoes de
contorno mais simples [22, 23]. Neste sentido, o MEFE propoe juntar a flexibilidade do
MEF na criagdo de malhas em dominios com geometrias mais complexas e o baixo erro
de dispersao presente nos métodos espectrais, assim como o decrescimento exponencial

do erro em func¢ao da ordem dos polinémios.
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Nos trabalhos de [24, 25|, sao apresentados estudos do erro de dispersao nas malhas
2D e 3D do MEF e MEFE, juntamente com alguns critérios numéricos de estabilidade
quando usadas metodologias explicitas de marcha no tempo para problemas de ondas
acusticas e eldsticas. Em [23] é constatado que para malhas do MEFE com elementos de
ordem 4 ou superior o erro de dispersao é menor do que 0.2% quando utilizados 4 ou 5
noés por comprimento de onda chegando a se comparar com o MDF que é classicamente

utilizado para este tipo de problema.

Uma das principais diferencas entre o MEFE e outros métodos espectrais [26] é que
na primeira metodologia, o dominio é dividido em elementos e as fungoes base sao especi-
ficadas em cada elemento, tornando esta adequada para lidar com geometrias complexas.
Na segunda metodologia, por outro lado, as fungoes base sao globais e infinitamente dife-
renciaveis. Outra diferenca fundamental é que na primeira metodologia as fungoes teste
sdo as mesmas utilizadas para as fungdes base (formulacao de Galerkin), ji na segunda

sao utilizadas fungoes delta de Dirac como fungoes teste (esquema de colocagao).

Diferentemente do MEF de alta ordem, o MEFE nao apresenta o chamado feno-
meno de Runge que é responsavel por adicionar oscilagdes espirias nos resultados por
causa do alto grau dos polindmios interpoladores usados em conjunto com a distribuicao
equidistante dos nés internos [27], o que pode levar a uma interpretacao errada dos re-
sultados, como sera visto no proximo capitulo. Apesar de ter a flexibilidade oriunda do
MEF para a criagao de malhas, é conhecido que a presenca de elementos muito distorci-
dos em malhas do MEFE influencia diretamente na qualidade dos resultados [28], sendo

importante levar isto em consideragao nas simulagoes.

O MEFE também é muito utilizado em simulagoes de propagacao de ondas acts-
ticas e elasticas [29, 30, 31, 32], por sua capacidade de obter solugdoes com a precisao
desejada utilizando poucos pontos por comprimento de onda, como comentado anterior-
mente, diminuindo o custo computacional necessario para as simulagoes. Por exemplo,
nos trabalhos [33, 34, 35, 36] o MEFE ¢ utilizado na simulagao tridimensional da res-
posta sismica nas bacias de Los Angeles, Caracas, Shidian e Sichuan, respectivamente,

comprovando a eficiéncia do método para problemas de grande escala.

Em [37, 38, 39] o MEFE ¢ aplicado a problemas elastodindmicos com materiais
possuindo propriedades que variam de forma gradual ao longo do dominio, os conhecidos
FMG da sigla em inglés Functionally Graded Material. Em [40] por outro lado, é aplicado
um procedimento através do Método das Células Finitas (MCF) em malhas do MEFE
para lidar com materiais heterogéneos e geometrias complexas sem precisar distorcer os
elementos perto das fronteiras onde os materiais mudam ou acabam, obtendo-se uma
metodologia mais flexivel. Em [41] é proposto um método staggered-MEFE a fim de
juntar as vantagens de ambas as metodologias na resolucao de problemas elastodinamicos,

obtendo solugoes mais precisas. Em [42, 43, 44] o MEFE é utilizado nas formulagoes mistas
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de problemas como do autovalor de Maxwell e de actstica para frequéncias medianas,

obtendo excelentes resultados.

1.3  Acoplamento MEF-MEFE

No ambito do acoplamento MEF-MEFE, apenas o fato de se poder utilizar o MEF
para as partes do dominio onde a malha possui elementos mais distorcidos e o MEFE para
as partes onde a malha possui elementos pouco distorcidos ou regides que precisam de
mais precisao dos resultados, apresenta-se como uma estratégia numérica atraente, desde

que se possa aproveitar as caracteristicas de ambos os métodos.

Assim, com o propésito de manter malhas estruturadas ou com elementos nao
muito distorcidos perto da interface de contato no subdominio discretizado pelo MEFE,
foram realizados estudos utilizando o método de mortar na interface de acoplamento como
visto em [45, 46, 47|, onde o acoplamento ocorre entre sistemas fisicos semelhantes gover-
nados por equacoes elipticas de segunda ordem e com metodologias de acoplamento direto.
Em [48, 49] utilizou-se multiplicadores de Lagrange no dmbito do método de mortar, em
problemas de elastodinamica e de acoplamento actustico-elastico respectivamente. Entre-
tanto, estas estratégias mostram-se complexas e sofisticadas, resultando na modificacao

dréastica de codigos existentes.

Nas metodologias de acoplamento iterativo, por outro lado, é realizado um proce-
dimento de interpolagdo nodal dos valores na interface de acoplamento, resultando num
esquema simples de ser implementado, uma vez que as mudancas tanto na formulacao
quanto na modificagdo de cédigos sdo minimas [16]. Em [50] o acoplamento iterativo
do MEF-MEFE ¢ aplicado a problemas de elastodindmica e a interpolacao dos valores
na interface de interacao é feita através das fungoes de interpolacao de cada método
e nas integrais de superficie. Ainda neste trabalho, é utilizado um processo de inter-
polagdo/extrapolacdo temporal no esquema de subcycling, permitindo utilizar passos de

tempos distintos em cada subdominio, melhorando a eficiéncia computacional do método.

Por outro lado, em [51] um estudo foi feito no acoplamento por superposigao do tipo
fluido-estrutura para problemas de hemodinamica do sistema cardiovascular, utilizando
o MEFE para modelar o fluido e o MEF para a estrutura, demostrando a capacidade e

versatilidade do método.

1.4 Justificativa, Objetivos e organizacao da tese

Resumidamente, o estudo e desenvolvimento de metodologias de acoplamento entre

métodos distintos é de grande interesse cientifico uma vez que:

e Utilizar distintos tipos de discretizacdo, de modo geral, é vantajoso ao descrever
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dominios onde existam regioes com caracteristicas especificas. Neste trabalho o
MEFE sera usado para a regiao do fluido e o MEF para a do sélido, conseguindo
explorar de maneira ideal ambos os métodos, aumentando a eficiéncia computacional

e obtendo-se resultados mais precisos.

e Nos subdominios podem ser aplicados diferentes esquemas de marcha no tempo,
como explicito e implicito e ainda podem ser escolhidos distintos tamanhos do passo

de tempo, aumentando ainda mais a eficiéncia computacional.
Referente ao acoplamento iterativo, as principais vantagens desta metodologia sao:

e Os subdominios podem ser analisados de maneira isolada, resultando em sistemas
de equagoes menores e bem condicionados, os quais por sua vez podem ser resolvidos

por metodologias otimizadas a cada tipo de discretizagao.

e Somente a implementacdo de uma rotina para o acoplamento da interface é neces-

saria, podendo reutilizar rotinas existentes.

e Nao sdo necessarias malhas com nos coincidentes na interface de acoplamento; como
comentado anteriormente, é feito um esquema de interpolacao entre os valores nodais

na interface de acoplamento.

e Nao sao necessarios passos de tempo com mesmo tamanho (podendo utilizar um
passo 6timo de acordo com cada método e malha), o que é realizado de maneira efi-
ciente através de um processo de interpolagio/extrapolagao dos valores no esquema

de subcycling.

e Andlises nao-lineares sao facilmente adaptadas.

Assim, este trabalho tem como objetivo o estudo e desenvolvimento de um método
preciso e eficiente de acoplamento iterativo MEF-MEFE para problemas do tipo sélido-

fluido com multiplos tamanhos de passos de tempo nos subdominios.

O trabalho esta dividido em 5 capitulos, no primeiro é apresentado uma intro-
ducao e revisao bibliografica sobre tema. No segundo é apresentada a parte tedrica do
problema tratado, i.e. sao apresentadas as equagoes governantes e a fundamentacao ted-
rica dos métodos utilizados neste trabalho. O terceiro capitulo é dedicado a apresentar o
método de acoplamento iterativo implementado e as mudancgas propostas, introduzindo o
assunto através do acoplamento iterativo solido-sélido. No quarto capitulo, experimentos
numéricos sao apresentados a fim de demonstrar a precisao, versatilidade e potencialidade
do método proposto, enquanto que no quinto capitulo sao apresentadas as conclusoes e

sugestoes para trabalhos futuros.
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2 MODELAGEM MATEMATICA E METODOS NUMERICOS PARA
PROBLEMAS DE ACOPLAMENTO SOLIDO-FLUIDO

Neste capitulo, inicialmente serao abordados os aspectos tedricos, relativos a mode-
lagem matematica, de problemas de acoplamento do tipo sélido-fluido. Seré apresentada
a modelagem de um fluido aciistico no qual ocorre acoplamento de interface com um
meio solido, e em seguida, a modelagem elastodinamica de um sélido no qual ocorre aco-
plamento de interface com um meio fluido. Posteriormente serao abordados os aspectos
numéricos e computacionais do problema, sera apresentado o processo de discretizacao
espacial, via MEFE, de um fluido actstico no qual ocorre acoplamento de interface com
um meio solido, para, em seguida, apresentar o processo de discretizacao espacial via MEF
de um soélido no qual ocorre acoplamento de interface com um meio fluido. A continu-
agao, sera apresentado o método-a de marcha no tempo, também chamado de método
Hilbert-Hughes-Taylor ou HHT, o qual é utilizado para resolver os sistemas de EDO
resultantes das técnicas de discretizacao supracitadas, i.e., MEF e MEFE. Finalmente,
serao apresentados exemplos numéricos com a finalidade de comparar o desempenho do
MEF e MEFE em cada um dos subdominio sélido e liquido de maneira isolada (i.e., ndo

havendo interacao entre eles).

2.1 Subdominio Fluido

Com o objetivo de tornar a modelagem do escoamento mais simples, as equagoes
de Navier-Stokes sao simplificadas adotando-se as seguintes hipdteses: i) termos advec-
tivos despreziveis; ii) escoamento inviscido (termos viscosos despreziveis) e compressivel
com pequenas variagoes também para a densidade; e iii) pequenos deslocamentos para
as particulas de fluido. Desta forma, como visto em [52, 53, 54|, as equagoes da conser-
vagao da quantidade de movimento e conservagdo da massa (continuidade) levando em
consideracao a equacao de estado podem ser escritas como:

pfﬁzf—i-p,i —ff =20 em Qp x I,

(2.1)
a{ﬁp/mf =0em Qf x I,

nas quais, as varidveis p : Qy x I = R, u{ :QyxI —Re uf : Qy x I — R representam o
campo de pressoes, velocidades e aceleragoes do fluido respectivamente, fif :Qyx I =R
as forcas de volume, p; : Qy — Ry e ny : QO — Ry a densidade e o coeficiente de
compressibilidade referente ao dominio {1¢, que no caso homogéneo sao constantes ao

longo deste.

Das equacoes anteriores, obtém-se a equacao da onda acustica:

1. o
pii— —p+— =0, (2.2)
Uf /ff
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na qual, a varidvel vy = ,/k/py, representa a velocidade de propagacio da onda e b/ :
Qs x I — R uma fonte no dominio. Embora este seja um modelo simplificado, ¢ muito
utilizado em problemas nos quais ocorre interacao com o sélido por ter uma influéncia

substancial nos resultados.

Considerando a seguinte partigao 092y = I'y = I't UT, UT's U Ty de forma que

I'NT; =0 quando ¢ # j, tem-se as condi¢oes de contorno da seguinte forma:

!

p=ponlyxI, gq=p;n;=qonlyXxlI,

1. - (2.3)
gq=——ponl3x1I, qg=ppi;n;onlyxI,
vr
nas quais as variaveis p : I't x I — R, ¢ : I'y; x I — R representam as pressoes e
fluxos prescritos na superficie, a variavel p : I's x I — R, relacionada com as condig¢oes
de contorno nao reflexivas, representa a derivada temporal das pressdes na superficie, e
ainda i; e n; representam as componentes da aceleracoes e do vetor unitario e normal
a superficie I'y relativas ao subdominio sélido. Adicionalmente, as condic¢Oes iniciais sao
dadas por:
P = Do
o } em {2y quando ¢t = 0. (2.4)
P=Po
Analogamente a modelagem do subdominio sélido, a forma fraca do problema em
questao consiste em: achar p € S, tal que V£ > 0 e Vw € V; e que seja verdade a seguinte
equacao:

’v]% Ky

(w 1;5) + ap(w,p) = <w7 1bf> + (w, @)r, + <w7 ;fﬁ)m +(w,q)ry,  (2.5)

na qual, (-,-) = (-,-)q,, (-,-)r, com i = 1,...,4 é o produto interno L*(€y) usual em €,
I';, respectivamente, e o operador bilinear a;(-,-) de H'(Qy) é o produto interno definido

Ccomao:

af(va) = /Q w,ip,idev (26)
f
e no qual o espago de solugoes admissiveis é dado por:
Sp={p|p(-t) € H'(Q),p=pem Ty x I}, (2.7)
e o espaco V; das fungoes teste w é dado por:

Vf:{w | we H'(Q)),w =0 em Fl}. (2.8)

2.2 Subdominio sélido

Seja 2, € R%, um subdominio finito aberto qualquer com um contorno 9, = I',

do tipo Lipschitz com d representando o nimero de dimensoes do problema e s o dominio
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sélido. Sendo I = (0,7] C R* o tempo de andlise (dominio temporal), o sistema de
equagoes diferenciais parciais que descreve problemas elastodinamicos com acoplamento
de interface é dado por:

psuf — 0455 = bf e1m QS x 1. (29)

Nesta equacao, a variavel u; : 2, x I — R representa as componentes do campo
de deslocamentos, b; : Q25 x I — R as componentes das forcas de volume por unidade de
volume, 0;; : {25 x I — R as componentes do tensor de tensoes de Cauchy e ps : Qs — Ry

a densidade de massa.

Considerando a particao 0€)s = I's = I'p, UT'y, U 'y, na qual ocorre a seguinte
relacdo I'p, NIy, =T'p, Ny, =Ty, N Ty, = 0, e sendo I'y;, o contorno relacionado com
o acoplamento de interface, as condi¢oes de contorno sao dadas por:

u; =u; em I'p, x I,
Ti = oyni =7, em 'y, x I, (2.10)

7, = —pn; em I'y, x I.

Nestas equagoes, a variavel u; : I'p, X I — R representa as componentes dos
deslocamentos prescritos, 7; : I'y, x I — R representa as componentes das forgas de
superficie prescritas e n as do vetor unitario e normal a superficie I'y;,, aindap : I'yy, X I —
R representa a pressao hidrostatica relativa ao fluido na interface de acoplamento, o qual

serd tratado em detalhes mais a frente.

As condigoes iniciais sao dadas pela relagao:

u; = up,
%1 em Q, quando t =0, (2.11)
u; = v,

na qual, a varidvel vj; : I'p, — R representa as componentes do campo de velocidades no

tempo inicial.

A fim de realizar uma descri¢do completa do comportamento de um sélido elastico é
necessario levar em conta as relacoes constitutivas do meio, que para o caso da elasticidade

linear sdo dadas pela relagao tensao-deformagao (Lei de Hooke generalizada) descrita por:

Oij = Uijkl€ki, (2-12)

na qual, o tensor de elasticidade de quarta ordem Cjji; que num caso mais geral possui
81 componentes, tera esse numero reduzido a 21 componentes independentes como pode

ser visto em [55, 56].

A partir da Eq. (2.12) e da definigdo do tensor de deformagdes linear pode-se

reescrever a equacao (2.9)

psuf - (Cijkluk,l)aj = bf €m Qs X [7 (213)
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que sera utilizada na subsecao a seguir.

Ainda, neste trabalho sera considerado apenas o caso de um sélido isotrépico, fa-
zendo com que as 21 componentes independentes citadas anteriormente se tornem apenas

duas (2), resultando na seguinte relacao:
Oij = )\gkk(sij + ZIU/EZ‘J', (214)

na qual a varidvel ey definida como eg, = €11 + €99 + €33 representa a dilatagao, A e p sao
as conhecidas constantes de Lamé do material a partir das quais se definem o médulo de

elasticidade E e o coeficiente de Poisson v:

vE FE

A AT 0=y PT aax)

(2.15)

A fim de montar a forma fraca ou variacional do problema descrito pelas Eqgs. 2.10

e 2.13, define-se o seguinte espaco das solugoes admissiveis S, no qual a solucao u; ¢ tal
que:

S = {u} [ui(-t) € H'(Qu),uf = em Tp, x [,i=1,....d}, (2.16)

e, analogamente, define-se o espago V das fungoes teste w; da seguinte forma:

V = {w;|w; € H'(Q),w; =0em I'p,i=1,....d}. (2.17)

O espago H'(§2,) representa o espaco de Sobolev cldssico das fungdes de quadrados
integraveis cujas primeiras derivadas parciais sao também quadrado integraveis no dominio
Qg [57], ou seja:

H'(Q) = {w; € () | wij € LX(Q) ei,j=1,....d}, (2.18)
no qual L?(Q,) representa o espago de Hilbert com o produto interno definido por

(uf, w;) :/ w;w;dSs. (2.19)

S

Como visto em [58], a forma fraca do problema considerado consiste em: achar

u® € S, tal que Vt > 0 e Yw € V seja verdade a seguinte equacao:
(wi> puzs) + as<wi> Uf) = (wiv bf) + (wia 7_—i)FN1- + (wi> Ti)FIti7 (2'20>

na qual, (+,+) = (+,-)a. e (+,*)r sdo, respectivamente, o produto interno L? cldssico em 2

e em I, e a forma bilinear a,(-,-) em H' é definida como:

as(wi,uf) :/Q C’ijkluz7lwi7jd(25. (221)
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2.3 Solucao via MEFE

A partir da forma fraca das equacdes governantes do subdominio liquido, é obtida

a formulagao semi-discreta do MEFE, na qual o dominio fisico €24 é discretizado em nels

~ . nel
elementos nao sobrepostos {2y , i.e. Q? = Ui Qy, € Qp, Nyereer U, = . De forma que
exista um difeomorfismo que preserve a orientacao, chamado de funcdo mapeamento, e que
relacione cada elemento Q. com o elemento de referéncia A?, neste caso um quadrilétero

bi-unitario A? = [—1, 1]?, definido como:
Fo i N = Q. (2.22)

e que envie os vértices do elemento de referéncia para os vértices de €2y, , como esquema-

tizado na Figura 2.

Figura 2 — Representacao da discretizacao espacial via MEFE.

A seguir, tomando-se S}L C Sye th C V§ como os espacos de elementos finitos, e
sendo P(A?) o espago gerado pelo produto tensorial dos polindmios de Lagrange de ordem

< p, tem-se:
St =" |pt(st) € HY(Qp),pt = em Ty x I

e phlgfe oF, € IP’(A2)}
Vi ={uw" | w" e H'(Q),w" =0 em Iy

€ wh|Qfe of. € ]P)(A2)}

(2.23)

2.3.1 Elementos sub-paramétricos - mapeamento linear

Neste trabalho, decidiu-se adotar uma aproximagao sub-paramétrica nos elementos
do MEFE; i.e., para a aproximacao geométrica dos elementos (fungdes de forma) usam-se
funcgoes lineares, enquanto que no espaco de solugoes sao usados polinémios de alta ordem

como fungoes de interpolacao. Diferente do MEF padrao, que utiliza a mesma ordem de
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polinémios tanto para as fungoes de forma quanto para a interpolacao, resultando nos

chamados elementos isoparamétricos.

Cabe ressaltar que existem métodos mais robustos de mapeamento para elementos
de alta ordem, como por exemplo, as baseadas em fungoes do tipo Blending (Blending
mapping), que sao usualmente usadas nas formulagoes do MEF-p e que permitem uma
boa representacao de geometrias curvas, para mais informagoes o autor sugere as seguintes
referéncias [59, 60, 61].

As fungoes do mapeamento linear possuem as seguintes expressoes:

N =161 -n),
Ny = (1+)(1 ),
(2.24)

Ny = 11+ 61+ 7).
Ni= 1= +)

nas quais £ e 1 sdo as coordenadas do ponto local & = (£,17) € A2, a partir do qual

define-se o ponto global x = (z,y) € €, da seguinte forma:

x =3 M) (2:25)

na qual, os pontos x{ sao as coordenadas referentes aos vértices do elemento €2y, , como
é possivel ver na Figura 3. Resta comentar que estas funcoes de forma sao as mesmas
utilizadas na formulacao isoparamétrica do MEF padrao com elementos quadrilaterais

bilineares.

2.3.2 Fungoes de interpolacao e distribuicao de pontos internos

Diferentemente do MEF, no qual sao utilizados pontos internos equidistantes nos
elementos de alta ordem, no MEFE, a distribuicdo dos pontos internos, que também
serao utilizados para a construcao das funcgoes de interpolacao, é dada pela regra de
Gauss-Lobatto-Legendre (GLL).

Estes pontos, localizados no intervalo A = [—1,1], sd@o definidos como raizes da
equacao:
0P, 4
TP 1) =0, 2.26
e (2.20)

na qual P, é o p-ésimo polinémio de Legendre, como pode ser visto em [29, 62]. Para
o caso bidimensional, no qual sao utilizados elementos quadrilaterais, a distribuicao dos
pontos no elemento ¢ realizada através do produto tensorial dos ngy; = p+ 1 pontos GLL,
totalizando ngll pontos. Na Figura 4 sao apresentados alguns elementos espectrais de

acordo ao nimero de pontos ng; utilizados.
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Figura 3 — Mapeamento do elemento bilinear.
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Figura 4 — Diferentes elementos espectrais 2D de acordo ao niimero de pontos ng; utilizados:
(a) 5 x 5; (b) 8 x 8; (c) 10 x 10.
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Como visto na Eq. (2.23), a solucao aproximada sera resultado da interpolagao
por polindmios de Lagrange, gerados no elemento a partir dos pontos GLL citados an-

teriormente. Assim, os polindmios interpoladores de Lagrange sao definidos como sendo:

p+1 5_ 5
P = . 2.27
jgﬂ&_@ 220

e possuem uma caracteristica importante: cada polindémio ¥ é exatamente 1 no ponto
& e exatamente 0 em todos os outros pontos &j, (i # j), do elemento, ndo tendo porém
restri¢coes nos valores entre cada pontos. Esta propriedade é expressada através da seguinte
relagao:

) =20, i=1,...,p+1, (2.28)

na qual 9;; ¢ o operador delta de Kronecker.

Para o caso bidimensional onde sao utilizados elementos quadrilaterais, as funcgoes
de interpolacao NNV;, sdo obtidas através do produto tensorial dos polinémios interpoladores

de Lagrange de ordem p nos ng; pontos de GLL.

Na Figura 5 é possivel observar algumas fungoes de interpolacao do MEF e MEFE
num elemento quadrilateral, na primeira e segunda coluna de graficos, respectivamente.
Nos gréaficos correspondentes ao MEF, é possivel ver o aparecimento de oscilagoes de
amplitudes elevadas perto das extremidades do dominio, chegando a aparecer valores com
amplitudes de até 10 vezes maior do que o valor unitario (1.0). No grafico do meio e
de baixo, por exemplo, nao é possivel identificar onde a funcao de interpolacdo tem seu
valor unitéario, i.e. onde é cumprida a relacdo dada pela Eq. (2.28), se fazendo necessario

utilizar uma seta para possibilitar sua visualizacao.

O aparecimento destas oscila¢Ges nos polindmios de Lagrange de ordem elevada é
conhecido como fenomeno de Runge, como comentado anteriormente e sao causadas pela
escolha dos pontos igualmente espacados. Como é possivel observar na segunda coluna
de graficos da Figura 5 as fungoes de interpolagao apresentam uma amplitude controlada,
sendo seu valor |N;(£)| < 1 em todos os casos, mostrando que na formulagao do MEFE é

mais robusta e que esse tipo de erro nao ocorre.

A seguir definem-se as fungoes de interpolacao globais em funcao das locais, pre-
viamente definidas: tomando um ponto nodal global pertencente ao dominio de algum
elemento e qualquer, i.e., x € Qy , de forma que ndo pertenca a nenhum outro (i.e., um
ponto interno), entao a fungao de interpolacgao global correspondente ao né local j é dada
por N;(£(x))|a,, tal que N;(x(§))|a, = N;(§) e € zero caso contrario, resultando numa

funcao do tipo bolha.

Por outro lado, caso o ponto nodal x esteja localizado no contorno de mais de um
elemento, pode-se expressar x.(&) para cada um desses elementos, a fun¢ao de interpo-

lacdo N;j(x.(§))]a,;, = N;(€) em relagdo a cada elemento de tal forma que a funcio de
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interpolagao global é formada pela unido destas sendo zero para elementos nao adjacen-
tes. Assim, define-se o campo de pressoes aproximado a partir das fungoes de interpolacao
'I"L’I’Lf

globais como: p(x,t) = 31" pi(t) N;i(x), no qual o espago e tempo sdo tomados como

sendo independentes e nny representa o nimero de nés da malha do dominio 2.

2.3.3 Integracao numérica

Dada a formulacao integral das equacgoes governantes, estas precisam ser avaliadas
numericamente. Ao construir a quadratura Gaussiana ou de Gauss utilizando os zeros dos
polinémios de Legendre no intervalo (—1,1), é obtida a quadratura de Gauss-Legendre a

qual consiste em: sendo &y < &; < ... < §, as raizes do p+ 1-ésimo polindmio de Legendre,

Pyi1, e sendo wy, ..., w, a solucao do sistema linear
N 1
> (&) w; = / ghde, 0<k<p, (2.29)
7=0 -1

na qual se cumprem os seguintes pontos:

N 1
S op()w; = [ p€)d, paratodop € Payr(<1,1), (2.30)
J=0 B
denotando por Py, 11(—1, 1) os polindémios de ordem menor ou igual a 2p+1 definidos

no intervalo (—1,1), e por w; nimeros positivos chamados de pesos, dados por

w? = /1 P (€)d. (2.31)

-1

sendo l? o polindmio de Lagrange de ordem p apresentados anteriormente;

ii) Nao é possivel encontrar &;, w;, j = 0...,p, de forma que a Eq. (2.29) sirva para

todos os polindmios p € Py, 44(—1,1).

Adicionando como raizes, os extremos do intervalo (—1, 1) as raizes do p+ 1-ésimo
polinomio de Legendre P,.;, ¢ obtida a quadratura de Gauss-Lobatto-Legendre, que serd

utilizada neste trabalho e cujos pesos w! sdo dados explicitamente por:

2 1
= . (2.32)

T+ 1) BE)

Para o caso bidimensional, é realizado o produto tensorial dos pesos do caso uni-
dimensional [63], e escolhendo os pontos da quadratura §; como sendo os mesmos pontos
GLL apresentados anteriormente, é possivel integrar de maneira exata todos os polinémios
de ordem < 2p — 1.



Tabela 1 — Tabela de pontos e pesos GLL.

p

Nl :i:f] wj
2 1.000 000 000 000 000 1.000 000 000 000 000
3 0.000 000 000 000 000 1.333 333 333 333 333
1.000 000 000 000 000 0.333 333 333 333 333
4 0.447 213 595 499 958 0.833 333 333 333 333
1.000 000 000 000 000 0.166 666 666 666 667
5 0.000 000 000 000 00O 0.711 111 111 111 111
0.654 653 670 707 977 0.544 444 444 444 444
1.000 000 000 000 000 0.100 000 000 000 000
6 0.285 231 516 480 645 0.554 858 377 035 486
0.765 055 323 929 465 0.378 474 956 297 847
1.000 000 000 000 000 0.066 666 666 666 667
7 0.000 000 000 000 000 0.487 619 047 619 048
0.468 848 793 470 714 0.431 745 381 209 863
0.830 223 896 278 567 0.276 826 047 361 566
1.000 000 000 000 000 0.047 619 047 619 048
8 0.209 299 217 902 479 0.412 458 794 658 704

0.591 700 181 433 142
0.871 740 148 509 607
1.000 000 000 000 000

0.341 122 692 483 504
0.210 704 227 143 506
0.035 714 285 714 286
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Na Tabela 1 podem ser vistos os pontos de integracao e os seus respectivos pesos

para alguns valores de ng;.

Cabe ressaltar que, da utilizagao desta quadratura em conjunto com os polino-
mios de Lagrange como fungdes de interpolacao, construidos a partir dos pontos internos
apresentados na sessao 2.3.2, a matriz de rigidez resultante da forma bilinear a(-,-) é
integrada de maneira exata, e todas as matrizes originadas do produto interno L2, i.e.,
(+,+), sdo naturalmente diagonais [29], obtendo-se uma propriedade muito importante do
ponto de vista computacional, uma vez que a inversao desta matriz é trivial, o que é
muito util quando utilizados métodos de marcha no tempo explicitos por exemplo, nos
quais comumente sao utilizadas técnicas de diagonalizagao na matriz de massa para em

seguida poder inverte-la.

Além das técnicas de diagonalizacdo serem utilizadas pra melhorar o desempenho
computacional e de armazenamento, é conhecido que melhora a precisao dos resultados em
problemas de propagacao de ondas, nos quais apresentam menor quantidade de oscilagoes
espurias se comparados com metodologias de marcha no tempo implicitas e utilizando

matrizes de massa consistentes' [64].

Por outro lado, mesmo que a integracao da matriz de massa nao seja realizada de

maneira exata, este esquema possui conservacao de massa em elementos de ordem alta,

1 Matriz de massa consistente é a que nao passou por técnicas de diagonalizacio.
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diferentemente do MEF de alta ordem, que possui alguns problemas numeéricos e fisicos

de conservagao de massa no momento da diagonalizacao [64, 65].

Finalmente, da aplicacao da formulacao semi-discreta do MEFE no problema em

questao, obtém-se o seguinte sistema de EDO:
M;P + C;P + K;P = F; + F,, (2.33)

no qual My € R"7x"5 e Ky € R"7*"f sao as matrizes globais de massa efetiva e rigidez
respectivamente, F; : [ — R"/ e Fy : I — R"/ sao os vetores de forcas nodais externas
e de superficie na interface de contato respectivamente, o tratamento adequado para este

ultimo serd apresentado no capitulo 3, os outros sao obtidos como a seguir:

1
M, = / — NTNdY, (2.34)
o s
U
C, = /—N NdQ/, (2.35)
Uy
Qy
K, = / (VN)? (VN)dQ/, (2.36)
Qf
F; = / NTqdls + / NTbds;. (2.37)
' Qf

Os vetores P : [ — R" e P : I — R™¥f representam respectivamente, as pressoes
nodais e suas derivadas segundas no tempo, respectivamente, no qual ngy € o nimero de

equacoes resultantes da discretizacao do dominio {2y governada pela equacao da acustica.

2.3.4 Condensacao Estatica

Tendo em vista a eficiéncia computacional do MEFE é proposto a utilizacao de
um esquema de condensag¢do estdtica [64, 66, 67] a fim de eliminar algumas equagoes e
incégnitas das matrizes do sistema de EDO apresentado anteriormente. Estas equagoes e
incognitas estao relacionados aos nds internos de um dado elemento e, os quais nao estao
ligados diretamente a outros elementos —lembrando que os valores dos nés interno sao
calculados independentemente— por outro lado, os nés que estao relacionados com mais
de um elemento sao chamados de nés de contorno. Desta forma, escolhendo a matriz local

de rigidez K. como alvo, sua condensacgao é realizada como a seguir:

ch Kci U, fc
= , (2.38)
Ki. Ky u; f;
no qual u, e f,, e z = ¢, 7, sao os vetores de incognitas e de forcas nodais no elemento e

os indices ¢ e i fazem referéncia aos nds internos e de contorno, respectivamente.
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Da segunda equagao do sistema (2.38):
Kicu, + Kju; = f;, (2.39)
e do fato de que a matriz K;; é nao singular, pode se obter a seguinte igualdade:

u; = K_l(fz — Kz-cuc), (240)

(23

a qual é substituida na primeira equagao de (2.38) resultando no sistema condensado

K.u, =f, (2.41)
no qual a matriz condensada e vetor de forcas condensado sdo dados como:

ch = ch - KciKi_ilKic € f‘c = fc - Kcsz_zlfz (242>
A partir de manipulacoes algébricas chega-se a matriz de transformacao

I
= e | (2.43)

da qual obteremos as novas matrizes locais condensadas de rigidez, amortecimento e de

1
T;

T =

massa respectivamente como:

K.=T"K.T, C.=T7C.T, M..=T'M.T. (2.44)

Ainda, é bom ressaltar que em muitos casos o vetor de forgas interno é nulo po-
dendo simplificar ainda mais os calculos; outra consideracao a ser feita é que o processo

de condensacao é realizado uma tnica vez e a nivel de elemento.

Existem ainda outras formas de condensagao na literatura como por exemplo, a
chamada condensacao dinamica na qual os valores da matriz de transformacao T sao
obtidos como resultado de um problema de autovalores; ainda a condensac¢ao estatica
melhorada, na qual a matriz T é adicionada uma fracao contendo informacoes da matriz

local de massa.

2.4 Solugao via MEF

De maneira analoga ao MEFE, a partir da forma fraca das equagoes governantes
do subdominio sélido, é obtida a formulacao semi-discreta do MEF, obtendo o seguinte

sistema de EDO, como visto detalhadamente em [68]:

M,U +K,U =F, +Fy, (2.45)
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no qual, as matrizes M, € R"%*"% ¢ K, € R"%*"% representam as matrizes globais de
massa e de rigidez respectivamente com ng, sendo o ntimero de equacoes resultante da

discretizacdo, assim, as matrizes sao definidas como:

K, = / (VN)TD,,(VN)dQ, (2.46)

M, = / p NTNAQ, (2.47)
Qs

sendo D € R3*? a matriz referente ao tensor de elasticidade linear isotrépico, N € R?*n4s
a matriz formada pelas funcoes de interpolacdo do MEF. Os vetores U : I — R™,
U : I — R"™ representam, respectivamente, os deslocamentos e aceleracoes nodais. O

vetor de forcas nodais externas, representado por Fy : I — R"% ¢ definido como:

F, — / NT#dl + / NT£dQ. (2.48)
I'n Qs

A definicao do vetor de forcas nodais de acoplamento Fy; : I — R™¥ sera apresen-

tado no capitulo 3.

2.5 O método de marcha no tempo Hilbert-Hughes-Taylor (HHT)

Os sistemas de EDO dados pelas Egs. (2.45) e (2.33) podem ser colocadas da
seguinte forma geral:
MZ +CZ +KZ=F (2.49)

na qual o vector Z corresponde a U ou P de acordo ao subdominio em questao, assim
como as suas respectivas matrizes, por exemplo, quando tratado o subdominio sélido, a
matriz C = 0 uma vez que nao foram implementadas condi¢oes de contorno nao reflexivas

assim como amortecimento viscoso.

Neste trabalho os sistemas de EDO do tipo da Eq. (2.49) juntamente com as
condi¢oes iniciais sao resolvidos pelo método de marcha no tempo HHT, utilizando em
cada subdominio parametros distintos, de forma a obter melhores resultados. Nos métodos
de marcha no tempo, o intervalo de analise I é particionado em L. subintervalos de tempo
iguais, i.e., [0,7] = Uz [togs toga], com 0 =t,0 < ... <t.p. =T, At, =t ;1 —t.y =
T/L, e t,;41 = (I + 1)At, de forma que Z' = Z,(t;41), nos quais o indice z estd
relacionado ao subdominio em questao, i.e., o indice f ¢é utilizado para se referir ao

subdominio fluido e s para subdominio sélido.
Da aplicagdo do esquema HHT na Eq. (2.49), resulta a seguinte expressao :
MZH! — Fi+t
M =M + (1+a) (yAL.C + BALK) , (2.50)
Fi = F*e — (14 a) (CZ* + KZHY) + o (CZ' + KZ!),
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na qual FI" = F(t.100) € togya = (1 + )t — at,y =t 01 + @At

Sendo os preditores definidos como:

7 — 70 ant+ B o)z
i > (2.51)
ZH 74 (1= )AL
e 0s corretores como:
Zl+1 — ZlJrl + 5At221+1
(2.52)

ZL gl VAL 7

falta apenas a escolha dos parametros «, 3 e v para o esquema de marcha no tempo ficar

bem definido. Um Passo-a-passo do método HHT pode ser visto na Tabela 2.

Tabela 2 — Passo-a-passo da solucao do sistema de EDO via HHT

A. Cdlculos iniciais:

1. Formar as matrizes M, C, K, M
2. Atribuir valores para os vetores iniciais Z°, Z° e Z°

3. Escolher o tamanho do passo de tempo At., e definir os pardmetros a = —%,
B=(1-a)?/4, v=(1-2a)/2, também sdo atribuidos os seguintes valores
iniciais: t,; =0 e t, 4140 = to 41 + AL,

4. Fatorar a matriz M (solvers diretos)
B. A cada passo de tempo:

Calcular os preditores através da Eq. (2.51)

Calcular F'*1 da Eq. (2.50) com os valores dos preditores e em .,
Resolver o sistema MZ!"*! = FI*! da Eq. (2.50)

Calcular o valores de Z'*!, Z!*! através da Eq. (2.52)

Calcular ¢, ;4o = t, 141 + aAt,

AN

O método HHT pode ser entendido como uma generalizagao do esquema de New-
mark, uma vez que ao escolher o = 0 recaimos no dito esquema [58]. O método de
Newmark ¢ um dos esquemas mais conhecidos na literatura para a resolugao de sistemas
de EDO dados pela Eq. (2.49), neste esquema, a escolha dos pardmetros (5 e v determina
caracteristicas importantes do método como sua estabilidade e ordem de precisdo, por
exemplo, é possivel obter a regra do trapézio ao escolher § = i ey = %, e o método de
%, ambos sendo de segunda ordem de acura-

cia e sendo respectivamente implicito e explicito, sendo incondicional e condicionalmente

diferenca central escolhendo f = 0e v =

estével.
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Porém, nao é possivel adicionar amortecimento numérico no esquema de Newmark
sem diminuir a ordem de acuracia, o que é de suma importancia na modelagem numeérica
destes fend6menos, uma vez que pode ocorrer o aparecimentos de solugoes com oscilagoes

espurias, vindo a comprometer os resultados. Ao escolher os parametros como a seguir:

B=(1-a)/
v=(1-20)/2 (2.53)
1
a € [—3,0]

o esquema HHT resulta incondicionalmente estavel de segunda ordem de acuracia e com
amortecimento numérico controlado pelo pardmetro «, como visto em [69]. Desta forma,
pode-se escolher as caracteristicas do esquema de marcha no tempo de acordo ao sub-
dominio em questao, e.g., pode-se melhorar a precisao dos resultados correspondentes ao
dominio fluido utilizando o esquema com amortecimento numérico visto anteriormente e

quando nao necessario utilizar a regra do trapézio, como sera visto a seguir.

2.6 Exemplos numéricos

E importante apresentar o desempenho de ambas as metodologias quando utili-
zadas de maneira isolada para poder realizar uma comparacao entre estes. O primeiro
exemplo consiste num problema de propagacao de onda actstica num meio homogéneo,
no qual serdo verificadas as vantagens de utilizar o MEFE em problemas deste tipo, como
comentado anteriormente. O segundo exemplo apresentado é comumente utilizado para
testar a precisao e robustez de métodos numéricos e consiste numa barra engastada em um
dos extremos e sofrendo a aplicagdo de uma carga uniformemente distribuida no extremo
oposto, neste exemplo serao usados dois graus de polinomios diferentes para o MEFE

cujos resultados serao comparados com o MEF padrao e a solucao de referéncia.

2.7 Onda acustica — meio fluido

Este problema, esta relacionado diretamente com a geofisica e a propagacao de
onda acustica mediante uma fonte sismica, diferentemente do proximo exemplo que é de
carater mais académico. Como dito anteriormente, a analise deste problema tem por
finalidade demonstrar a eficacia e precisao dos resultados obtidos pelo MEFE quando

comparado com os do MEF padrao.

Neste exemplo, foi adotada a técnica de diagonalizacdao de matrizes Row-sum para
o caso da matriz de massa do MEF, pois sera utilizado o método de marcha no tempo
Diferenca Central (¢ = 0,6 =0ey = % no método HHT') para ambas as discretizagoes.
Como comentado anteriormente, a diagonalizagao de matrizes se faz necessario (no caso
do MEF) ao utilizar técnicas de marcha no tempo explicitas para aproveitar realmente a

eficiéncia do método explicito.
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500m

500m

Figura 6 — Esbog¢o do modelo actstico.

Serao utilizadas malhas regulares tanto para o MEF quanto para o MEFE num
dominio quadrado de 500mx500m cujo esbogo é apresentado na Figura 6, serao utilizadas
condi¢oes de contorno nao reflexivas nas bordas laterais e inferior. Ao longo da borda
superior (superficie) serd imposto valor nulo para a pressao. Na mesma figura é possivel
ver a posicao da fonte sismica e do receptor do sinal, respectivamente nos pontos com
coordenadas A=(200,-100) e B=(350,-150).

Este exemplo é utilizado em trabalhos como [70, 71], e consiste na propagacao de

um pulso senoidal de Hanning definido no dominio do tempo pela equacao:

i) = ;sen(Zﬂfct)(l —cos(2mf.t)), set<1/f, (2.54)
0, set>1/f.,

na qual f. é a frequéncia central do pulso, que neste caso serd igual a 15Hz, e cuja
propagacao serd num meio fluido cuja velocidade da onda é Vy = 1500m/s e cuja densidade
é py = 1.0kg/m>.

A malha do MEF é composta por 2500 elementos quadrilaterais bilineares e de
dimensao Ar = Ay = 10m, enquanto que a primeira malha do MEFE é composta por
100 elementos de ordem 6 e de dimensao Ax = Ay = 50m. Note que ambas as malhas
(MEF e MEFE-6) possuem 2601 nés, ainda para estes casos foi utilizado um passo de
tempo At = 2.0ms. A segunda malha do MEFE utilizara elementos de ordem 8 com a
mesma quantidade de elementos e de mesma dimensao que as do MEFE-6 tendo, porém,
desta vez 5041 nods, neste caso serd adotado um passo de tempo At = 1.0ms para satisfazer

as condigoes de estabilidade do método diferenga central.
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Figura 7 — Resultados da pressao hidrodindmica no fluido actstico.

Na Fig. 7 estao apresentadas as solugoes encontradas com ambos os métodos
juntamente com a solucao de referéncia obtida pelo MEF com uma malha refinada. Ao
analisar os resultados percebe-se que as curvas referentes ao MEFE tiveram uma melhor
aproximacao que a do MEF uma vez que esta ultima apresenta oscilagoes esptuirias em

algumas partes ao longo do tempo e certa defasagem em relacao a solugao de referéncia.

Nota-se entao que o MEFE apresentou uma precisao superior que o MEF ao uti-
lizar uma quantidade de nos igual. Assim, ao trabalhar com problemas desta natureza
(propagacao de onda) pode-se utilizar o MEFE de modo a economizar recursos computa-
cionais obtendo solugoes tao precisas quanto uma malha mais refinada do MEF (solugéao
de referéncia), isto devido ao fato de que quantidade de nds por comprimento da onda
do MEFE ¢ 4 enquanto que a do MEF padrao ¢é 20. E importante notar que mesmo a
quantidade de nés da malha do MEFE-8 é muito inferior que a utilizada para o célculo

da solucao de referéncia, a qual ultrapassa os 10000 nos.

Snapshots da variacao da pressao ao longo do dominio no instante t = 0.2s para o
MEF, MEFE-6 e MEFE-8 sao apresentados nas Figuras 8, 9 e 10, respectivamente.

E importante notar que o visualizador dos snapshots nao é préprio para polinémios
de ordem elevada, apresentando resultados interpolados linearmente entre os nés, o que
para o caso do MEFE-6 comprometeu a representagao correta da distribuicdo da pressao
(i.e. Fig. 9), que como pode ser visto nos resultados da Figura 7 foram bastante precisos,
neste sentido é importante comentar sobre trabalhos na érea como [72, 73]. Entretanto, é

possivel ver, precisa e nitidamente, a frente da onda de pressao ao longo do fluido actstico
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no snapshot correspondente ao MEFE-8 (i.e. Fig. 10), o qual foi obtido pelo mesmo

procedimento que o do MEFE-6, mas ao possuir mais nés ficou melhor representado.

Figura 8 — Snapshots para ¢ = 0.2s, mostrando as diferentes pressoes distribuidas no meio no
tempo considerado, obtido pelo MEF.

2.7.1 Coluna sélida

Este problema consiste numa barra solida de dimensoes a = 4.0m e b = 1.0m
engastada numa das extremidades e sujeito a um carregamento Heaviside (ou Degrau)

unitario atuando no lado oposto como esquematizado na Figura 11.

As propriedades do material sio £ = 100N/m? (médulo de Young ou de elasti-
cidade); v = 0.0 (coeficiente de Poisson); ps = 1.0kg/m?® (densidade), resultando num

modelo com velocidades vp = 10m/s (onda-P) e vg = 7.07m/s (onda-S).

Este exemplo tem como objetivo comparar a precisao entre o MEF e MEFE quando
submetido a circunstancias severas do ponto de vista numérico. Uma vez que a solucao
deste problema possui o campo de velocidades e tensoes descontinuo, sendo assim fre-
quentemente utilizado na literatura para testar a robustez de novos métodos por possuir

solugdo analitica, como visto em [74, 75, 76]:

(1) = % Z s % nfjl : 2(7:):)2%11 <(2” ;bl)”> cos <—(2” _22)”1’”” (2.55)

no qual x representa a posi¢ao horizontal do ponto A = (4,0.5).

Quando discretizado pelo MEF, a malha tera um total de 400 elementos e 451 nés,

enquanto que quando discretizado pelo MEFE, a malha possuirda um total de 8 elementos
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Figura 9 — Snapshots para ¢ = 0.2s, mostrando as diferentes pressoes distribuidas no meio no
tempo considerado, obtido pelo MEFE-6.
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Figura 10 — Snapshots para ¢ = 0.2s, mostrando as diferentes pressoes distribuidas no meio no
tempo considerado, obtido pelo MEFE-8.
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Figura 11 — Esbog¢o do modelo coluna sélida.

de ordem 5 e 153 nds, e 8 elementos de ordem 8 e 435 nés. O tamanho de passo de tempo
utilizado é de At = 0.006s e sera utilizada a regra do trapézio como esquema de marcha

no tempo (i.e., utilizando os valores a = 0, = 0.25 e v = 0.50 no esquema HHT).

Na Figura 12 estdao apresentados os deslocamentos horizontais no ponto A da
solugao analitica, MEF, MEFE-5 e MEFE-8, do problema proposto, e como pode ser

visto os resultados numeéricos estao de acordo com os encontrados na literatura.

Sol. de ref. MEFE-5
MEF o MEFE-8
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Figura 12 — Resultados do deslocamento horizontal da coluna sélida.

O comportamento oscilatério é tipico neste tipo de analise, resultantes das refle-
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x0es sucessivas que ocorrem das extremidades do modelo, estas reflexdes podem evidenciar
alguns aspectos numéricos dos métodos utilizados, como instabilidades e amortecimento
numeérico excessivo. Entretanto, mesmo utilizando elementos de ordem alta estes conse-

guiram representar de maneira correta os bicos presentes nas solugoes dos deslocamentos.

Como dito anteriormente, os campos de velocidades e tensoes neste problema pos-
suem solugoes descontinuas, neste sentido é interessante apresentar uma comparagao entre
as solucoes numéricas obtidas através da regra do trapézio e do HHT com amorteci-
mento numérico. Na Figura 13 sao apresentados os resultados numéricos das tensoes o,
para o ponto (0,0.5) obtidos pelo MEF utilizando a regra do trapézio e o esquema HHT
com amortecimento numérico (i.e., utilizando os valores « = —1/3, 8 = (1 — a)?/4 e
v = (1 —2a)/2 no esquema HHT).

Sol. de ref. —— MEF-HHT-a=1/3
MEF-Trapezio ——

25

6,, (N/m?)

05 | | -

A AR
AV

0 1 2 3 4 5
Tempo (s)

Figura 13 — Resultados das tensoes 0., no o ponto (0,0.5) obtidas pela regra do Trapézio.

A partir das curvas obtidas é possivel ver que o método HHT diminuiu o niimero
de oscilagoes espirias presentes nas curvas como pode ser visto mais claramente na Figura
14, que representa uma janela menor dos resultados, precisamente no intervalo [1.9s,2.9s].
Esta propriedade é de suma importancia para obter uma boa precisao nos resultados das

simulagoes numéricas realizadas posteriormente.
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Sol. de ref. —— MEF-HHT-a=1/3
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Figura 14 — Zoom dos resultados das tensoes o, no o ponto (0,0.5) obtidas pela regra do Tra-
pézio.
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3 ACOPLAMENTO ITERATIVO

Em termos gerais, uma técnica de acoplamento de interface iterativo consiste em
transferir alguma informacao, localizada em uma interface, da solucao obtida num dos
subdominios para o outro e vice-versa, até obter a convergéncia das variaveis de interesse
localizadas apenas na interface de interacdo. Assim, podem ser utilizadas distintas técni-
cas de discretizacao espacial, esquemas de marcha no tempo e passos de tempo distintos
para cada subdominio. Também é permitida a utilizacao de malhas nao coincidentes na
interface de acoplamento, desde que as condigoes fisicas de acoplamento sejam satisfeitas

no fim do processo iterativo.

Introdutoriamente, o método de acoplamento iterativo sera aplicado a problemas
onde ocorre o acoplamento de interface do tipo solido-solido, para em seguida ser aplicado
a problemas do tipo sélido-fluido. No acoplamento sélido-sélido um dos subdominios
sera discretizado pelo MEF enquanto o outro sera discretizado pelo MEFE, também sera
apresentado o método de relaxa¢ao dinamica dos valores das variaveis na interface de

interacao.

Em seguida sera apresentado o procedimento de acoplamento MEF-MEFE para
o problemas do tipo sélido-fluido no dominio do tempo. Inicialmente a metodologia sera
restrita ao caso onde sao utilizados passos de tempo iguais em ambos os subdominios e em
sequencia a metodologia serd expandida para o uso de passos de tempo distintos, onde sera
apresentado o esquema de subcycling proposto. No préximo capitulo sera realizada uma
comparag¢ao com os métodos tradicionais onde serd demonstrado uma maior velocidade

de convergéncia.

3.1 Acoplamento de interface do tipo sélido-s6lido MEF-MEFE

Como apresentado nos capitulos anteriores, a pesquisa por metodologias de aco-
plamento de interface é muito grande e estd presente em varias areas da ciéncia. Esta
sessao concentra-se em problemas onde ocorre acoplamento de interface entre dois sub-
dominios governados pelo mesmo fenémeno fisico, a dizer, governados pela equacdao da
elastodinamica. Existem problemas nos quais pode ser oportuno a utilizagdo de um es-
quema de discretizacao especifico ou a utilizagao de distintos tamanhos de passo de tempo
em determinadas regides do dominio, de forma a obter melhores resultados como ja co-
mentado anteriormente. Na Figura 15 esta esquematizado um problema de divisao de
dominio no qual ¢é utilizado o MEF para modelar a parte do dominio onde ocorre um furo
e o MEFE no restante dele, de forma a poder usufruir da alta precisao com baixo custo

computacional do MEFE modelando de modo mais preciso o furo através da versatilidade
do MEF.

Na sec¢ao 2.2, foi apresentada a modelagem de sélidos onde ocorre acoplamento de
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Figura 15 — Acoplamento entre subdominios discretizados com metodologias distintas (MEF-
MEFE) e de um mesmo sistema fisico.

interface com um meio fluido, nesta se¢ao, serao apresentadas as condigoes de equilibrio
e continuidade para problemas de acoplamento soélido-sélido, as quais sao impostas na

interface de interacao I'f,, vista anteriormente na Eq. (2.10), como a seguir:

Til + Tl'z - O

} em 'y, X I, (3.1)

1 2 _

nestas equagoes, o indice numérico 1 e 2 é referente a cada particdo do dominio sélido,
i.e., sem perda de generalidade, nos restringimos a divisao do dominio 2 em apenas dois
subdominios €2 e {25, como esquematizado na Figura 16, onde a linha tracejada é referente

ao contorno I'y,.

Figura 16 — Subdominios fisicos e condigbes de contorno.

3.1.1 Acoplamento iterativo e parametro de relaxacao 6timo

A fim de simular corretamente a interacao entre os subdominios do problema
elastodindmicos é utilizado um procedimento do tipo iterativo. KEste processo consiste
em impor as condi¢ées de contorno de Dirichlet na interface de acoplamento de um dos

subdominios, permitindo sua resolucdo, e em seguida calcular as tragoes superficiais na
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interface de acoplamento as quais serdo transformadas em forgas superficiais que serao
tratadas como condi¢do de contorno de Neumann no outro subdominio, em seguida as
varidveis relevantes (deslocamentos e tragoes) sao recalculadas iterativamente permitindo

tratar os subdominios de forma independente.

Como pode ser visto, ndo existe nenhuma restri¢do em relagdo ao método de dis-
cretizacao utilizado, assim, através deste procedimento pode-se aproveitar as vantagens do
MEFE em algumas regides do dominio mais regulares e a facilidade do MEF em aproximar
as regioes de geometria mais complexa, de forma viavel, uma vez que o acoplamento itera-
tivo é eficiente e de facil implementagao como sera visto a seguir. Ainda, com o processo
de subcycling tradicional na analise do dominio do tempo é possivel utilizar tamanhos de

passos de tempo distintos em cada subdominio [50].

Como comentado anteriormente, um ponto muito importante neste tipo de aproxi-
macao € a escolha do parametro de relaxacao A, que é aplicado nas variaveis relevantes na
interface de acoplamento, e do qual depende a convergéncia do método e a velocidade com
o qual converge. Nesta se¢ao sera apresentado um parametro de relaxacao étimo calculado
a cada iteracao, o qual consiste em minimizar o funcional do erro quadratico das varidveis
relevantes como visto em [15, 16], o que por sua vez, é de baixo custo computacional como

serd mostrado a seguir.

A fim de se obter um parametro de relaxa¢ao 6timo, considera-se o seguinte fun-
cional para o erro dos deslocamentos no passo de tempo [ + 1 entre as iteragoes k + 1
e k, ie., ULtk o ULFLE regpectivamente com os valores nodais localizados apenas na

interface de acoplamento:

L) =[u;" =Gy, (3:2)
onde UFtl = \UF 4 (1 — \)U* e UF = AU 4 (1 — \)U*! sdo os vetores deslo-
camentos ponderados e UKt* e UkTA~1 o5 vetores deslocamentos calculados a partir da

iteracdo anterior aos mesmos. A partir dos quais obtém-se a seguinte expressao:
L(A) = [AWF 4 (1 = )WHJ2,

(3.3)
= N[[WF 2 4 20(1 — \)(WF WF) + (1= A)?[WFH|%,

no qual o produto interno é dado por (-,-) = || - ||* e as varidveis Wr+* = UFtA _ Uk+A-1

e WF = U* — UF! s30 utilizadas.

Diferenciando o funcional da Eq. (3.3) com relagao a A e igualando a zero, obtém-
se:
AW 4 (1 = 20) (WA W) 4 (A = 1) [W"[[* = 0, (3.4)

Apéds a aplicacao de alguns calculos matematicos obtém-se, a expressao final para calcular
o parametro de relaxacao dindmico ¢é obtida:
Wi, Wi — Wi

A=l
W — W2

(3.5)
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Como pode-se observar a expressao para calcular o parametro de relaxacao é sim-
ples de implementar e possui um custo computacional minimo, podendo ser realizado a
cada passo de iteragao [16, 77]. O valor do pardmetro de relaxa¢do no primeiro passo de
iteracao sera A = 0.5 como feito em [15, 78], além disso, serd utilizado o critério 0 < A <1
como em [11] para melhorar a convergéncia dos resultados; quando o pardmetro de rela-

xacao calculado nao esteja neste intervalo sera repetido o valor obtido do passo anterior.

3.1.2 Acoplamento espacial — passos de tempo com tamanhos iguais

Classificando os subdominios €2; e {23 como mestre e escravo respectivamente, e
assumindo estar no passo de iteracao k + 1, e de tempo [ + 1 para ambos o subdominios,
usando passos de tempo de tamanhos iguais em ambos os subdominios, apresenta-se
detalhadamente a método utilizado e a sequéncia de passos a serem seguidos, assim como
um fluxograma na figura 17, a fim de facilitar a compreensao do esquema iterativo:

[ - Calcular Ull+1’k+)‘:

I+1,k+A
U1+,+

E calculado em todo o subdominio incluindo a interface de acopla-

—e
1

mento ', a partir do sistema de EDO da Eq. (2.45) utilizando as forgas de

. ) . I+1,k
acoplamento do passo iterativo anterior F [Z ~em

i- B aplicada a relaxagao nos valores da interface:
SRR s (1— )\>U11+1,k7 (3.6)

i - E calculado o parametro de relaxagao segundo a Eq. (3.5) para o préximo passo

de iteracao;

iv - Utiliza-se o mapeamento inverso dos pontos nodais x = (z,y) € I'j;, corres-

pondentes a malha de €y nos elementos da malha de €2; a fim de interpolar

1+1,k+1 rTl+1,k+1
Ul-‘r,"r 2+7+

os valores de para obter os valores de U na interface de acopla-

mento, como serd apresentado nas proximas sessoes;
I+1,k+1
IT - Calcular UsH

I+Lk+1
5 "1 na interface de aco-

i - Os valores interpolados dos deslocamentos nodais U
plamento, sao entao considerados como condigoes de contorno prescritas na
interface de interagao e o problema referente ao dominio €2, é entao resolvido,

I4+1,k+1
2

obtendo-se semelhantemente os valores de U para o restante do dominio;

1kl
IZ " na interface

ii - Sao calculados os valores das forcas de superficie nodais F
de acoplamento I'j;;, correspondente a €25, a partir dos deslocamentos nodais
I+1,k+1 P .
U5 " (como serd visto a seguir);

e , . I+1,k+1
iii - Utiliza-se o método de mapeamento inverso para obter F IZ P em O
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iv - Faz-se a checagem de convergéncia associada ao processo iterativo:

HUlJrl,kJrl . UlJrl,kH
2 2 <e
HUl2+17k+lH

(3.7)

e caso ocorra, atualizam-se as grandezas e parte-se para o préximo passo de
tempo; caso nao ocorra, prossegue-se para o proximo passo iterativo, neste
trabalho foi adotado € = 1077 .

Os calculos correspondentes ao subcycling no tempo e ao mapeamento inverso
serao apresentados na proxima secao no ambito do acoplamento sélido-fluido, sendo estes

realizados analogamente ao caso sélido-sélido.

—p| Calcular U1K | g
v

Relaxar U,'Ttk+1

v

Calcular A

v

Calcular U,/ t1k+1

v

Calcular U,'+1k+1

v

Calcular Fitj'+1k+1

k=k+1

Até
convergénci

t=t+At

Figura 17 — Fluxograma do esquema iterativo
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3.1.2.1 Forcas de superficie

Na literatura podem ser encontrados varias métodos de pods-processamento dos
valores nodais de deslocamento para a obtencdo de tensoes nodais, os quais consistem
basicamente em, ou extrapolar os valores obtidos nos pontos de integracao para pontos
nodais ou calcular diretamente os valores nodais, sendo o primeiro mais utilizado por
possuir melhor precisao quando usados elementos quadrilaterais e pelo qual seréd utilizada
uma técnica com este enfoque para este trabalho. A partir destas tensoes nodais é que
serao obtidas as forcas de superficie desejadas, é preciso ressaltar que esta area de pesquisa

ainda estd em aberto.

Sabendo-se que, para cada vetor deslocamento local Ug’Hl’kH do elemento e, existe
a relacao:
~ he _ e,l+1,k+1
°(§) = D2VN() Uy ; (3.8)

A she ahe ah R < -
na qual &™° = [615° 60 675°]7, e a qual é obtida da relacio deformacao-deslocamento e

tensao-deformacao ja apresentadas anteriormente.

Uma vez que apenas é exigido que o campo de deslocamentos seja continuo (aproxi-
magoes do tipo C?), no campo de tensdes pode vir a ocorrer saltos nos valores localizados
nas interfaces entre elementos, i.e., para cada n6é que pertenga a mais de um elemento
poderao existir valores distintos vindos de cada um deles. A fim de obter resultados con-
tinuos do campo de tensoes ao longo do dominio, este é extrapolado utilizando as fungoes
base, i.e., Jflj = Naij, onde UZ- € R é a expansao de cada componente do vetor de ten-
soes 6™ ao longo do dominio Q, N € R™ é o vetor contendo as funcdes base globais e
o;; € R™ é o vetor de tensoes nodais a ser encontrado (perceba que é um vetor de valores
nodais para cada componente do vetor de tensoes), de modo que num sentido integral
tenha-se:

/ NTNdQo,, = / N7t dQ,
Q Q
[ NNz = [ NTolya0, (3.9)
Q Q
/NTNanlg = /NTO'?QdQ,
Q Q
resultando no seguinte sistema para cada componente do vetor de tensoes continuo:

Mo;; = o (3.10)

ij
onde a matriz de massa M ¢ diagonalizada a fim de diminuir o esfor¢co computacional ao

resolver o sistema.

Apoés obter as tensdes, calculam-se as forcas de superficie nodais em funcao do

vetor normal n a cada elemento:

T| = 011N + 012N, (3.11)

Ty, = 019N + T22N2,
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e entdo o vetor de forcas iterativas, para o acoplamento sélido-solido, resulta em:

F, = / N7 7,dD g, (3.12)

Tre,

No proximo capitulo serao apresentados experimentos numéricos de problemas

onde ocorra acoplamento sélido-solido.

3.2 Acoplamento de interface do tipo sélido-fluido MEF-MEFE

Apos apresentar os calculos correspondentes ao acoplamento iterativo solido-sélido,
¢é a vez de estender este procedimento para o caso de um acoplamento de sistemas fisicos
distintos. A seguir serd apresentado o método de acoplamento iterativo sélido-fluido e um

passo-a-passo analogamente ao realizado para o caso anterior.

3.2.1 Acoplamento espacial — passos de tempo com tamanhos iguais

Quando os passos de tempo de ambos os subdominios possuem tamanhos iguais
(i.e. Aty = At,) nao se tem uma regra que determine qual dos subdominios serd escolhido
como mestre ou escravo. Entretanto sera escolhido o subdominio fluido como mestre e o
subdominio sélido como escravo no sentido de que o primeiro serd analisado primeiro e
sera discretizado pelo MEFE que possui elementos de tamanho maior, esta escolha sera
melhor justificada para o caso no qual sejam utilizados tamanhos de passos de tempo

distintos.

No procedimento de acoplamento iterativo, os calculos correspondentes ao k-ésimo

passo de iteragao no [-ésimo passo de tempo sao os seguintes:

I - Calcular P"1A+L — subdominio fluido:

i - Os fluxos de superficie na interface de acoplamento sao calculados, tomando
em conta a contraparte discreta do tltimo termo das Eqs. (2.3) e (2.5), utili-
zando os ja calculados (do passo iterativo anterior) valores nodais da aceleracao
na interface de acoplamento, i.e. U no qual a barra superior se refere a

interface de acoplamento, o que resulta em:
i = [ Nfigg ™ HhE = —gpy [ NPnNGUSRIE, (3.13)
4 4

na qual N, representa o vetor das fungoes de interpolacao referentes ao sub-
dominio fluido (MEFE) ou sélido (MEF) de acordo ao indice f ou s respecti-
vamente, e ny representa o vetor normal exterior a superficie do subdominio
fluido. A integral de contorno anterior é calculada numericamente por um

procedimento de mapeamento e interpolacao descritos na sequéncia.
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ii - Os novos valores nodais da pressiao P™1F*! 530 entdo calculados de forma
acoplada no subdominio fluido pelas Egs. (2.33)-(2.50)

II - Calcular U4+ — subdominio sélido:

i - As forcas de interagdo na interface sao calculadas, tomando em conta a contra-
parte discreta dos tltimos termos das Eqs. (2.10) e (2.20) utilizando os valores
nodais da pressao na interface de acoplamento obtidas no passo I, i.e. PH1A+1
resultando em:

Fi = | N = /F NIn/N,PHFHr, (3.14)
It It

ii - Os novos valores nodais da aceleracio, denotados por U1+ 530 calculados

entdo no dominio sélido de forma acoplada e dada pelas Egs. (2.45) e (2.50).

iii - Classicamente, neste passo é utilizado um esquema de relaxacao aplicado aos
valores nodais da aceleragao na interface de acoplamento a fim de garantir e/ou

acelerar a convergéncia do processo iterativo, i.e. é realizado o seguinte célculo:

I'—'Jl+1,k+1 _ )\['—'Jl+1,k+,\ +(1— )\)fjlﬂ,k (3.15)
no qual Ut LA+ representa as aceleragoes previamente calculadas (nao-relaxadas).

iv - Em seguida, o pardmetro de relaxacao A é atualizado de forma adaptativa para
ser utilizado no proximo passo de iteragao, o calculo deste sera apresentado

posteriormente.

Uma vez que o critério de convergéncia é atingido dentro do passo de tempo, os ve-
tores nodais U, U e P sao atualizados em seus respectivos subdominios, e o procedimento

iterativo é reinicializado para o proximo passo de tempo.

E importante ressaltar que na inicializagdo do processo iterativo (primeiro passo de
iteragdo), o subdominio fluido é analisado isoladamente de forma que os fluxos da superfi-
cie na interface de acoplamento sdo considerados nulos (veja a Eq. (3.13) com aceleragoes
nulas), em sequéncia, o dominio sélido é analisado da forma como foi apresentado anteri-
ormente de acordo com a Eq. (3.14). O critério de convergéncia adotado para o processo

iterativo ¢ definido como a seguir:

H[j-l+1,k+1 . tj—z+17k|‘
<€

”fjl+1,k+1 I

: (3.16)

com € sendo uma tolerancia a definir.
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3.2.1.1 Calculo numérico das integrais na superficie de acoplamento

Nesta sessao serao apresentados os métodos de mapeamento inverso e de inter-
polacao dos valores nodais na interface de acoplamento mencionados anteriormente, de

forma a avaliar corretamente as integrais das equagoes Eqgs. (3.13)-(3.14).

Ao focar na integral da Eq. (3.14), os seguintes passos sao realizados:

1. Os pontos de integracao de Gauss da integral de contorno sao mapeados do dominio

de referéncia para o contorno fisico do elemento I'j;,, os pontos cinzas na Figura 18;

2. Uma vez conhecidas as coordenadas fisicas dos pontos de Gauss no contorno, sao
identificados os elementos espectrais €1, cujo lado pertencente a interface de aco-

plamento, chamado de I'y,, possua os pontos recém mapeados;

3. Tendo identificado os elementos espectrais, é realizado um mapeamento inverso (que
seré explicado na sessdo 3.2.1.2) e em seguida a interpolagdo dos valores nodais da
pressao ao longo de I'y,, utilizando as préprias fungoes de interpolagao do MEFE
unidimensional no dominio de referéncia, possibilitando assim a realizagao direta da

integragao numérica no contorno;

este procedimento estd ilustrado na Figura 18, e seu calculo serd apresentado na secao a

seguir.

xel @ .—I
an FI‘cn->F4
X e o o]

Figura 18 — Esbogo do mapeamento inverso dos pontos de integragdo da Eq. (3.14); os pontos
pretos representam os nés de malha, os pontos cinzas representam os pontos de
integracdo mapeados em I'f;, e os pontos vazios representam os pontos em I'y, a
ser inversamente mapeado ao dominio espectral de referencia

Ao utilizar uma aproximagao subparamétrica para o MEFE (i.e., fungbes de in-
terpolagdo de alta ordem porém com elementos quadrilaterais bilineares) o mapeamento
inverso recai no mesmo caso que o MEF, uma vez que sdo utilizadas as mesmas fun-

¢Oes para o mapeamento, e um processo semelhante serd realizado para a integral da Eq.
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(3.13). Se fazendo necessaria uma melhor representagao da geometria do contorno, po-
dem ser utilizados esquemas de mapeamento mais complexos como comentado na se¢ao
anterior. Entretanto, geralmente nao serd possivel obter uma expressao explicita para o
mapeamento inverso, o qual podera ser realizado eficientemente pelo método de Newton-

Raphson por exemplo, nao afetando o resto do esquema.

Um esboco deste procedimento esté ilustrado na Figura 19, perceba que neste caso,
os pontos de integragdo GLL coincidem com os pontos nodais do elemento espectral como

explicado na sessao anterior.

Lo o o Xl +
po o eslymlie Qg
1l Xer—+

Figura 19 — Esboco do mapeamento inverso dos pontos de integragao da Eq. (3.13); os pontos
pretos representam os nés de malha, os pontos cinzas representam os pontos de
integracdo mapeados em I'y, e os pontos vazios representam os pontos em I'jy, a
serem inversamente mapeados ao dominio de referencia

7

3.2.1.2 Mapeamento inverso unidimensional

Aqui serd apresentado o cdlculo do mapeamento inverso (i.e., apenas o terceiro
passo da sequéncia apresentada anteriormente) referente a Figura 18. Perceba que o
mapeamento inverso para um dos lados de um elemento quadrilateral isoparamétrico
linear (i.e., para o caso do MEF) recai no caso unidimensional linear e serd tal que F ! :
1t — Aip, de forma que I'py, representa o lado do elemento €, coincidente com a
interface de acoplamento I'y, e Ajp = [—1,1]. Assim, sendo x, = (z,y) um ponto de
integragao mapeado ja em 'y, — ', (veja a Fig. 19), o seu mapeamento inverso de

forma que ', — A1p é dado por

2@ +y) — (v1 + 22+ y1 + Yo)

, (3.17)
To— X1+ Y2 —

£ =

tendo X., = (21,41) € Xe, = (%2,y2) as coordenadas dos ndés do elemento €2, em T'fyy,

como descrito na Fig. 19.
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3.2.1.3 Parametro de relaxag¢ao dinamico

E conhecido na literatura que a escolha correta do parametro de relaxacao seja este
dindmico ou nao, ¢ de suma importancia para a velocidade de convergéncia dos métodos de
acoplamento iterativo, chegando muitas vezes a garantir a convergéncia nos resultados.
Os valores que este pardmetro assume depende da densidade das malhas (numero de
elementos e nds na interface de acoplamento), condi¢oes de acoplamento, propriedades
do material e a geometria dos subdominios [9, 11, 14]. Assim, estudos foram dirigidos a
fim de melhorar o desempenho obtido através deste pardmetro como pode ser visto em

[16, 77, 17, 18], onde é proposto alguns esquemas de relaxagdo dindmica em problemas.

Como feito para o caso solido-sélido, neste caso também serd utilizado um parame-
tro de relaxacao A\ baseado na minimizag¢ao do funcional do erro quadratico das variaveis
relevantes na interface de acoplamento, conforme descrito em [15, 79, 77]. Desta vez,
porém, o funcional estarda em funcao das acelera¢des no subdominio sélido no passo de
tempo [ + 1 e em relagdo aos passo iterativos k 4+ 1 e k, ficando desta forma a seguinte
expressao:

£(>\) — Hfjl+1,k+1 o [:Jl+1,kH2’ (318)

no qual I'j-l+1,k+1 _ )\I'jl+1,k+>\ +(1- )\)I'j-lﬂ,k o tjl+1,k _ )\I'jl+1,k+,\—1 F(1— )\)I'jl+1,k—1
sao as aceleracoes nodais relaxadas e UltlA+A ¢ UHLEHA-L a9 aceleracoes nodais nao-
relaxadas (obtidas diretamente do sistema de EDO), ressalta-se novamente que apenas os
valores no contorno de interagao sao utilizados para calcular A, assim como na aplicacao

do relaxamento das variaveis em si, desta forma chega-se na seguinte expressao:

L) = [AWF+ (1= HWH?,

—WER 4 201 WS W) + (LW,
na qual (-, -) = || - [|* e com as varidveis WA = UL _ AL o W = ULk -
U*#=1 Derivando o funcional em relacdo a A e igualando a zero, obtém-se:

ATWHRFA12 4 (1 = 20) (WF WHR) + (A = 1)[|[WF|? = 0, (3.20)
e finalmente obtém-se a expressao final do pardmetro de relaxacao:
- (WE, WE — W) (3.21)

[WE — W2
analogamente ao realizado na sessao anterior.

Observa-se apenas que, a diferenga do caso sélido-sélido visto anteriormente, um
valor perto de um (1.0), mais especificamente A = 0.9, é utilizado no primeiro passo de
iteracao e que nao serao aplicadas restri¢oes enquanto ao valor de A, uma vez que notou-se

uma melhora na convergéncia, como serda comentado no capitulo seguinte.
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3.2.2  Subcycling no tempo — Passos de tempo distintos

Neste trabalho, além do acoplamento iterativo entre o MEF e MEFE, é apresen-
tado um esquema que melhora a eficiéncia deste método, entretanto é ressaltado que
este esquema é aplicavel apenas para o caso de utilizar diferentes tamanhos de passos
no tempo nos distintos subdominios permitindo nao utilizar do parametro de relaxacao.
Assim sendo, é preciso notar que quando nos refiramos ao caso de passos de tempo iguais
futuramente, estaremos nos referindo ao esquema tradicional com relaxacao apresentado

previamente.

Neste sentido, com a possibilidade de utilizar tamanhos de passos de tempo dis-
tintos, podem-se escolher tamanhos de tempo ideais de forma a melhorar totalmente a
eficiéncia do algoritmo. Desta forma, como mencionado anteriormente, é feita a esco-
lha de uma subdominio intitulado mestre e outro escravo. Uma vez que numa grande
parte dos casos de acoplamento sélido-fluido a velocidade da onda-P no sélido resulta ser
maior que a velocidade de propagacao de onda no fluido, se faz preciso utilizar passos de
tempo menores dentro do dominio sélido, desta forma fica definido como dominio mestre

o subdominio fluido e como escravo o subdominio sélido.

rm n < umin ue encontra-se n uinte situacao:
Desta forma, sendo At, < Aty, e ass do que encontra-se na se te situacao
tr1 < tsiy1 < tyi41, 0s passos apresentados a seguir devem ser adicionados aos descritos

previamente na secao 3.2.1 a fim de avaliar as integrais de contorno:

e Extrapolacao de Uk subdominio fluido:

i- No calculo da integral de contorno da Eq. (3.13), no dominio fluido uma extra-
polacao no tempo constante para a aceleragao dos valores nodais sera realizada.
Neste trabalho, é proposto que seja extrapolado apenas os valores obtidos no
primeiro passo de iteracdo, i.e. serd substituido UHh por U pa Eq. (3.13)

obtendo a seguinte igualdade:
6(l+1)‘ka+1 = I:j(l'*‘l)\s,l, (322)

Nos esquemas tradicionais de interpolagao/extrapolagao temporal, os valores
nodais da aceleracao na interface de acoplamento sao interpolagao/extrapolados

a cada passo iterativo, de forma a obter:

Ul kel — gDlsk (3.23)

Perceba que a quantidade de vezes que os valores nodais da aceleragao sao
atualizados para a realizacao da solugdo numérica no dominio fluido depende
da quantidade de subpassos no tempo adotados, i.e, se Aty = aAt,, os valores

da aceleragao serao atualizados a vezes no dominio fluido até os instantes de
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tempo coincidirem ou seja quando ts;41 = t;11. Um esbogo do esquema de

extrapolagao utilizado pode ser visto na Figura 20

ii - A marcha no tempo no dominio fluido s6 avanca quando o instante de tempo
do solido coincide com o fluido, entdo o vetor dos valores nodais da pressao P

¢ atualizado e o processo iterativo recomeca para o proximo passo de tempo.

[‘—'J(1+1)|S,1 l‘—‘J(1+1)|f,k+1

® O

ts,1+1 tf,1+1

At,

Figura 20 — Esboco do esquema de extrapolacio dos valores nodais U¢HDIs! no qual os pontos
pretos representam os valores conhecidos e o ponto vazio os valores obtidos pelo
esquema, perceba que Ats/ =tfie1 — tsit1

I+1)]s,k+1

e Interpolacio de P( — subdominio sélido:

i - Nos calculos envolvendo a integral de contorno da Eq. (3.14), no dominio sélido,
sao utilizados os valores nodais da pressao que foram recém obtidos e sao
linearmente interpolados no tempo com os valores obtidos no passo de tempo

anterior P!7 de forma a obter para o atual passo iterativo a seguinte expressio:

Pkt — (1 — g) Plr 4 cPUHDIAHL (3.24)

lsit1 — Ly
Aty
interpolagao utilizado. Assim, a integral de contorno da Eq. (3.14) é calculada

substituindo PUTDA+1 por PU+Dlsk+1,

na qual e = . Na Figura 21 pode ser visto um esboco do esquema de

ii - Uma vez obtida a convergéncia dos resultados, os outros vetores de valores
nodais, i.e. U e U, sao atualizados e é dado um passo pra frente no tempo no

esquema de subcycling.

Ao utilizar este esquema de extrapolacgao simples, dado pela Eq. (3.22), podem ser

citadas as seguinte vantagens: i) os passos II-iii e II-iv descritas na se¢ao 3.2.1 podem ser
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P1+1 Jk+1

P(1+1)|S’k+1 :

At

Figura 21 — Esbogo do esquema de interpolacao dos valores nodais PUHDIsk+1 16 qual os pontos
pretos representam os valores conhecidos e o ponto vazio os valores obtidos pelo
esquema

pulados, i.e., ndo se faz mais necessaria a utilizagdo de pardmetros de relaxagao, ii) possui
uma implementagdo computacional direta e eficiente, e iii) a convergéncia é obtida com
uma quantidade menor de passos iterativos, como serd mostrado na secao de exemplos

numéricos a seguir.

Na figura 22 é apresentado um fluxograma do esquema de acoplamento iterativo.

Calcular Q(+DIsk+1 ts=ts+Ats tf=tf+Atf

k=0 k=0
/

Verificar
convergéncia

Figura 22 — Fluxograma do esquema iterativo.

Calcular p*1k+1 Calcular pl+DlIsk+1 Calcular A

\

k=k+1

Calcular Q(+DIfk+1
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4 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Neste capitulo, serao apresentados exemplos numéricos a fim de ilustrar a efeti-
vidade e potencialidade do método de acoplamento iterativo MEF-MEFE. Inicialmente
serao apresentados trés exemplos numéricos referentes ao acoplamento sélido-sélido, todos
os casos consistem no modelo da barra engastada utilizada no exemplo anterior, porém
com variagoes na dire¢ao do carregamento, além disso, no tltimo caso sera adicionado um
furo no subdominio discretizado pelo MEF, a fim de demostrar a versatilidade e precisao
do acoplamento iterativo num modelo mais complexo. Em seguida serao apresentados dois
exemplos referentes ao acoplamento iterativo sélido-fluido propriamente dito, o primeiro
consiste numa coluna solido-fluida sob carregamento num dos extremos e preso no outro,
semelhante ao caso da barra engastada, no qual sera analisado a precisao do método ao
utilizar o esquema de subcycling variando os tamanhos do passo de tempo nos subdomi-
nios. O segundo exemplo, é um pouco mais complexo e realista, representado por uma

barragem retendo a dgua de um lago de armazenamento.

4.1 Acoplamento solido-sélido

O modelo utilizado para os dois primeiros exemplos pode ser visto na Figura 23, o
qual consiste numa barra retangular engastada em uma de suas extremidades e a extre-
midade oposta estando sob a influéncia de uma carga distribuida de forma uniforme ao
longo desta e cuja variagdo no tempo é dada por f(t) e cuja dire¢ao 6 é dada de acordo ao
problema proposto. Na Figura 23, também é possivel observar a interface de acoplamento,
as dimensoes com a = 4m e b = 1m do dominio global. Ainda, é possivel ver a localizacao
espacial do ponto A = (4,0.5), no qual serdo obtidos os resultados dos deslocamentos,

sendo que o ponto de origem encontra-se no canto inferior esquerdo da barra.

T
b i+ Q1 - ) THHAL (D)
] I o

a/2 a/2

Figura 23 — Modelo da barra engastada correspondente ao problema 2.

A malha do MEF possui o total de 200 elementos quadrilaterais e bilineares de
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comprimento [, = 0.1m com 231 nés, ja a malha do MEFE é composta por 4 elementos
espectrais de ordem p = 7 com 225 nds, possuindo uma quantidade de nds proxima a
malha do MEF como mostrado pela figura 23. Ressalta-se que, para estes problemas as

malhas nao possuem nés coincidentes na interface de interacgao.

Os casos abordados serao:

e Caso 1 - considera-se uma fungao f(t) do tipo Heaviside unitéria unicamente na
direcao x com 6 = 0 graus, recaindo num problema de propagacao de onda plana

(Coluna sélida do exemplo anterior).

e Caso 2 - considera-se um carregamento de mesma amplitude em ambas as dire¢oes

x —y com 0 = 45 graus e uma fungao f(¢) do tipo senoidal.

e Caso 3 - serd abordado o caso onde a barra apresenta um furo no subdominio
referente ao MEF, este furo tem um raio de 0.35m e seu centro esta localizado no
ponto (3.0,0.5) como representado na Figura 24, e sera aplicado um carregamento

igual ao do caso 2.

() (27

oo ' T

ww,
AR
=

)

1

o
NN

>

Figura 24 — Modelo da barra engastada com um furo correspondente ao problema 3.

Serd utilizado o método de Newmark de primeira ordem com amortecimento (i.e.,
utilizando os valores @« = 0, # = 0.30 e v = 0.60 no esquema HHT) em ambos os
subdominios e o passo de tempo de referéncia sera Aty = 0.002s. No primeiro caso
sera utilizada a solugao analitica apresentada anteriormente como solu¢ao de referéncia,
ja nos dois tultimos casos, sera utilizado o resultado obtido com uma malha refinada do
MEF como solugao de referéncia. Ainda, o valor da tolerancia utilizado no processo de

acoplamento iterativo serd de e = 1077,
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4.1.1 Caso-1

Neste caso, as constantes dos materiais sdo dados por: p; = ps = lkg/m3, vy =
vy = 0.0, By = Ey = 10°N/m?, resultando nas velocidades V, = 10.0m/s e V; = 7.07m/s.
Como comentado no exemplo anterior este problema é considerado muito severo do ponto

de vista numérico, uma vez que possui velocidades e tensoes descontinuas no tempo,

Sol. de ref. —— Aty=Aty, o At =4At,
0-09 T T T T
0.08 | ) -
- oY oY ;
E o077t j[ X& f \ v .
£ 006 | N 74 / 1
§ 7oA R ]
S 005 { \ / 4 ] 1
o) )\ o
£ 004 f 3 7 1 9 ]
]
S ({ “ ; 9 ¢ 8
S 003} 4 \ / A
° ! 1 ; 4 4
8 o002} f 3 77 1 ] 1o
, 4
001 |/ 4 JT 4] 14
' B q‘v7 b
0 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5

Figura 25 — Resultados do deslocamento horizontal para o ponto A.

Na Figura 25 é possivel ver as curvas temporais dos deslocamentos horizontais
resultantes da solucao analitica e do MEF-MEFE. Como é possivel observar, as solucoes
obtidas possuem curvas com comportamentos idénticos, sofrendo no fim do tempo de
analise uma pequena defasagem com relagdo a solugdo analitica e a do MEF. Ainda,
perceba que a solugao nao perdeu precisao ao utilizar passos de tempo distintos em cada

um dos subdominios.

4.1.2 Caso-2

Para este caso, as constantes dos materiais sdo dados por: p; = py = lkg/m3,
v, = vy = 025, By = By = 102N/m? e a fungdo f(t), em ambas as diregoes = — vy, é

definida como

ft) = {Sen (mt), set <1 (4.1)

0, set>1

Nas Figuras 26 e 27 é possivel ver as curvas temporais dos deslocamentos hori-

zontais e verticais resultantes, respectivamente, em conjunto com a solugao de referéncia
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correspondente, a qual foi obtida utilizado um modelo de dominio tinico com 400 elemen-
tos quadrilaterais. As curvas referentes aos resultados dos deslocamentos horizontais e
verticais do acoplamento MEF-MEFE possuem comportamento semelhantes ao inicio do

tempo de analise, perdendo precisao levemente no decorrer do tempo.

Solucao de ref.

At-l =At2 [ ]

Deslocamento horizontal (m)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Tempo (s)

Figura 26 — Resultados do deslocamento horizontal para o ponto A.

Na Figura 28 sdo apresentados gréaficos de barra (histograma) que representam
porcentagem de passos de iteracao necessarios para atingir a convergéncia por passo de
tempo, i.e, para cada passo de tempo o nimero de passos de iteracao varia, todos estes
valores sao armazenados e no fim é verificada quantas vezes cada um deste valores se
repetiu ao longo de todo o tempo de analise. Nota-se nestes graficos que a quantidade de
iteragdes necessarias pra convergéncia quando At; = At, fica concentrada entre 2 e 3 com
perto de 40% e 43%, respectivamente; ja para o caso onde At; = 5Aty os valores ficam
concentrados entre 1 e 4 com perto de 40% e 30%, respectivamente, apresentando valores
bem proximos e indicando robustez no método ao lidar com a variacao do tamanho de

passo de tempo.

Na Figura 29 gréaficos de barra também sao apresentados, desta vez representando
os valores obtidos para o parametro de relaxacao A ao longo de todos os passos iterativos
através da Eq. (3.5). Perceba que estes valores ficaram préximos de um (1.0) tanto
para o caso onde At; = Aty quanto para o caso onde At; = 5At,. A escolha do valor
A = 0.9 como valor inicial para os proximos experimentos numéricos, como comentado

anteriormente, foi motivada a partir destes graficos.
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Solucao de ref. Aty=b5At, -
At1 =At2 [
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Tempo (s)
Figura 27 — Resultados do deslocamento vertical para o ponto A.
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Figura 28 — Distribuicdo do niimero de iteragbes em cada passo de tempo ao longo do tempo de
andlise quando Aty = Aty e Aty = 5A¢,.
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Figura 29 — Distribuicao do valore de A em cada passo de iteracao ao longo do tempo de analise
quando At; = Aty e Aty = 5ALs.

Na Figura 30 sao apresentados snapshots do médulo do deslocamento ||u|| assim
como a deformacao sofrida pela barra em diferentes instantes de tempo, a fim de mostrar
o comportamento do sistema acoplado como um todo a medida que o tempo avanga. No
segundo snapshots, é possivel ver claramente o cumprimento da condi¢ao de continuidade

através da interface de interacao.

4.1.3 Caso-3

Este exemplo consiste no mesmo modelo fisico do caso-2, no qual serd adicionado
um furo no subdominio correspondente ao MEF, como visto na Figura 24. Nas Figuras 31
e 32, respectivamente, é possivel ver as curvas temporais dos deslocamentos horizontais
e verticais resultantes em conjunto com a solucao de referéncia correspondente, obtidas
no ponto B = (3.35,0.5), a qual foi obtida utilizando um modelo de dominio tnico.
Novamente as curvas referentes aos resultados dos deslocamentos horizontais e verticais
do acoplamento MEF-MEFE possuem comportamento semelhantes no inicio do tempo de

analise, perdendo precisao levemente no decorrer do tempo.

Na Figura 33 sao apresentados os graficos de barra que representam porcentagem
de passos de iteracdo necessarios para atingir a convergéncia por passo de tempo, ja
apresentados anteriormente. Nestes gréaficos é possivel ver que a quantidade de iteragoes
necessarias pra convergéncia quando At; = Aty fica concentrada entre 5 e 7 com perto de
45% e 30% respectivamente, ji para o caso onde Aty = 7At, os valores ficam concentrados
em 1 em perto de 43% dos passos de tempo, o que indica que ao utilizar esta configuracao

a convergéncia é alcancada de maneira muito rapida.
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Figura 30 — Snapshots de [ju|| em ¢ = 1.98s e t = 3s, respectivamente, de cima para baixo.
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Figura 31 — Resultados do deslocamento horizontal para o ponto B.
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Sol. de ref. —— At-l =At2 ° At1 =7At2
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Figura 32 — Resultados do deslocamento vertical para o ponto B.
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Figura 33 — Distribuicdo do niimero de iteragoes em cada passo de tempo ao longo do tempo de

andlise quando Aty = Aty e Aty = TAt,.
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Na Figura 34 graficos de barras também sao apresentados representando os valores
obtidos para o parametro de relaxacao \ ao longo de todos os passos iterativos, como
apresentado ja anteriormente. Perceba que desta vez os valores \ ficaram variaram entre
0.6 e 1.0 para ambos os casos apresentados, nota-se que para o caso onde At; = Aty, 0

valor de A = 1.0 foi obtido em mais de 30% das iteragoes.
35
30
25

20

1 B At1=At2
B At1=7At2
| ‘
0
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0.1

¢

Porcentagem

o

a

A

Figura 34 — Distribuicao do valore de A em cada passo de iteragao ao longo do tempo de andlise
quando Atl = Atz e Atl = 7At2.

Na Figura 35 sao apresentados snapshots do médulo do deslocamento ||u|| assim
como a deformacao sofrida pela barra em diferentes instantes de tempo, a fim de mostrar
o comportamento do sistema acoplado como um todo a medida que o tempo avanca. No
segundo e terceiro snapshots, é possivel ver novamente o cumprimento da condi¢ao de

continuidade através da interface de interagao.

4.2 Acoplamento sélido-fluido

Nesta secao serao apresentados os exemplos numéricos referentes ao acoplamento
iterativo MEF-MEFE em problemas de acoplamento sélido-fluido a fim de mostrar a
precisao e versatilidade do método. Serd utilizado a regra do trapézio (i.e., utilizando os
valores a = 0, § = 0.25 e 7 = 0.50 no esquema HHT) no subdominio sélido, enquanto
que no subdominio fluido sera utilizado o esquema HHT com amortecimento numérico
apresentado anteriormente e utilizando o = —1/3. Em todos os casos o método de
acoplamento padrao MEF-MEF com nés coincidentes na interface de acoplamento (malhas
coincidentes) e com a regra do trapézio em ambos subdominios sera utilizado como solugao
de referéncia. Ainda, o valor da tolerancia utilizado no processo de acoplamento iterativo
édee=10"".
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Figura 35 — Snapshots de |lu|| em ¢ = 0.3s, t = 1.5s e t = 3s, respectivamente, de cima para
baixo.
4.2.1 Coluna ago—agua

Este exemplo numérico consiste numa coluna de ago-agua de dimensoes a = 4.0m
e b = 1.0m sujeitos a um carregamento Heaviside atuando num dos lados como esquemati-
zado na Figura 36. Como pode ser visto, a coluna de dgua é discretizada por 4 elementos
espectrais de ordem p = 7 com um total de 225 nés, enquanto que a coluna de ago é

discretizada por 200 elementos quadrilaterias de 4 nés cada com um total de 231 nos.
R |
a2 | a)

Figura 36 — Esboco do modelo e discretizacdo da coluna ago-adgua.
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y

b f(t)
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As propriedades dos materiais sdo: ky = 2.3175 x 10°N/m? (médulo bulk); py =
1030kg/m? (densidade da dgua); £ = 2.1 x 10" N/m?; v = 0.3; p, = 7700kg/m?, resul-
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tando num modelo com velocidades de propagacao de ondas distintos em cada subdominio,
i.e., vp = 6059m/s e vg = 3239m/s no ago (dominio sélido) e vy = 1500m/s para a dgua

(dominio fluido).

Nas Figuras 37 e 38, sdo apresentadas as variacoes no tempo do deslocamento
horizontal e pressdo hidrodindmica no ponto A = (a/2,b/2) (como visto na Fig. 36).
No teste sao considerados trés casos: Aty = At,, Aty = 3At, e Aty = 6Ats no qual

At, = 3.0 x 107%, e também apresentada a solucdo de referéncia.

Sol. de ref. —— At=3At,
At=Aty ——— At=6At,

40 T T T T

35 1 .

25 | | | .
20 | .
15 | .
10 | .

Deslocamento Horizontal (10'9m)

-5 1 1 1 1
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

Tempo (s)

Figura 37 — Resultados do deslocamento horizontal da coluna a¢o-agua no ponto A considerando
varios tamanhos de tempo distintos.

No caso da Figura 37 pode-se perceber a precisao nos resultado obtidos para o

deslocamento horizontal mesmo que variando os tamanhos de passo no tempo.

Entretanto é possivel ver na Figura 38 que no caso dos resultados obtidos para
a pressao hidrodindmica, ocorrem oscilacoes espirias na solucao de referéncia uma vez
que nao é utilizado amortecimento numérico, o que pode levar a uma compreensao er-
rada nos resultados, como comentado anteriormente. Assim, pode-se notar claramente a
importancia da utilizagdo do método HHT, uma vez que a ordem de convergéncia e pre-

cisdo temporal é mantida ao mesmo tempo que é introduzido o amortecimento numérico

controlado.

Como é possivel ver, num todo, a precisao dos resultados nao sofreu muita perda ao

serem considerados tamanhos de passos de tempo distintos nos subdominios, até mesmo
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Sol. de ref. —— At=3Atg
At=Aty ——— At=6Atg
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Figura 38 — Resultados da pressao hidrodindmica da coluna ago-agua no ponto A considerando
varios tamanhos de tempo distintos.

para o caso de ter Aty = 6AL,. E importante notar que o resultados obtidos nestes

experimentos coincidem com os encontrados na literatura, como é possivel ver em [78, 79].

4.2.2 Sistema de barragem-reservatorio

Neste exemplo serd analisado o sistema barragem-reservatério descrito na Figura
39. A barragem estd sujeita a um carregamento senoidal dindmico distribuido uniforme-
mente na parte de cima dela atuando com uma frequéncia angular de w = 18rad/s (i.e.
f(t) = sin(wt)). As propriedades dos materiais da barragem sdo: E = 3.437 x 10°N/m?,
v = 0.25 e p; = 2000kg/m®. A 4gua adjacente é caracterizada por: vy = 1436m/s e
ps = 1000kg/m?. A modelagem do contato da dgua com o ar (parte de cima do reservato-
rio) consiste em considerar a pressdo hidrodindmica como nula enquanto que no fundo é
prescrito uma condi¢do de contorno rigido (i.e. fluxo zero) uma vez que é considerado uma
parede superficial. Ainda, ao longo do lado direto é utilizado uma condi¢ao de contorno

nao-reflexiva Eq. (2.3) a fim de simular um dominio infinito como visto em [80].

A malha adotada para o fluido é composta de 6 elementos espectrais de ordem
p = 7 com um total de 330 nés, enquanto que para o sélido uma malha de 81 elementos
quadrilaterais de quatro nés com um total de 103 nés ¢ adotada. Os tamanhos de passo
de tempo adotados para a analise sao Aty = At,, Aty = 3At; e Aty = 6At; no qual
Aty = 3.5 x 107 %s.
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Figura 39 — Geometria e carregamento do sistema de barragem-reservatério, adaptado de [81].

Deslocamento Vertical (1 O'6m)

Sol. de ref. —— At=3At,
At=Aty —— At=6At,
3 T T T T T T
2 r i
1+ .
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2t i
3+ .
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
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Figura 40 — Resultados do deslocamento vertical da barragem no ponto A.
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Nas Figuras 40 e 41 sao retratados os resultados do deslocamento vertical e da
pressao hidrodindmica nos pontos A = (30,60) e B = (35,10). E possivel ver nos resul-

tados a precisao obtida pelo método proposto quando comparado a solucao de referéncia,
vista em [82].

Sol. de ref. —— At=3Atg
At=Aty —— Ati=6At,
25 T T T T T T

Pressao Hidrodinamica (N/m2)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
Tempo (s)

Figura 41 — Resultados da pressao hidrodindmica do reservatério no ponto B.

Os resultados obtidos ao se variar o tamanho do passo de tempo também podem
ser comparados com os vistos na literatura [81]. Neste trabalho porém, ao utilizar o
método HHT com amortecimento numérico, a precisao dos resultados no dominio fluido

é melhorada.

Displacement-x

5.48e-08
I4.49e—08
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1.44
I1.28
1.12

-3.50e-08

2.51e-08 -0.96
'1.53e-08 -0.80
-5.44e-09 -0.64
--4.43e-09 -0.48
-1.43e-08 0.32
-2.41e-08 0.16
-3.40e-08 0

Figura 42 — Snapshot em ¢ = 0.028s do deslocamento horizontal e da pressdo hidrodindmica
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Displacement-x
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'3.198—07
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4.20e-08 -0.464
-1.33e-08 -0.937
-6.87e-08 -1.411
-1.24e-07 -1.884

Figura 43 — Snapshot em ¢t = 0.056s do deslocamento horizontal e da pressdao hidrodindmica

Nas Figuras 42 e 43 sao apresentados snapshots do deslocamento horizontal e da
pressao hidrodinamica em diferentes instantes de tempo e com seus respectivos valores ao
lado, a fim de mostrar o comportamento do sistema acoplado como um todo e a medida
que o tempo avanca. Em ambos snapshots, é possivel notar claramente uma frente de
onda de pressao no dominio fluido originada pela interacdo dindmica com a barragem.
Nos snapshots é mostrado somente o deslocamento horizontal da barragem uma vez que
de acordo com as equagoes de acoplamento do fluido Eq. (2.3) somente esta diregdao é a

que influencia no comportamento deste.
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Figura 44 — Distribuicao do niimero de iteragoes em cada passo de tempo ao longo do tempo de
analise quando Aty = 2At,.

A partir das Figuras 44 e 45 é realizado uma analise de porcentagem do ntimero

de iteragOes necessarias para convergéncia por passo de tempo, i.e, para cada passo de
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tempo o nimero de passos de iteragao varia, todos estes valores sao armazenados e no
fim é verificada quantas vezes cada um deste valores se repetiu ao longo de todo o tempo
de analise, tendo um total de 2000 passos de tempo (uma vez que At, = 3.5 x 107%s e
o tempo ne andlise finaliza em ¢ = 0.7s) analogamente ao realizado para o caso sélido-
solido. O grafico de barras apresenta trés tipos de metodologias, sendo estas: os métodos
de acoplamento iterativo, sem a utilizagdo de uma parametro de relaxagao (em azul), com
o pardmetro relaxacao dindmico apresentado previamente na sessdo 3.2.1.3 (em laranja),

e o método proposto em amarelo.

Na Fig.44 ¢é mostrada a distribuicao para o caso quando Aty = 2At,, no qual é
possivel ver que para o esquema proposto sao necessarias 8 iteragoes para atingir a conver-
géncia dos resultados em mais de 60% dos passo de tempo possuindo uma concentracao
ao lado esquerdo do grafico, o que significa que de maneira global foram necessarios uma
menor quantidade passos de iteracao do que os método utilizados para comparacao. Por
outro lado, as barras em laranja indicam que foram necessarias 10 iteracoes para mais de
45% dos passo de tempo. Ainda, é importante notar que quando nao utilizados estratégias
de relaxamento a quantidade de iteragoes aumenta claramente; além disso, o niimero de
iteragoes esta mais espalhado em torno do valor 24, indicando falta de consisténcia para

alcancar a convergéncia.

45
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15 Esquema proposto
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9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

(&)
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Figura 45 — Distribui¢do do niimero de iteragoes em cada passo de tempo ao longo do tempo de
andlise quando Aty = 6At;.

Ao analisar a Fig.45 que é o caso de quando Aty = 6At,, é possivel que, como
esperado, o nimero de iteragoes necessarias pra convergéncia é diretamente proporcional
com a diferenca entre os tamanhos dos passos de tempo de cada subdominio. De fato

a0 comparar com o caso anterior, agora sao necessarios cerca de 14 iteracoes para atingir
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convergéncia para o 40% dos passo de tempo para as barras em amarelo permanecendo
concentradas no intervalo de [11-15] iteragdes. Ainda, o esquema proposto se comporta de
maneira melhor, possuindo menos iteracoes que o esquema com parametro de relaxacao
dindmico, uma vez que este fica mais concentrado ao lado direito deste. Neste caso o
método que nao utilizou parametro de relaxacao algum nao conseguiu atingir convergéncia

nos resultados.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

A presente tese objetivou apresentar um método preciso de acoplamento iterativo
MEF-MEFE para problemas do tipo fluido-s6lido com multiplos tamanhos de passos de

tempo nos subdominios.

Este trabalho apresentou:

e Uma introducgao a problemas de acoplamento do tipo sélido-fluido, expondo detalha-
damente as equacoes governantes, as condicoes iniciais e de contorno, e as condicoes
de acoplamento na interface de interacao, bem como a formulagao fraca de cada

subdominio;

e A formulacao semi-discreta do Método dos Elementos Finitos Espectral, suas prin-
cipais vantagens e limitacdes, sempre comparando com o Método dos Elementos

Finitos de alta ordem:;

e O método HHT de marcha no tempo, ressaltando sua vantagem de possuir amorte-

cimento numérico controlado, o que adiciona precisao ao método desenvolvido;
e Uma descri¢ao detalhada do acoplamento iterativo MEF-MEFE, abordando:

— as vantagens de utilizar esta metodologia, e.g., a facilidade na implementacgao

e a dispensabilidade de nés coincidentes na interface de acoplamento;
— a formulagdo de um parametro de relaxacao 6timo e eficiente;

— a proposicao de uma alternativa ao esquema de interpolagao/extrapolagao tem-

poral tradicional, obtendo bons resultados em um esquema mais eficiente;

— e exemplos numéricos comprovando o bom desempenho, a eficiéncia e a precisao

na obtencao dos resultados.

Ressalta-se que, ao longo deste trabalho foram realizados varios outros, dentre
eles [50], no qual o método de acoplamento iterativo foi utilizado no caso sélido-sélido
para o MEF-MEFE com bons resultados. Ainda, foram feitos testes e analises em relacao
ao parametro de relaxacao utilizado no acoplamento iterativo, o qual, como comentado
anteriormente, tem papel fundamental na convergéncia da metodologia. Entretanto, nao
foram obtidos resultados satisfatorios, tendo poucas melhorias se comparado ao parametro

de relaxacao utilizado inicialmente.

Como trabalhos futuros, propoe-se:

e Realizar uma analise de estabilidade e convergéncia rigorosa do método de acopla-

mento iterativo apresentado;
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e Estender o método a problemas onde o fluido possua uma formulagao mais completa,

como realizado em [83] para o acoplamento MEF-MEC;

e Enriquecer a formulacao do MEFE em dominios com materiais heterogéneos, sem
a necessidade de deformar os elementos, como o proposto ao utilizar o Método das

Células Finitas (MCF), tornando-o mais versatil.
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