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RESUMO

Resumo: Neste trabalho será proposto um método de acoplamento iterativo de interface
com um esquema de subcycling no tempo eficiente e preciso. Este será aplicado a pro-
blemas do tipo sólido-fluido discretizados, respectivamente, pelos métodos dos elementos
finitos clássico (MEF) e espectral (MEFE). Adicionalmente, será proposta uma melhoria
no esquema de subcycling, de modo que para convergir não sejam necessários métodos
de relaxação. Aplicando o MEFE em subdomı́nios com geometrias pouco distorcidas,
pode-se usufruir da alta precisão numérica com baixo custo de armazenamento oferecidos
pelo método ao mesmo tempo em que é posśıvel aplicar o MEF aos subdomı́nios com
geometrias complexas, acrescentando versatilidade ao método. Diferentes exemplos nu-
méricos são apresentados e analisados para demonstrar a precisão e a potencialidade das
formulações numéricas propostas.

Palavras-chave: Acoplamento Iterativo. Elastodinâmica. Fluido Acústico. MEF. Ele-
mentos Espectrais.



ABSTRACT

Abstract: In this work, an iterative interface coupling method with an efficient and precise
time subcycling scheme is proposed. It is applied to solid-fluid type problems discretized
respectively by classical finite element method (FEM) and spectral finite element method
(SFEM), additionally, an improvement in the subcycling scheme is proposed so as not
to require relaxation methods to converge. Applying the SFEM in subdomains with low
distorted geometries one can take advantage of the high numerical precision with low cost
of storage offered by the method, while it is possible to apply the FEM in subdomains
with complex geometries, adding versatility to the method. Many numerical examples
are presented and analyzed here to show the accuracy and potentiality of the proposed
numerical formulations.

Key-words: Iterative Coupling. Elastodynamic. Acoustic Fluid. FEM. Spectral Ele-
ments.
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4 EXPERIMENTOS NUMÉRICOS . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
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1 INTRODUÇÃO

Em muitas áreas de atuação da modelagem computacional existe uma interação de
dois ou mais sistemas f́ısicos, tendo, como resultado, um sistema de equações diferenciais
acoplado relacionando os sistemas entre si. Tal acoplamento pode ocorrer de várias formas,
como sugerido por Zienkiewicz em [1], estas podendo ser classificadas, de maneira geral,
como:

• Acoplamento de domı́nio: o acoplamento ocorre através das equações diferenciais
governantes, descrevendo diferentes fenômenos f́ısicos no mesmo domı́nio espacial,
de forma parcial ou total.

• Acoplamento de interface: problemas nos quais o acoplamento se dá por uma inter-
face via condições de contorno impostas, podendo intercorrer entre sistemas f́ısicos
de natureza semelhante ou distinta.

No presente trabalho, abordada-se a segunda classe de acoplamento, focando em
problemas do tipo sólido-fluido. Neles o acoplamento surge da necessidade de simular
situações, através de uma determinada interface, em que haja interação entre fluidos,
como água e ar; ou de lubrificantes com sólidos, como edif́ıcios, barragens, estruturas
offshore, componentes mecânicos, vasos de pressão, etc., segundo sugerido pela Figura 1.

Interface

Figura 1 – Exemplos de acoplamento de interface sólido-fluido.
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O correto tratamento da interface de interação (condições de compatibilidade entre
os subdomı́nios) é de suma importância uma vez que o comportamento ao longo do tempo
de um dos subdomı́nios muitas vezes é influenciado diretamente pelo comportamento do
outro.

Neste sentido, é de interesse utilizar técnicas de discretização espećıficas que apre-
sentem um desempenho melhor em determinado subdomı́nio de forma a melhorar a preci-
são nos resultados e diminuir o custo computacional. Por exemplo, seria muito vantajoso
utilizar o Método dos Elementos Finitos (MEF) em subdomı́nios governados por equações
com comportamento não linear ou que apresentem uma geometria complexa, ou ainda em
meios heterogêneo complexos que são os casos onde a flexibilidade do MEF se destaca;
enquanto que, poderia-se utilizar o Método dos Elementos de Contorno (MEC) nas re-
giões onde se simule um meio infinito ou semi-infinito ou em regiões onde ocorram pontos
de singularidade, já que estas caracteŕısticas podem ser inclúıdas diretamente na sua for-
mulação, sendo representadas de maneira mais precisa; também pode querer-se utilizar
o Método dos Elementos Finitos Espectral (MEFE) em subdomı́nios onde seja preciso
simular dinâmica de fluidos ou em regiões governados pela equação da onda, que é onde
este método se destaca pela sua precisão com baixo custo computacional, ou ainda, uti-
lizar o Método das Diferenças Finitas (MDF) apenas pela sua conhecida simplicidade de
implementação e alta precisão nos resultados; neste sentido poderia-se citar muitos outros
exemplos de métodos de discretização espacial e suas distintas vantagens.

Outro ponto a ser levado em consideração em problemas de acoplamento de in-
terface é a possibilidade de utilizar em cada subdomı́nio métodos de integração temporal
distintos (e.g., métodos expĺıcitos/impĺıcitos, de primeira ou segunda ordem, com amor-
tecimento numérico ou que melhor se adequem à discretização espacial utilizada), assim
como tamanhos de passos de tempo que sejam mais adequados ao subdomı́nio de forma
a obter naturalmente um ganho computacional, ao não utilizar um passo de tempo tão
pequeno em regiões onde não seja necessário.

De modo geral, os métodos utilizados para resolver problemas com acoplamento
de interface podem ser divididos em dois tipo, os métodos diretos e os desacoplados. No
primeiro tipo, o sistema acoplado global é resolvido de maneira direta, enquanto que no se-
gundo tenta-se aproveitar o particionamento espacial dos subdomı́nios, desacoplando-os e
resolvendo os sistemas individualmente, utilizando alguma metodologia para o tratamento
da interação entre estes na interface.

A seguir é apresentada uma revisão bibliográfica sobre métodos de acoplamento
de interface, o Método dos Elementos Finitos Espectral e o acoplamento MEF-MEFE.
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1.1 Métodos de acoplamento de interface

Como comentado anteriormente, os métodos de acoplamento podem ser separados
em dois tipos, os métodos diretos e os desacoplados.

Como exemplo do primeiro tipo de acoplamento, podem-se citar os trabalhos de
[2, 3, 4], nos quais foram propostos métodos de acoplamento direto entre o MEF e o MEC,
tanto para problemas estáticos quanto para transientes. Sem um prévio tratamento, o
sistema global resultante do acoplamento direto é mal-condicionado, e adicionalmente,
como as matrizes referentes à discretização de cada metodologia possuem caracteŕısticas
distintas (i.e., enquanto as matrizes do MEF são simétricas e esparsas, as do MEC são
assimétricas e não-esparsas) o problema fica ainda mais mal-condicionado.

Assim, as metodologias propostas nos trabalhos citados anteriormente visavam me-
lhorar o mal-condicionamento do sistema global mudando a formulação do MEC, obtendo-
se, por exemplo, matrizes simétricas, recuperando-se assim algumas vantagens numéricas
de armazenamento e posibilitando a utilização de solvers mais eficientes para a resolução
deste tipo de sistemas de equações. Como também comentado anteriormente, estes tra-
balhos visavam aproveitar a flexibilidade do MEF em análises não-lineares e modelar as
geometrias complexas das estruturas e a facilidade do MEC em incorporar na formulação
domı́nios infinitos ou semi-infinitos para assim modelar grandes dimensões do fluido e/ou
solo.

Em 1977, por outro lado, Park [5] apresentava o método de acoplamento stagge-
red para problemas do tipo sólido-fluido como alternativa ao acoplamento direto. Nesse
trabalho são mostradas as vantagens e desvantagens do método, dentre as quais podem
ser citadas: a possibilidade de tratar os domı́nios de maneira individual – possibilitando
utilizar métodos distintos em cada subdomı́nio e abrindo a possibilidade de tratar os sub-
domı́nios em hardwares distintos – podendo estender o problema para casos não-lineares
no domı́nio sólido e podendo enriquecer as informações no domı́nio fluido de maneira
simples, mesmo possuindo condições de estabilidade fortemente restritivas.

Em meados dos anos 80 surgiram as primeiras metodologias de acoplamento de in-
terface do tipo iterativo, nos trabalhos de [6, 7] o acoplamento foi realizado entre sistemas
f́ısicos semelhantes que eram governados por equações eĺıpticas de segunda ordem e dis-
cretizados por métodos espectrais; já em [8] o acoplamento é realizado entre subdomı́nios
discretizados pelo MEF para o mesmo tipo de problema. Diferentemente do acoplamento
do tipo staggered, no método iterativo as condições de equiĺıbrio e continuidade do sis-
tema global são satisfeitas através de um processo iterativo das condições de contorno, ao
invés de utilizar um esquema preditor-corretor.

Em [9, 10, 11], o método iterativo é aplicado a problemas de elasticidade estática
entre o MEC-MEF, sendo que em todos estes trabalhos o método de acoplamento itera-
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tivo é aplicado em malhas com nós coincidentes na interface de contato, sendo apenas
posteriormente estendido a malhas com nós não coincidentes, como será mostrado mais
adiante. O método de acoplamento iterativo expandiu-se com sucesso a problemas tran-
sientes, além de possibilitar o uso de diferentes tamanhos de passos de tempo quando
utilizado esquemas de marcha no tempo (o que não é simples de realizar nos métodos de
acoplamento direto em problemas transientes como será comentado posteriormente).

Ressalta-se também que, ao utilizar métodos de acoplamento iterativo, podem-se
escolher métodos computacionais otimizados de acordo à técnica de discretização esco-
lhida em cada subdomı́nio (e.g. métodos espećıficos para matrizes simétricas do MEF)
modificando minimamente códigos existentes. Outra vantagem é a fácil implementação
para problemas não lineares, como explorado em trabalhos como [12, 13], nos quais é
utilizado o acoplamento iterativo MEC-MEF para solução de problemas dinâmicos cujas
regiões governadas por comportamentos não-lineares foram resolvidas através do MEF.

Em [14], o método de acoplamento iterativo foi utilizado para problemas elasto-
dinâmicos em 3D, este trabalho apresenta um estudo paramétrico com respeito à escolha
do parâmetro de relaxação utilizado no cálculo das variáveis de interesse na interface de
contato. Estes métodos de relaxação, são utilizados para obter a convergência das solu-
ções de maneira mais eficiente, é visto também que a escolha acertada do parâmetro de
relaxação é muito importante nesta metodologia, podendo até mesmo fazer com que os
resultados divirjam caso escolhida de maneira errônea, como será visto posteriormente.

Em [15, 16] é apresentado um método iterativo para a solução de problemas di-
nâmicos no domı́nio do tempo e de interação fluido-estrutura no domı́nio da frequência,
respectivamente, no qual o parâmetro de relaxação é calculado a cada passo de iteração
ao minimizar o funcional do erro ao quadrado entre fluxos da interface do passo anterior
e atual, como feito em [9] para o caso estático. Mais recentemente, nos trabalhos [17, 18],
é adotado o método de Aitken’s ∆2 para um cálculo ótimo do parâmetro de relaxação
no domı́nio da frequência para problemas de interação solo-estrutura e do tempo para
problemas elastodinâmicos, respectivamente.

1.2 Método dos Elementos Finitos Espectral (MEFE)

O MEFE, que pode ser entendido como sendo uma variação do MEF com uso de
polinômios de alta ordem, surgiu em problemas de dinâmica de fluidos [19, 20, 21]. É
conhecido na literatura que os métodos espectrais apresentam excelentes resultados neste
tipo de problemas, porém ficando restritos a domı́nios com geometrias e condições de
contorno mais simples [22, 23]. Neste sentido, o MEFE propõe juntar a flexibilidade do
MEF na criação de malhas em domı́nios com geometrias mais complexas e o baixo erro
de dispersão presente nos métodos espectrais, assim como o decrescimento exponencial
do erro em função da ordem dos polinômios.
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Nos trabalhos de [24, 25], são apresentados estudos do erro de dispersão nas malhas
2D e 3D do MEF e MEFE, juntamente com alguns critérios numéricos de estabilidade
quando usadas metodologias expĺıcitas de marcha no tempo para problemas de ondas
acústicas e elásticas. Em [23] é constatado que para malhas do MEFE com elementos de
ordem 4 ou superior o erro de dispersão é menor do que 0.2% quando utilizados 4 ou 5
nós por comprimento de onda chegando a se comparar com o MDF que é classicamente
utilizado para este tipo de problema.

Uma das principais diferenças entre o MEFE e outros métodos espectrais [26] é que
na primeira metodologia, o domı́nio é dividido em elementos e as funções base são especi-
ficadas em cada elemento, tornando esta adequada para lidar com geometrias complexas.
Na segunda metodologia, por outro lado, as funções base são globais e infinitamente dife-
renciáveis. Outra diferença fundamental é que na primeira metodologia as funções teste
são as mesmas utilizadas para as funções base (formulação de Galerkin), já na segunda
são utilizadas funções delta de Dirac como funções teste (esquema de colocação).

Diferentemente do MEF de alta ordem, o MEFE não apresenta o chamado fenô-
meno de Runge que é responsável por adicionar oscilações espúrias nos resultados por
causa do alto grau dos polinômios interpoladores usados em conjunto com a distribuição
equidistante dos nós internos [27], o que pode levar a uma interpretação errada dos re-
sultados, como será visto no próximo caṕıtulo. Apesar de ter a flexibilidade oriunda do
MEF para a criação de malhas, é conhecido que a presença de elementos muito distorci-
dos em malhas do MEFE influencia diretamente na qualidade dos resultados [28], sendo
importante levar isto em consideração nas simulações.

O MEFE também é muito utilizado em simulações de propagação de ondas acús-
ticas e elásticas [29, 30, 31, 32], por sua capacidade de obter soluções com a precisão
desejada utilizando poucos pontos por comprimento de onda, como comentado anterior-
mente, diminuindo o custo computacional necessário para as simulações. Por exemplo,
nos trabalhos [33, 34, 35, 36] o MEFE é utilizado na simulação tridimensional da res-
posta śısmica nas bacias de Los Angeles, Caracas, Shidian e Sichuan, respectivamente,
comprovando a eficiência do método para problemas de grande escala.

Em [37, 38, 39] o MEFE é aplicado a problemas elastodinâmicos com materiais
possuindo propriedades que variam de forma gradual ao longo do domı́nio, os conhecidos
FMG da sigla em inglês Functionally Graded Material. Em [40] por outro lado, é aplicado
um procedimento através do Método das Células Finitas (MCF) em malhas do MEFE
para lidar com materiais heterogêneos e geometrias complexas sem precisar distorcer os
elementos perto das fronteiras onde os materiais mudam ou acabam, obtendo-se uma
metodologia mais flex́ıvel. Em [41] é proposto um método staggered-MEFE a fim de
juntar as vantagens de ambas as metodologias na resolução de problemas elastodinâmicos,
obtendo soluções mais precisas. Em [42, 43, 44] o MEFE é utilizado nas formulações mistas
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de problemas como do autovalor de Maxwell e de acústica para frequências medianas,
obtendo excelentes resultados.

1.3 Acoplamento MEF-MEFE

No âmbito do acoplamento MEF-MEFE, apenas o fato de se poder utilizar o MEF
para as partes do domı́nio onde a malha possui elementos mais distorcidos e o MEFE para
as partes onde a malha possui elementos pouco distorcidos ou regiões que precisam de
mais precisão dos resultados, apresenta-se como uma estratégia numérica atraente, desde
que se possa aproveitar as caracteŕısticas de ambos os métodos.

Assim, com o propósito de manter malhas estruturadas ou com elementos não
muito distorcidos perto da interface de contato no subdomı́nio discretizado pelo MEFE,
foram realizados estudos utilizando o método de mortar na interface de acoplamento como
visto em [45, 46, 47], onde o acoplamento ocorre entre sistemas f́ısicos semelhantes gover-
nados por equações eĺıpticas de segunda ordem e com metodologias de acoplamento direto.
Em [48, 49] utilizou-se multiplicadores de Lagrange no âmbito do método de mortar, em
problemas de elastodinâmica e de acoplamento acústico-elástico respectivamente. Entre-
tanto, estas estratégias mostram-se complexas e sofisticadas, resultando na modificação
drástica de códigos existentes.

Nas metodologias de acoplamento iterativo, por outro lado, é realizado um proce-
dimento de interpolação nodal dos valores na interface de acoplamento, resultando num
esquema simples de ser implementado, uma vez que as mudanças tanto na formulação
quanto na modificação de códigos são mı́nimas [16]. Em [50] o acoplamento iterativo
do MEF-MEFE é aplicado a problemas de elastodinâmica e a interpolação dos valores
na interface de interação é feita através das funções de interpolação de cada método
e nas integrais de superf́ıcie. Ainda neste trabalho, é utilizado um processo de inter-
polação/extrapolação temporal no esquema de subcycling, permitindo utilizar passos de
tempos distintos em cada subdomı́nio, melhorando a eficiência computacional do método.

Por outro lado, em [51] um estudo foi feito no acoplamento por superposição do tipo
fluido-estrutura para problemas de hemodinâmica do sistema cardiovascular, utilizando
o MEFE para modelar o fluido e o MEF para a estrutura, demostrando a capacidade e
versatilidade do método.

1.4 Justificativa, Objetivos e organização da tese

Resumidamente, o estudo e desenvolvimento de metodologias de acoplamento entre
métodos distintos é de grande interesse cient́ıfico uma vez que:

• Utilizar distintos tipos de discretização, de modo geral, é vantajoso ao descrever
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domı́nios onde existam regiões com caracteŕısticas espećıficas. Neste trabalho o
MEFE será usado para a região do fluido e o MEF para a do sólido, conseguindo
explorar de maneira ideal ambos os métodos, aumentando a eficiência computacional
e obtendo-se resultados mais precisos.

• Nos subdomı́nios podem ser aplicados diferentes esquemas de marcha no tempo,
como expĺıcito e impĺıcito e ainda podem ser escolhidos distintos tamanhos do passo
de tempo, aumentando ainda mais a eficiência computacional.

Referente ao acoplamento iterativo, as principais vantagens desta metodologia são:

• Os subdomı́nios podem ser analisados de maneira isolada, resultando em sistemas
de equações menores e bem condicionados, os quais por sua vez podem ser resolvidos
por metodologias otimizadas a cada tipo de discretização.

• Somente a implementação de uma rotina para o acoplamento da interface é neces-
sária, podendo reutilizar rotinas existentes.

• Não são necessárias malhas com nós coincidentes na interface de acoplamento; como
comentado anteriormente, é feito um esquema de interpolação entre os valores nodais
na interface de acoplamento.

• Não são necessários passos de tempo com mesmo tamanho (podendo utilizar um
passo ótimo de acordo com cada método e malha), o que é realizado de maneira efi-
ciente através de um processo de interpolação/extrapolação dos valores no esquema
de subcycling.

• Análises não-lineares são facilmente adaptadas.

Assim, este trabalho tem como objetivo o estudo e desenvolvimento de um método
preciso e eficiente de acoplamento iterativo MEF-MEFE para problemas do tipo sólido-
fluido com múltiplos tamanhos de passos de tempo nos subdomı́nios.

O trabalho está dividido em 5 caṕıtulos, no primeiro é apresentado uma intro-
dução e revisão bibliográfica sobre tema. No segundo é apresentada a parte teórica do
problema tratado, i.e. são apresentadas as equações governantes e a fundamentação teó-
rica dos métodos utilizados neste trabalho. O terceiro caṕıtulo é dedicado a apresentar o
método de acoplamento iterativo implementado e as mudanças propostas, introduzindo o
assunto através do acoplamento iterativo sólido-sólido. No quarto caṕıtulo, experimentos
numéricos são apresentados a fim de demonstrar a precisão, versatilidade e potencialidade
do método proposto, enquanto que no quinto caṕıtulo são apresentadas as conclusões e
sugestões para trabalhos futuros.
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2 MODELAGEM MATEMÁTICA E MÉTODOS NUMÉRICOS PARA
PROBLEMAS DE ACOPLAMENTO SÓLIDO-FLUIDO

Neste caṕıtulo, inicialmente serão abordados os aspectos teóricos, relativos à mode-
lagem matemática, de problemas de acoplamento do tipo sólido-fluido. Será apresentada
a modelagem de um fluido acústico no qual ocorre acoplamento de interface com um
meio sólido, e em seguida, a modelagem elastodinâmica de um sólido no qual ocorre aco-
plamento de interface com um meio fluido. Posteriormente serão abordados os aspectos
numéricos e computacionais do problema, será apresentado o processo de discretização
espacial, via MEFE, de um fluido acústico no qual ocorre acoplamento de interface com
um meio sólido, para, em seguida, apresentar o processo de discretização espacial via MEF
de um sólido no qual ocorre acoplamento de interface com um meio fluido. A continu-
ação, será apresentado o método-α de marcha no tempo, também chamado de método
Hilbert-Hughes-Taylor ou HHT, o qual é utilizado para resolver os sistemas de EDO
resultantes das técnicas de discretização supracitadas, i.e., MEF e MEFE. Finalmente,
serão apresentados exemplos numéricos com a finalidade de comparar o desempenho do
MEF e MEFE em cada um dos subdomı́nio sólido e liquido de maneira isolada (i.e., não
havendo interação entre eles).

2.1 Subdomı́nio Fluido

Com o objetivo de tornar a modelagem do escoamento mais simples, as equações
de Navier-Stokes são simplificadas adotando-se as seguintes hipóteses: i) termos advec-
tivos despreźıveis; ii) escoamento inv́ıscido (termos viscosos despreźıveis) e compresśıvel
com pequenas variações também para a densidade; e iii) pequenos deslocamentos para
as part́ıculas de fluido. Desta forma, como visto em [52, 53, 54], as equações da conser-
vação da quantidade de movimento e conservação da massa (continuidade) levando em
consideração a equação de estado podem ser escritas como:

ρf ü
f
i + p,i − f fi = z0 em Ωf × I,

u̇fi,i + ṗ/κf = 0 em Ωf × I,
(2.1)

nas quais, as variáveis p : Ωf × I → R, u̇fi : Ωf × I → R e üfi : Ωf × I → R representam o
campo de pressões, velocidades e acelerações do fluido respectivamente, f fi : Ωf × I → R
as forças de volume, ρf : Ωf → R+ e κf : Ωf → R+ a densidade e o coeficiente de
compressibilidade referente ao domı́nio Ωf , que no caso homogêneo são constantes ao
longo deste.

Das equações anteriores, obtém-se a equação da onda acústica:

p,ii −
1
v2
f

p̈+ bf

κf
= 0, (2.2)
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na qual, a variável vf =
√
κf/ρf , representa a velocidade de propagação da onda e bf :

Ωf × I → R uma fonte no domı́nio. Embora este seja um modelo simplificado, é muito
utilizado em problemas nos quais ocorre interação com o sólido por ter uma influência
substancial nos resultados.

Considerando a seguinte partição ∂Ωf = Γf = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ∪ Γ4 de forma que
Γi ∩ Γj = ∅ quando i 6= j, tem-se as condições de contorno da seguinte forma:

p = p̄ on Γ1 × I, q ≡ p,jn
f
j = q̄ on Γ2 × I,

q = − 1
vf
ṗ on Γ3 × I, q = ρf ü

s
in

s
i on Γ4 × I,

(2.3)

nas quais as variáveis p̄ : Γ1 × I → R, q̄ : Γ2 × I → R representam as pressões e
fluxos prescritos na superf́ıcie, a variável ṗ : Γ3 × I → R, relacionada com as condições
de contorno não reflexivas, representa a derivada temporal das pressões na superf́ıcie, e
ainda üsi e nsi representam as componentes da acelerações e do vetor unitário e normal
à superf́ıcie Γ4 relativas ao subdomı́nio sólido. Adicionalmente, as condições iniciais são
dadas por:

p = p0

ṗ = ṗ0

 em Ωf quando t = 0. (2.4)

Analogamente à modelagem do subdomı́nio sólido, a forma fraca do problema em
questão consiste em: achar p ∈ Sf , tal que ∀t > 0 e ∀w ∈ Vf e que seja verdade a seguinte
equação: (

w,
1
v2
f

p̈

)
+ af (w, p) =

(
w,

1
κf
bf
)

+ (w, q̄)Γ2 +
(
w,

1
vf
ṗ

)
Γ3

+ (w, q)Γ4 , (2.5)

na qual, (·, ·) ≡ (·, ·)Ωf
, (·, ·)Γi

com i = 1, . . . , 4 é o produto interno L2(Ωf ) usual em Ωf ,
Γi, respectivamente, e o operador bilinear af (·, ·) de H1(Ωf ) é o produto interno definido
como:

af (w, p) =
∫

Ωf

w,ip,idΩf , (2.6)

e no qual o espaço de soluções admisśıveis é dado por:

Sf =
{
p | p(·, t) ∈ H1(Ωf ), p = p̄ em Γ1 × I

}
, (2.7)

e o espaço Vf das funções teste w é dado por:

Vf =
{
w | w ∈ H1(Ωf ), w = 0 em Γ1

}
. (2.8)

2.2 Subdomı́nio sólido

Seja Ωs ⊂ Rd, um subdomı́nio finito aberto qualquer com um contorno ∂Ωs = Γs
do tipo Lipschitz com d representando o número de dimensões do problema e s o domı́nio
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sólido. Sendo I = (0, T ] ⊂ R+ o tempo de análise (domı́nio temporal), o sistema de
equações diferenciais parciais que descreve problemas elastodinâmicos com acoplamento
de interface é dado por:

ρsü
s
i − σij,j = bsi em Ωs × I. (2.9)

Nesta equação, a variável usi : Ωs × I → R representa as componentes do campo
de deslocamentos, bsi : Ωs × I → R as componentes das forças de volume por unidade de
volume, σij : Ωs× I → R as componentes do tensor de tensões de Cauchy e ρs : Ωs → R+

a densidade de massa.

Considerando a partição ∂Ωs = Γs = ΓDi
∪ ΓNi

∪ ΓIti na qual ocorre a seguinte
relação ΓDi

∩ ΓNi
= ΓDi

∩ ΓIti = ΓNi
∩ ΓIti = ∅, e sendo ΓIti o contorno relacionado com

o acoplamento de interface, as condições de contorno são dadas por:

usi = ūsi em ΓDi
× I,

τi ≡ σijn
s
j = τ̄i em ΓNi

× I,

τi = −pnsi em ΓIti × I.

(2.10)

Nestas equações, a variável ūsi : ΓDi
× I → R representa as componentes dos

deslocamentos prescritos, τ̄i : ΓNi
× I → R representa as componentes das forças de

superf́ıcie prescritas e nsi as do vetor unitário e normal à superf́ıcie ΓIti , ainda p : ΓIti×I →
R representa a pressão hidrostática relativa ao fluido na interface de acoplamento, o qual
será tratado em detalhes mais à frente.

As condições iniciais são dadas pela relação:

usi = us0i

u̇si = vs0i

 em Ωs quando t = 0, (2.11)

na qual, a variável vs0i : ΓDi
→ R representa as componentes do campo de velocidades no

tempo inicial.

A fim de realizar uma descrição completa do comportamento de um sólido elástico é
necessário levar em conta as relações constitutivas do meio, que para o caso da elasticidade
linear são dadas pela relação tensão-deformação (Lei de Hooke generalizada) descrita por:

σij = Cijklεkl, (2.12)

na qual, o tensor de elasticidade de quarta ordem Cijkl que num caso mais geral possui
81 componentes, terá esse número reduzido a 21 componentes independentes como pode
ser visto em [55, 56].

A partir da Eq. (2.12) e da definição do tensor de deformações linear pode-se
reescrever a equação (2.9)

ρsü
s
i − (Cijkluk,l), j = bsi em Ωs × I, (2.13)
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que será utilizada na subseção a seguir.

Ainda, neste trabalho será considerado apenas o caso de um sólido isotrópico, fa-
zendo com que as 21 componentes independentes citadas anteriormente se tornem apenas
duas (2), resultando na seguinte relação:

σij = λεkkδij + 2µεij, (2.14)

na qual a variável εkk definida como εkk = ε11 + ε22 + ε33 representa a dilatação, λ e µ são
as conhecidas constantes de Lamé do material a partir das quais se definem o módulo de
elasticidade E e o coeficiente de Poisson ν:

λ = νE

(1 + ν)(1− 2ν) , µ = E

2(1 + ν) . (2.15)

A fim de montar a forma fraca ou variacional do problema descrito pelas Eqs. 2.10
e 2.13, define-se o seguinte espaço das soluções admisśıveis S, no qual a solução usi é tal
que:

S =
{
usi |usi (·, t) ∈ H1(Ωs), usi = ūsi em ΓDi

× I, i = 1, . . . , d
}
, (2.16)

e, analogamente, define-se o espaço V das funções teste wi da seguinte forma:

V =
{
wi |wi ∈ H1(Ωs), wi = 0 em ΓDi

, i = 1, . . . , d
}
. (2.17)

O espaço H1(Ωs) representa o espaço de Sobolev clássico das funções de quadrados
integráveis cujas primeiras derivadas parciais são também quadrado integráveis no domı́nio
Ωs [57], ou seja:

H1(Ωs) =
{
wi ∈ L2(Ωs) | wi,j ∈ L2(Ωs) e i, j = 1, . . . , d

}
, (2.18)

no qual L2(Ωs) representa o espaço de Hilbert com o produto interno definido por

(usi , wi) =
∫

Ωs

usiwidΩs. (2.19)

Como visto em [58], a forma fraca do problema considerado consiste em: achar
us ∈ S, tal que ∀t > 0 e ∀w ∈ V seja verdade a seguinte equação:

(wi, ρüsi ) + as(wi, usi ) = (wi, bsi ) + (wi, τ̄i)ΓNi
+ (wi, τi)ΓIti

, (2.20)

na qual, (·, ·) ≡ (·, ·)Ωs e (·, ·)Γ são, respectivamente, o produto interno L2 clássico em Ωs

e em Γ, e a forma bilinear as(·, ·) em H1 é definida como:

as(wi, usi ) =
∫

Ωs

Cijklu
s
k,lwi,jdΩs. (2.21)
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2.3 Solução via MEFE

A partir da forma fraca das equações governantes do subdomı́nio liquido, é obtida
a formulação semi-discreta do MEFE, na qual o domı́nio f́ısico Ωf é discretizado em nelf

elementos não sobrepostos Ωfe , i.e. Ωh
f = ∪nelfe=1 Ωfe e Ωfe ∩∀e6=e′ Ωfe′ = ∅. De forma que

exista um difeomorfismo que preserve a orientação, chamado de função mapeamento, e que
relacione cada elemento Ωfe com o elemento de referência Λ2, neste caso um quadrilátero
bi-unitário Λ2 = [−1, 1]2, definido como:

Fe : Λ2 → Ωfe , (2.22)

e que envie os vértices do elemento de referência para os vértices de Ωfe , como esquema-
tizado na Figura 2.

fe

Figura 2 – Representação da discretização espacial via MEFE.

A seguir, tomando-se Shf ⊂ Sf e V h
f ⊂ Vf como os espaços de elementos finitos, e

sendo P(Λ2) o espaço gerado pelo produto tensorial dos polinômios de Lagrange de ordem
≤ p, tem-se:

Shf =
{
ph | ph(·, t) ∈ H1(Ωf ), ph = p̄h em Γ1 × I

e ph|Ωfe
◦ Fe ∈ P(Λ2)

}
V h
f =

{
wh | wh ∈ H1(Ωf ), wh = 0 em Γ1

e wh|Ωfe
◦ Fe ∈ P(Λ2)

}
(2.23)

2.3.1 Elementos sub-paramétricos - mapeamento linear

Neste trabalho, decidiu-se adotar uma aproximação sub-paramétrica nos elementos
do MEFE, i.e., para a aproximação geométrica dos elementos (funções de forma) usam-se
funções lineares, enquanto que no espaço de soluções são usados polinômios de alta ordem
como funções de interpolação. Diferente do MEF padrão, que utiliza a mesma ordem de
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polinômios tanto para as funções de forma quanto para a interpolação, resultando nos
chamados elementos isoparamétricos.

Cabe ressaltar que existem métodos mais robustos de mapeamento para elementos
de alta ordem, como por exemplo, as baseadas em funções do tipo Blending (Blending
mapping), que são usualmente usadas nas formulações do MEF-p e que permitem uma
boa representação de geometrias curvas, para mais informações o autor sugere as seguintes
referências [59, 60, 61].

As funções do mapeamento linear possuem as seguintes expressões:

N̄1 = 1
4(1− ξ)(1− η),

N̄2 = 1
4(1 + ξ)(1− η),

N̄3 = 1
4(1 + ξ)(1 + η),

N̄4 = 1
4(1− ξ)(1 + η),

(2.24)

nas quais ξ e η são as coordenadas do ponto local ξ = (ξ, η) ∈ Λ2, a partir do qual
define-se o ponto global x = (x, y) ∈ Ωfe da seguinte forma:

x =
4∑
i=1

N̄i(ξ)xei , (2.25)

na qual, os pontos xei são as coordenadas referentes aos vértices do elemento Ωfe , como
é posśıvel ver na Figura 3. Resta comentar que estas funções de forma são as mesmas
utilizadas na formulação isoparamétrica do MEF padrão com elementos quadrilaterais
bilineares.

2.3.2 Funções de interpolação e distribuição de pontos internos

Diferentemente do MEF, no qual são utilizados pontos internos equidistantes nos
elementos de alta ordem, no MEFE, a distribuição dos pontos internos, que também
serão utilizados para a construção das funções de interpolação, é dada pela regra de
Gauss-Lobatto-Legendre (GLL).

Estes pontos, localizados no intervalo Λ = [−1, 1], são definidos como ráızes da
equação:

∂Pp
∂ξ

(ξ2 − 1) = 0, (2.26)

na qual Pp é o p-ésimo polinômio de Legendre, como pode ser visto em [29, 62]. Para
o caso bidimensional, no qual são utilizados elementos quadrilaterais, a distribuição dos
pontos no elemento é realizada através do produto tensorial dos ngll = p+ 1 pontos GLL,
totalizando n2

gll pontos. Na Figura 4 são apresentados alguns elementos espectrais de
acordo ao número de pontos ngll utilizados.
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Figura 3 – Mapeamento do elemento bilinear.

(a) (b) (c)

Figura 4 – Diferentes elementos espectrais 2D de acordo ao número de pontos ngll utilizados:
(a) 5× 5; (b) 8× 8; (c) 10× 10.
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Como visto na Eq. (2.23), a solução aproximada será resultado da interpolação
por polinômios de Lagrange, gerados no elemento a partir dos pontos GLL citados an-
teriormente. Assim, os polinômios interpoladores de Lagrange são definidos como sendo:

lpi =
p+1∏

j=1; j 6=i

ξ − ξj
ξi − ξj

, (2.27)

e possuem uma caracteŕıstica importante: cada polinômio lpi é exatamente 1 no ponto
ξi e exatamente 0 em todos os outros pontos ξj, (i 6= j), do elemento, não tendo porém
restrições nos valores entre cada pontos. Esta propriedade é expressada através da seguinte
relação:

lpi (ξj) = δij, i = 1, . . . , p+ 1, (2.28)

na qual δij é o operador delta de Kronecker.

Para o caso bidimensional onde são utilizados elementos quadrilaterais, as funções
de interpolação Ni, são obtidas através do produto tensorial dos polinômios interpoladores
de Lagrange de ordem p nos ngll pontos de GLL.

Na Figura 5 é posśıvel observar algumas funções de interpolação do MEF e MEFE
num elemento quadrilateral, na primeira e segunda coluna de gráficos, respectivamente.
Nos gráficos correspondentes ao MEF, é posśıvel ver o aparecimento de oscilações de
amplitudes elevadas perto das extremidades do domı́nio, chegando a aparecer valores com
amplitudes de até 10 vezes maior do que o valor unitário (1.0). No gráfico do meio e
de baixo, por exemplo, não é posśıvel identificar onde a função de interpolação tem seu
valor unitário, i.e. onde é cumprida a relação dada pela Eq. (2.28), se fazendo necessário
utilizar uma seta para possibilitar sua visualização.

O aparecimento destas oscilações nos polinômios de Lagrange de ordem elevada é
conhecido como fenômeno de Runge, como comentado anteriormente e são causadas pela
escolha dos pontos igualmente espaçados. Como é posśıvel observar na segunda coluna
de gráficos da Figura 5 as funções de interpolação apresentam uma amplitude controlada,
sendo seu valor |Ni(ξ)| ≤ 1 em todos os casos, mostrando que na formulação do MEFE é
mais robusta e que esse tipo de erro não ocorre.

A seguir definem-se as funções de interpolação globais em função das locais, pre-
viamente definidas: tomando um ponto nodal global pertencente ao domı́nio de algum
elemento e qualquer, i.e., x ∈ Ωfe , de forma que não pertença a nenhum outro (i.e., um
ponto interno), então a função de interpolação global correspondente ao nó local j é dada
por Nj(ξ(x))|Ωfe

tal que Nj(x(ξ))|Ωfe
= Nj(ξ) e é zero caso contrário, resultando numa

função do tipo bolha.

Por outro lado, caso o ponto nodal x esteja localizado no contorno de mais de um
elemento, pode-se expressar xe(ξ) para cada um desses elementos, a função de interpo-
lação Nj(xe(ξ))|Ωfe

= Nj(ξ) em relação a cada elemento de tal forma que a função de
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Figura 5 – Comparação entre os polinômios de Lagrange com p = 9, com ráızes em pontos equi-
distantes (lado esquerdo) e GLL (lado direito). De cima para baixo, são apresentadas
funções de interpolação cujo valor unitário (propriedade Eq. (2.28)) está localizado
num ponto: Vértice, lado e interno.
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interpolação global é formada pela união destas sendo zero para elementos não adjacen-
tes. Assim, define-se o campo de pressões aproximado a partir das funções de interpolação
globais como: ph(x, t) = ∑nnf

i pi(t)Ni(x), no qual o espaço e tempo são tomados como
sendo independentes e nnf representa o número de nós da malha do domı́nio Ωf .

2.3.3 Integração numérica

Dada a formulação integral das equações governantes, estas precisam ser avaliadas
numericamente. Ao construir a quadratura Gaussiana ou de Gauss utilizando os zeros dos
polinômios de Legendre no intervalo (−1, 1), é obtida a quadratura de Gauss-Legendre a
qual consiste em: sendo ξ0 < ξ1 < . . . < ξp as ráızes do p+1-ésimo polinômio de Legendre,
Pp+1, e sendo w0, . . . , wp a solução do sistema linear

N∑
j=0

(ξj)kwj =
∫ 1

−1
ξkdξ, 0 ≤ k ≤ p, (2.29)

na qual se cumprem os seguintes pontos:

i) wj > 0, para j = 0, . . . , N e

N∑
j=0

p(ξj)wj =
∫ 1

−1
p(ξ)dξ, para todo p ∈ P2p+1(−1, 1), (2.30)

denotando por P2p+1(−1, 1) os polinômios de ordem menor ou igual a 2p+1 definidos
no intervalo (−1, 1), e por wi números positivos chamados de pesos, dados por

wpj =
∫ 1

−1
lpj (ξ)dξ, (2.31)

sendo lpj o polinômio de Lagrange de ordem p apresentados anteriormente;

ii) Não é posśıvel encontrar ξj, wj, j = 0 . . . , p, de forma que a Eq. (2.29) sirva para
todos os polinômios p ∈ P2p+1(−1, 1).

Adicionando como ráızes, os extremos do intervalo (−1, 1) às ráızes do p+ 1-ésimo
polinômio de Legendre Pp+1, é obtida a quadratura de Gauss-Lobatto-Legendre, que será
utilizada neste trabalho e cujos pesos ωpi são dados explicitamente por:

ωpj = 2
p(p+ 1)

1
Pp(ξj)

. (2.32)

Para o caso bidimensional, é realizado o produto tensorial dos pesos do caso uni-
dimensional [63], e escolhendo os pontos da quadratura ξj como sendo os mesmos pontos
GLL apresentados anteriormente, é posśıvel integrar de maneira exata todos os polinômios
de ordem ≤ 2p− 1.
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Tabela 1 – Tabela de pontos e pesos GLL.

ngll ±ξj ωpj
2 1.000 000 000 000 000 1.000 000 000 000 000
3 0.000 000 000 000 000 1.333 333 333 333 333

1.000 000 000 000 000 0.333 333 333 333 333
4 0.447 213 595 499 958 0.833 333 333 333 333

1.000 000 000 000 000 0.166 666 666 666 667
5 0.000 000 000 000 000 0.711 111 111 111 111

0.654 653 670 707 977 0.544 444 444 444 444
1.000 000 000 000 000 0.100 000 000 000 000

6 0.285 231 516 480 645 0.554 858 377 035 486
0.765 055 323 929 465 0.378 474 956 297 847
1.000 000 000 000 000 0.066 666 666 666 667

7 0.000 000 000 000 000 0.487 619 047 619 048
0.468 848 793 470 714 0.431 745 381 209 863
0.830 223 896 278 567 0.276 826 047 361 566
1.000 000 000 000 000 0.047 619 047 619 048

8 0.209 299 217 902 479 0.412 458 794 658 704
0.591 700 181 433 142 0.341 122 692 483 504
0.871 740 148 509 607 0.210 704 227 143 506
1.000 000 000 000 000 0.035 714 285 714 286

Na Tabela 1 podem ser vistos os pontos de integração e os seus respectivos pesos
para alguns valores de ngll.

Cabe ressaltar que, da utilização desta quadratura em conjunto com os polinô-
mios de Lagrange como funções de interpolação, constrúıdos a partir dos pontos internos
apresentados na sessão 2.3.2, a matriz de rigidez resultante da forma bilinear a(·, ·) é
integrada de maneira exata, e todas as matrizes originadas do produto interno L2, i.e.,
(·, ·), são naturalmente diagonais [29], obtendo-se uma propriedade muito importante do
ponto de vista computacional, uma vez que a inversão desta matriz é trivial, o que é
muito útil quando utilizados métodos de marcha no tempo expĺıcitos por exemplo, nos
quais comumente são utilizadas técnicas de diagonalização na matriz de massa para em
seguida poder inverte-la.

Além das técnicas de diagonalização serem utilizadas pra melhorar o desempenho
computacional e de armazenamento, é conhecido que melhora a precisão dos resultados em
problemas de propagação de ondas, nos quais apresentam menor quantidade de oscilações
espúrias se comparados com metodologias de marcha no tempo impĺıcitas e utilizando
matrizes de massa consistentes1 [64].

Por outro lado, mesmo que a integração da matriz de massa não seja realizada de
maneira exata, este esquema possui conservação de massa em elementos de ordem alta,
1 Matriz de massa consistente é a que não passou por técnicas de diagonalização.
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diferentemente do MEF de alta ordem, que possui alguns problemas numéricos e f́ısicos
de conservação de massa no momento da diagonalização [64, 65].

Finalmente, da aplicação da formulação semi-discreta do MEFE no problema em
questão, obtém-se o seguinte sistema de EDO:

MfP̈ + CfṖ + KfP = Ff + F4, (2.33)

no qual Mf ∈ Rnqf×nqf e Kf ∈ Rnqf×nqf são as matrizes globais de massa efetiva e rigidez
respectivamente, Ff : I → Rnqf e F4 : I → Rnqf são os vetores de forças nodais externas
e de superf́ıcie na interface de contato respectivamente, o tratamento adequado para este
último será apresentado no caṕıtulo 3, os outros são obtidos como a seguir:

Mf =
∫

Ωf

1
v2
f

NTNdΩf , (2.34)

Cf =
∫

Ωf

1
vf

NTNdΩf , (2.35)

Kf =
∫

Ωf

(∇N)T (∇N)dΩf , (2.36)

Ff =
∫
Γ1

NT q̄dΓ2 +
∫

Ωf

NTbdΩf . (2.37)

Os vetores P : I → Rnqf e P̈ : I → Rnqf representam respectivamente, as pressões
nodais e suas derivadas segundas no tempo, respectivamente, no qual nqf é o número de
equações resultantes da discretização do domı́nio Ωf governada pela equação da acústica.

2.3.4 Condensação Estática

Tendo em vista a eficiência computacional do MEFE é proposto a utilização de
um esquema de condensação estática [64, 66, 67] a fim de eliminar algumas equações e
incógnitas das matrizes do sistema de EDO apresentado anteriormente. Estas equações e
incógnitas estão relacionados aos nós internos de um dado elemento e, os quais não estão
ligados diretamente a outros elementos –lembrando que os valores dos nós interno são
calculados independentemente– por outro lado, os nós que estão relacionados com mais
de um elemento são chamados de nós de contorno. Desta forma, escolhendo a matriz local
de rigidez Ke como alvo, sua condensação é realizada como a seguir: Kcc Kci

Kic Kii

 uc
ui

 =
 fc

fi

 , (2.38)

no qual uz e fz, e z = c, i, são os vetores de incógnitas e de forças nodais no elemento e
os ı́ndices c e i fazem referência aos nós internos e de contorno, respectivamente.
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Da segunda equação do sistema (2.38):

Kicuc + Kiiui = fi, (2.39)

e do fato de que a matriz Kii é não singular, pode se obter a seguinte igualdade:

ui = K−1
ii (fi −Kicuc), (2.40)

a qual é substitúıda na primeira equação de (2.38) resultando no sistema condensado

K̃ccuc = f̃c, (2.41)

no qual a matriz condensada e vetor de forças condensado são dados como:

K̃cc = Kcc −KciK−1
ii Kic e f̃c = fc −KciK−1

ii fi. (2.42)

A partir de manipulações algébricas chega-se a matriz de transformação

T =
 I

Ti

 =
 I
−K−1

ii Kic

 , (2.43)

da qual obteremos as novas matrizes locais condensadas de rigidez, amortecimento e de
massa respectivamente como:

K̃cc = TTKeT, C̃cc = TTCeT, M̃cc = TTMeT. (2.44)

Ainda, é bom ressaltar que em muitos casos o vetor de forças interno é nulo po-
dendo simplificar ainda mais os cálculos; outra consideração a ser feita é que o processo
de condensação é realizado uma única vez e a ńıvel de elemento.

Existem ainda outras formas de condensação na literatura como por exemplo, a
chamada condensação dinâmica na qual os valores da matriz de transformação T são
obtidos como resultado de um problema de autovalores; ainda a condensação estática
melhorada, na qual à matriz T é adicionada uma fração contendo informações da matriz
local de massa.

2.4 Solução via MEF

De maneira análoga ao MEFE, a partir da forma fraca das equações governantes
do subdomı́nio sólido, é obtida a formulação semi-discreta do MEF, obtendo o seguinte
sistema de EDO, como visto detalhadamente em [68]:

MsÜ + KsU = Fs + FIt, (2.45)
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no qual, as matrizes Ms ∈ Rnqs×nqs e Ks ∈ Rnqs×nqs representam as matrizes globais de
massa e de rigidez respectivamente com nqs sendo o número de equações resultante da
discretização, assim, as matrizes são definidas como:

Ks =
∫
Ωs

(∇N)TDn(∇N)dΩ, (2.46)

Ms =
∫
Ωs

ρsNTNdΩ, (2.47)

sendo D ∈ R3×3 a matriz referente ao tensor de elasticidade linear isotrópico, N ∈ R2×nqs

a matriz formada pelas funções de interpolação do MEF. Os vetores U : I → Rnqs ,
Ü : I → Rnqs representam, respectivamente, os deslocamentos e acelerações nodais. O
vetor de forças nodais externas, representado por Fs : I → Rnqs é definido como:

Fs =
∫

ΓN

NT τ̄dΓ +
∫
Ωs

NT fdΩ. (2.48)

A definição do vetor de forças nodais de acoplamento FIt : I → Rnqs será apresen-
tado no caṕıtulo 3.

2.5 O método de marcha no tempo Hilbert-Hughes-Taylor (HHT)

Os sistemas de EDO dados pelas Eqs. (2.45) e (2.33) podem ser colocadas da
seguinte forma geral:

MZ̈ + CŻ + KZ = F (2.49)

na qual o vector Z corresponde a U ou P de acordo ao subdomı́nio em questão, assim
como as suas respectivas matrizes, por exemplo, quando tratado o subdomı́nio sólido, a
matriz C = 0 uma vez que não foram implementadas condições de contorno não reflexivas
assim como amortecimento viscoso.

Neste trabalho os sistemas de EDO do tipo da Eq. (2.49) juntamente com as
condições iniciais são resolvidos pelo método de marcha no tempo HHT, utilizando em
cada subdomı́nio parâmetros distintos, de forma a obter melhores resultados. Nos métodos
de marcha no tempo, o intervalo de análise I é particionado em Lz subintervalos de tempo
iguais, i.e., [0, T ] = ∪Lz−1

l=0 [tz,l, tz,l+1], com 0 = tz,0 < . . . < tz,Lz = T , ∆tz = tz,l+1 − tz,l =
T/Lz e tz,l+1 = (l + 1)∆tz de forma que Zl+1

n = Zn(tl+1), nos quais o ı́ndice z está
relacionado ao subdomı́nio em questão, i.e., o ı́ndice f é utilizado para se referir ao
subdomı́nio fluido e s para subdomı́nio sólido.

Da aplicação do esquema HHT na Eq. (2.49), resulta a seguinte expressão :

M̄Z̈l+1 = F̄l+1,

M̄ = M + (1 + α)
(
γ∆tzC + β∆t2zK

)
,

F̄l+1 = Fl+α − (1 + α)
(
C ˜̇Zl+1 + KZ̃l+1

)
+ α

(
CŻl + KZl

)
,

(2.50)
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na qual Fl+α = F(tz,l+α) e tz,l+α = (1 + α)tz,l+1 − αtz,l = tz,l+1 + α∆tz.

Sendo os preditores definidos como:

Z̃l+1 = Zl + ∆tzŻl + ∆t2z
2 (1− 2β)Z̈l

˜̇Zl+1 = Żl + (1− γ)∆tzZ̈l

(2.51)

e os corretores como:
Zl+1 = Z̃l+1 + β∆t2zZ̈l+1

Żl+1 = ˜̇Zl+1 + γ∆tzZ̈l+1
(2.52)

falta apenas a escolha dos parâmetros α, β e γ para o esquema de marcha no tempo ficar
bem definido. Um Passo-a-passo do método HHT pode ser visto na Tabela 2.

Tabela 2 – Passo-a-passo da solução do sistema de EDO via HHT

A. Cálculos iniciais:

1. Formar as matrizes M, C, K, M̄
2. Atribuir valores para os vetores iniciais Z0, Ż0 e Z̈0

3. Escolher o tamanho do passo de tempo ∆tz, e definir os parâmetros α = −1
3 ,

β = (1 − α)2/4, γ = (1 − 2α)/2, também são atribúıdos os seguintes valores
iniciais: tz,l = 0 e tz,l+1+α = tz,l+1 + α∆tz

4. Fatorar a matriz M̄ (solvers diretos)

B. A cada passo de tempo:

1. Calcular os preditores através da Eq. (2.51)
2. Calcular F̄l+1 da Eq. (2.50) com os valores dos preditores e em tz,l+α

3. Resolver o sistema M̄Z̈l+1 = F̄l+1 da Eq. (2.50)
4. Calcular o valores de Zl+1, Żl+1 através da Eq. (2.52)
5. Calcular tz,l+α = tz,l+1 + α∆tz

O método HHT pode ser entendido como uma generalização do esquema de New-
mark, uma vez que ao escolher α = 0 recáımos no dito esquema [58]. O método de
Newmark é um dos esquemas mais conhecidos na literatura para a resolução de sistemas
de EDO dados pela Eq. (2.49), neste esquema, a escolha dos parâmetros β e γ determina
caracteŕısticas importantes do método como sua estabilidade e ordem de precisão, por
exemplo, é posśıvel obter a regra do trapézio ao escolher β = 1

4 e γ = 1
2 , e o método de

diferença central escolhendo β = 0 e γ = 1
2 , ambos sendo de segunda ordem de acurá-

cia e sendo respectivamente impĺıcito e expĺıcito, sendo incondicional e condicionalmente
estável.
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Porém, não é posśıvel adicionar amortecimento numérico no esquema de Newmark
sem diminuir a ordem de acurácia, o que é de suma importância na modelagem numérica
destes fenômenos, uma vez que pode ocorrer o aparecimentos de soluções com oscilações
espúrias, vindo a comprometer os resultados. Ao escolher os parâmetros como a seguir:

β = (1− α)2/4

γ = (1− 2α)/2

α ∈
[
−1

3 , 0
] (2.53)

o esquema HHT resulta incondicionalmente estável de segunda ordem de acurácia e com
amortecimento numérico controlado pelo parâmetro α, como visto em [69]. Desta forma,
pode-se escolher as caracteŕısticas do esquema de marcha no tempo de acordo ao sub-
domı́nio em questão, e.g., pode-se melhorar a precisão dos resultados correspondentes ao
domı́nio fluido utilizando o esquema com amortecimento numérico visto anteriormente e
quando não necessário utilizar a regra do trapézio, como será visto a seguir.

2.6 Exemplos numéricos

É importante apresentar o desempenho de ambas as metodologias quando utili-
zadas de maneira isolada para poder realizar uma comparação entre estes. O primeiro
exemplo consiste num problema de propagação de onda acústica num meio homogêneo,
no qual serão verificadas as vantagens de utilizar o MEFE em problemas deste tipo, como
comentado anteriormente. O segundo exemplo apresentado é comumente utilizado para
testar a precisão e robustez de métodos numéricos e consiste numa barra engastada em um
dos extremos e sofrendo a aplicação de uma carga uniformemente distribúıda no extremo
oposto, neste exemplo serão usados dois graus de polinômios diferentes para o MEFE
cujos resultados serão comparados com o MEF padrão e a solução de referência.

2.7 Onda acústica – meio fluido

Este problema, está relacionado diretamente com a geof́ısica e a propagação de
onda acústica mediante uma fonte śısmica, diferentemente do próximo exemplo que é de
caráter mais acadêmico. Como dito anteriormente, a análise deste problema tem por
finalidade demonstrar a eficácia e precisão dos resultados obtidos pelo MEFE quando
comparado com os do MEF padrão.

Neste exemplo, foi adotada a técnica de diagonalização de matrizes Row-sum para
o caso da matriz de massa do MEF, pois será utilizado o método de marcha no tempo
Diferença Central (α = 0, β = 0 e γ = 1

2 no método HHT) para ambas as discretizações.
Como comentado anteriormente, a diagonalização de matrizes se faz necessário (no caso
do MEF) ao utilizar técnicas de marcha no tempo expĺıcitas para aproveitar realmente a
eficiência do método expĺıcito.



31

x

y

500m

500m

A

B

Figura 6 – Esboço do modelo acústico.

Serão utilizadas malhas regulares tanto para o MEF quanto para o MEFE num
domı́nio quadrado de 500m×500m cujo esboço é apresentado na Figura 6, serão utilizadas
condições de contorno não reflexivas nas bordas laterais e inferior. Ao longo da borda
superior (superf́ıcie) será imposto valor nulo para a pressão. Na mesma figura é posśıvel
ver a posição da fonte śısmica e do receptor do sinal, respectivamente nos pontos com
coordenadas A=(200,-100) e B=(350,-150).

Este exemplo é utilizado em trabalhos como [70, 71], e consiste na propagação de
um pulso senoidal de Hanning definido no domı́nio do tempo pela equação:

f(t) =


1
2sen(2πfct)(1− cos(2πfct)), se t < 1/fc,

0, se t ≥ 1/fc,
(2.54)

na qual fc é a frequência central do pulso, que neste caso será igual a 15Hz, e cuja
propagação será num meio fluido cuja velocidade da onda é Vf = 1500m/s e cuja densidade
é ρf = 1.0kg/m3.

A malha do MEF é composta por 2500 elementos quadrilaterais bilineares e de
dimensão ∆x = ∆y = 10m, enquanto que a primeira malha do MEFE é composta por
100 elementos de ordem 6 e de dimensão ∆x = ∆y = 50m. Note que ambas as malhas
(MEF e MEFE-6) possuem 2601 nós, ainda para estes casos foi utilizado um passo de
tempo ∆t = 2.0ms. A segunda malha do MEFE utilizará elementos de ordem 8 com a
mesma quantidade de elementos e de mesma dimensão que as do MEFE-6 tendo, porém,
desta vez 5041 nós, neste caso será adotado um passo de tempo ∆t = 1.0ms para satisfazer
as condições de estabilidade do método diferença central.
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Figura 7 – Resultados da pressão hidrodinâmica no fluido acústico.

Na Fig. 7 estão apresentadas as soluções encontradas com ambos os métodos
juntamente com a solução de referência obtida pelo MEF com uma malha refinada. Ao
analisar os resultados percebe-se que as curvas referentes ao MEFE tiveram uma melhor
aproximação que a do MEF uma vez que esta última apresenta oscilações espúrias em
algumas partes ao longo do tempo e certa defasagem em relação a solução de referência.

Nota-se então que o MEFE apresentou uma precisão superior que o MEF ao uti-
lizar uma quantidade de nós igual. Assim, ao trabalhar com problemas desta natureza
(propagação de onda) pode-se utilizar o MEFE de modo a economizar recursos computa-
cionais obtendo soluções tão precisas quanto uma malha mais refinada do MEF (solução
de referência), isto devido ao fato de que quantidade de nós por comprimento da onda
do MEFE é 4 enquanto que a do MEF padrão é 20. É importante notar que mesmo a
quantidade de nós da malha do MEFE-8 é muito inferior que a utilizada para o cálculo
da solução de referência, a qual ultrapassa os 10000 nós.

Snapshots da variação da pressão ao longo do domı́nio no instante t = 0.2s para o
MEF, MEFE-6 e MEFE-8 são apresentados nas Figuras 8, 9 e 10, respectivamente.

É importante notar que o visualizador dos snapshots não é próprio para polinômios
de ordem elevada, apresentando resultados interpolados linearmente entre os nós, o que
para o caso do MEFE-6 comprometeu a representação correta da distribuição da pressão
(i.e. Fig. 9), que como pode ser visto nos resultados da Figura 7 foram bastante precisos,
neste sentido é importante comentar sobre trabalhos na área como [72, 73]. Entretanto, é
posśıvel ver, precisa e nitidamente, a frente da onda de pressão ao longo do fluido acústico
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no snapshot correspondente ao MEFE-8 (i.e. Fig. 10), o qual foi obtido pelo mesmo
procedimento que o do MEFE-6, mas ao possuir mais nós ficou melhor representado.

Figura 8 – Snapshots para t = 0.2s, mostrando as diferentes pressões distribúıdas no meio no
tempo considerado, obtido pelo MEF.

2.7.1 Coluna sólida

Este problema consiste numa barra sólida de dimensões a = 4.0m e b = 1.0m
engastada numa das extremidades e sujeito a um carregamento Heaviside (ou Degrau)
unitário atuando no lado oposto como esquematizado na Figura 11.

As propriedades do material são E = 100N/m2 (módulo de Young ou de elasti-
cidade); ν = 0.0 (coeficiente de Poisson); ρs = 1.0kg/m3 (densidade), resultando num
modelo com velocidades vP = 10m/s (onda-P) e vS ≈ 7.07m/s (onda-S).

Este exemplo tem como objetivo comparar a precisão entre o MEF e MEFE quando
submetido a circunstâncias severas do ponto de vista numérico. Uma vez que a solução
deste problema possui o campo de velocidades e tensões descont́ınuo, sendo assim fre-
quentemente utilizado na literatura para testar a robustez de novos métodos por possuir
solução anaĺıtica, como visto em [74, 75, 76]:

u(x, t) = b

E

[
x

b
+ 8
π2

∞∑
n=1

(−1)n
(2n− 1)2 sen

(
(2n− 1)πx

2b

)
cos

(
(2n− 1)vPπt

2b

)]
(2.55)

no qual x representa a posição horizontal do ponto A = (4, 0.5).

Quando discretizado pelo MEF, a malha terá um total de 400 elementos e 451 nós,
enquanto que quando discretizado pelo MEFE, a malha possuirá um total de 8 elementos
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Figura 9 – Snapshots para t = 0.2s, mostrando as diferentes pressões distribúıdas no meio no
tempo considerado, obtido pelo MEFE-6.

Figura 10 – Snapshots para t = 0.2s, mostrando as diferentes pressões distribúıdas no meio no
tempo considerado, obtido pelo MEFE-8.
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Figura 11 – Esboço do modelo coluna sólida.

de ordem 5 e 153 nós, e 8 elementos de ordem 8 e 435 nós. O tamanho de passo de tempo
utilizado é de ∆t = 0.006s e será utilizada a regra do trapézio como esquema de marcha
no tempo (i.e., utilizando os valores α = 0, β = 0.25 e γ = 0.50 no esquema HHT).

Na Figura 12 estão apresentados os deslocamentos horizontais no ponto A da
solução anaĺıtica, MEF, MEFE-5 e MEFE-8, do problema proposto, e como pode ser
visto os resultados numéricos estão de acordo com os encontrados na literatura.
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Figura 12 – Resultados do deslocamento horizontal da coluna sólida.

O comportamento oscilatório é t́ıpico neste tipo de análise, resultantes das refle-
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xões sucessivas que ocorrem das extremidades do modelo, estas reflexões podem evidenciar
alguns aspectos numéricos dos métodos utilizados, como instabilidades e amortecimento
numérico excessivo. Entretanto, mesmo utilizando elementos de ordem alta estes conse-
guiram representar de maneira correta os bicos presentes nas soluções dos deslocamentos.

Como dito anteriormente, os campos de velocidades e tensões neste problema pos-
suem soluções descontinuas, neste sentido é interessante apresentar uma comparação entre
as soluções numéricas obtidas através da regra do trapézio e do HHT com amorteci-
mento numérico. Na Figura 13 são apresentados os resultados numéricos das tensões σxx
para o ponto (0, 0.5) obtidos pelo MEF utilizando a regra do trapézio e o esquema HHT
com amortecimento numérico (i.e., utilizando os valores α = −1/3, β = (1 − α)2/4 e
γ = (1− 2α)/2 no esquema HHT).
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Figura 13 – Resultados das tensões σxx no o ponto (0, 0.5) obtidas pela regra do Trapézio.

A partir das curvas obtidas é posśıvel ver que o método HHT diminuiu o número
de oscilações espúrias presentes nas curvas como pode ser visto mais claramente na Figura
14, que representa uma janela menor dos resultados, precisamente no intervalo [1.9s,2.9s].
Esta propriedade é de suma importância para obter uma boa precisão nos resultados das
simulações numéricas realizadas posteriormente.
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3 ACOPLAMENTO ITERATIVO

Em termos gerais, uma técnica de acoplamento de interface iterativo consiste em
transferir alguma informação, localizada em uma interface, da solução obtida num dos
subdomı́nios para o outro e vice-versa, até obter a convergência das variáveis de interesse
localizadas apenas na interface de interação. Assim, podem ser utilizadas distintas técni-
cas de discretização espacial, esquemas de marcha no tempo e passos de tempo distintos
para cada subdomı́nio. Também é permitida a utilização de malhas não coincidentes na
interface de acoplamento, desde que as condições f́ısicas de acoplamento sejam satisfeitas
no fim do processo iterativo.

Introdutoriamente, o método de acoplamento iterativo será aplicado a problemas
onde ocorre o acoplamento de interface do tipo sólido-sólido, para em seguida ser aplicado
a problemas do tipo sólido-fluido. No acoplamento sólido-sólido um dos subdomı́nios
será discretizado pelo MEF enquanto o outro será discretizado pelo MEFE, também será
apresentado o método de relaxação dinâmica dos valores das variáveis na interface de
interação.

Em seguida será apresentado o procedimento de acoplamento MEF-MEFE para
o problemas do tipo sólido-fluido no domı́nio do tempo. Inicialmente a metodologia será
restrita ao caso onde são utilizados passos de tempo iguais em ambos os subdomı́nios e em
sequencia a metodologia será expandida para o uso de passos de tempo distintos, onde será
apresentado o esquema de subcycling proposto. No próximo caṕıtulo será realizada uma
comparação com os métodos tradicionais onde será demonstrado uma maior velocidade
de convergência.

3.1 Acoplamento de interface do tipo sólido-sólido MEF-MEFE

Como apresentado nos caṕıtulos anteriores, a pesquisa por metodologias de aco-
plamento de interface é muito grande e está presente em varias áreas da ciência. Esta
sessão concentra-se em problemas onde ocorre acoplamento de interface entre dois sub-
domı́nios governados pelo mesmo fenômeno f́ısico, a dizer, governados pela equação da
elastodinâmica. Existem problemas nos quais pode ser oportuno a utilização de um es-
quema de discretização especifico ou a utilização de distintos tamanhos de passo de tempo
em determinadas regiões do domı́nio, de forma a obter melhores resultados como já co-
mentado anteriormente. Na Figura 15 esta esquematizado um problema de divisão de
domı́nio no qual é utilizado o MEF para modelar a parte do domı́nio onde ocorre um furo
e o MEFE no restante dele, de forma a poder usufruir da alta precisão com baixo custo
computacional do MEFE modelando de modo mais preciso o furo através da versatilidade
do MEF.

Na seção 2.2, foi apresentada a modelagem de sólidos onde ocorre acoplamento de
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Interface

Figura 15 – Acoplamento entre subdomı́nios discretizados com metodologias distintas (MEF-
MEFE) e de um mesmo sistema f́ısico.

interface com um meio fluido, nesta seção, serão apresentadas as condições de equiĺıbrio
e continuidade para problemas de acoplamento sólido-sólido, as quais são impostas na
interface de interação ΓIti , vista anteriormente na Eq. (2.10), como a seguir:

τ 1
i + τ 2

i = 0

u1
i − u2

i = 0

 em ΓIti × I, (3.1)

nestas equações, o ı́ndice numérico 1 e 2 é referente a cada partição do domı́nio sólido,
i.e., sem perda de generalidade, nos restringimos à divisão do domı́nio Ω em apenas dois
subdomı́nios Ω1 e Ω2, como esquematizado na Figura 16, onde a linha tracejada é referente
ao contorno ΓIti .

1
2

2

1

n1

n2
Iti

Figura 16 – Subdomı́nios f́ısicos e condições de contorno.

3.1.1 Acoplamento iterativo e parâmetro de relaxação ótimo

A fim de simular corretamente a interação entre os subdomı́nios do problema
elastodinâmicos é utilizado um procedimento do tipo iterativo. Este processo consiste
em impor as condições de contorno de Dirichlet na interface de acoplamento de um dos
subdomı́nios, permitindo sua resolução, e em seguida calcular as trações superficiais na
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interface de acoplamento as quais serão transformadas em forças superficiais que serão
tratadas como condição de contorno de Neumann no outro subdomı́nio, em seguida as
variáveis relevantes (deslocamentos e trações) são recalculadas iterativamente permitindo
tratar os subdomı́nios de forma independente.

Como pode ser visto, não existe nenhuma restrição em relação ao método de dis-
cretização utilizado, assim, através deste procedimento pode-se aproveitar as vantagens do
MEFE em algumas regiões do domı́nio mais regulares e a facilidade do MEF em aproximar
as regiões de geometria mais complexa, de forma viável, uma vez que o acoplamento itera-
tivo é eficiente e de fácil implementação como será visto a seguir. Ainda, com o processo
de subcycling tradicional na análise do domı́nio do tempo é posśıvel utilizar tamanhos de
passos de tempo distintos em cada subdomı́nio [50].

Como comentado anteriormente, um ponto muito importante neste tipo de aproxi-
mação é a escolha do parâmetro de relaxação λ, que é aplicado nas variáveis relevantes na
interface de acoplamento, e do qual depende a convergência do método e a velocidade com
o qual converge. Nesta seção será apresentado um parâmetro de relaxação ótimo calculado
a cada iteração, o qual consiste em minimizar o funcional do erro quadrático das variáveis
relevantes como visto em [15, 16], o que por sua vez, é de baixo custo computacional como
será mostrado a seguir.

A fim de se obter um parâmetro de relaxação ótimo, considera-se o seguinte fun-
cional para o erro dos deslocamentos no passo de tempo l + 1 entre as iterações k + 1
e k, i.e., Ul+1,k+1

n e Ul+1,k
n , respectivamente com os valores nodais localizados apenas na

interface de acoplamento:
L(λ) = ‖Uk+1

n −Uk
n‖2, (3.2)

onde Uk+1
n = λUk+λ

n + (1 − λ)Uk
n e Uk

n = λUk+λ−1
n + (1 − λ)Uk−1

n são os vetores deslo-
camentos ponderados e Uk+λ

n e Uk+λ−1
n os vetores deslocamentos calculados a partir da

iteração anterior aos mesmos. A partir dos quais obtêm-se a seguinte expressão:

L(λ) = ‖λWk+λ + (1− λ)Wk‖2,

= λ2‖Wk+λ‖2 + 2λ(1− λ)(Wk+λ,Wk) + (1− λ)2‖Wk‖2,
(3.3)

no qual o produto interno é dado por (·, ·) = ‖ · ‖2 e as variáveis Wk+λ
n = Uk+λ

n −Uk+λ−1
n

e Wk
n = Uk

n −Uk−1
n são utilizadas.

Diferenciando o funcional da Eq. (3.3) com relação a λ e igualando a zero, obtêm-
se:

λ‖Wh+λ‖2 + (1− 2λ)(Wh+λ,Wh) + (λ− 1)‖Wh‖2 = 0, (3.4)

Após a aplicação de alguns cálculos matemáticos obtém-se, a expressão final para calcular
o parâmetro de relaxação dinâmico é obtida:

λ = (Wk
n,Wk

n −Wk+λ
n )

‖Wk
n −Wk+λ

n ‖2 . (3.5)
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Como pode-se observar a expressão para calcular o parâmetro de relaxação é sim-
ples de implementar e possui um custo computacional mı́nimo, podendo ser realizado a
cada passo de iteração [16, 77]. O valor do parâmetro de relaxação no primeiro passo de
iteração será λ = 0.5 como feito em [15, 78], além disso, será utilizado o critério 0 < λ ≤ 1
como em [11] para melhorar a convergência dos resultados; quando o parâmetro de rela-
xação calculado não esteja neste intervalo será repetido o valor obtido do passo anterior.

3.1.2 Acoplamento espacial – passos de tempo com tamanhos iguais

Classificando os subdomı́nios Ω1 e Ω2 como mestre e escravo respectivamente, e
assumindo estar no passo de iteração k + 1, e de tempo l + 1 para ambos o subdomı́nios,
usando passos de tempo de tamanhos iguais em ambos os subdomı́nios, apresenta-se
detalhadamente a método utilizado e a sequência de passos a serem seguidos, assim como
um fluxograma na figura 17, a fim de facilitar a compreensão do esquema iterativo:

I - Calcular Ul+1,k+λ
1 :

i - É calculado Ul+1,k+λ
1 em todo o subdomı́nio incluindo a interface de acopla-

mento ΓIti a partir do sistema de EDO da Eq. (2.45) utilizando as forças de
acoplamento do passo iterativo anterior Fl+1,k

Iti
em Ω1;

ii - É aplicada a relaxação nos valores da interface:

Ul+1,k+1
1 = λUl+1,k+λ

1 + (1− λ)Ul+1,k
1 , (3.6)

iii - É calculado o parâmetro de relaxação segundo a Eq. (3.5) para o próximo passo
de iteração;

iv - Utiliza-se o mapeamento inverso dos pontos nodais x̄ = (x, y) ∈ ΓIti corres-
pondentes à malha de Ω2 nos elementos da malha de Ω1 a fim de interpolar
os valores de Ul+1,k+1

1 para obter os valores de Ūl+1,k+1
2 na interface de acopla-

mento, como será apresentado nas próximas sessões;

II - Calcular Ul+1,k+1
2 :

i - Os valores interpolados dos deslocamentos nodais Ūl+1,k+1
2 na interface de aco-

plamento, são então considerados como condições de contorno prescritas na
interface de interação e o problema referente ao domı́nio Ω2 é então resolvido,
obtendo-se semelhantemente os valores de Ul+1,k+1

2 para o restante do domı́nio;

ii - São calculados os valores das forças de superf́ıcie nodais Fl+1,k+1
Iti

na interface
de acoplamento ΓIti , correspondente a Ω2, a partir dos deslocamentos nodais
Ul+1,k+1

2 (como será visto a seguir);

iii - Utiliza-se o método de mapeamento inverso para obter Fl+1,k+1
Iti

em Ω1;
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iv - Faz-se a checagem de convergência associada ao processo iterativo:

‖Ul+1,k+1
2 −Ul+1,k

2 ‖
‖Ul+1,k+1

2 ‖
< ε, (3.7)

e caso ocorra, atualizam-se as grandezas e parte-se para o próximo passo de
tempo; caso não ocorra, prossegue-se para o próximo passo iterativo, neste
trabalho foi adotado ε = 10−7 .

Os cálculos correspondentes ao subcycling no tempo e ao mapeamento inverso
serão apresentados na próxima seção no âmbito do acoplamento sólido-fluido, sendo estes
realizados analogamente ao caso sólido-sólido.

Até
convergência

k=k+1

k=0

Relaxar U1
l+1,k+1

Calcular U1
l+1,k+λ

Até 
t=T

t=t+Δt

Calcular λ

Calcular U2
l+1,k+1

Calcular U2
l+1,k+1

Calcular FItil+1,k+1

Figura 17 – Fluxograma do esquema iterativo



43

3.1.2.1 Forças de superf́ıcie

Na literatura podem ser encontrados várias métodos de pós-processamento dos
valores nodais de deslocamento para a obtenção de tensões nodais, os quais consistem
basicamente em, ou extrapolar os valores obtidos nos pontos de integração para pontos
nodais ou calcular diretamente os valores nodais, sendo o primeiro mais utilizado por
possuir melhor precisão quando usados elementos quadrilaterais e pelo qual será utilizada
uma técnica com este enfoque para este trabalho. A partir destas tensões nodais é que
serão obtidas as forças de superf́ıcie desejadas, é preciso ressaltar que esta área de pesquisa
ainda está em aberto.

Sabendo-se que, para cada vetor deslocamento local Ue,l+1,k+1
2 do elemento e, existe

a relação:
σ̂h,e(ξ) = D2∇N(ξ)Ue,l+1,k+1

2 , (3.8)

na qual σ̂h,e = [σ̂h,e11 σ̂h,e22 σ̂h,e12 ]T , e a qual é obtida da relação deformação-deslocamento e
tensão-deformação já apresentadas anteriormente.

Uma vez que apenas é exigido que o campo de deslocamentos seja cont́ınuo (aproxi-
mações do tipo C0), no campo de tensões pode vir a ocorrer saltos nos valores localizados
nas interfaces entre elementos, i.e., para cada nó que pertença a mais de um elemento
poderão existir valores distintos vindos de cada um deles. A fim de obter resultados con-
t́ınuos do campo de tensões ao longo do domı́nio, este é extrapolado utilizando as funções
base, i.e., σhij = N̄σij, onde σhij ∈ R é a expansão de cada componente do vetor de ten-
sões σ̂h,e ao longo do domı́nio Ω, N̄ ∈ Rnn é o vetor contendo as funções base globais e
σij ∈ Rnn é o vetor de tensões nodais a ser encontrado (perceba que é um vetor de valores
nodais para cada componente do vetor de tensões), de modo que num sentido integral
tenha-se: ∫

Ω

N̄T N̄dΩσ11 =
∫
Ω

N̄Tσh11dΩ,
∫
Ω

N̄T N̄dΩσ22 =
∫
Ω

N̄Tσh22dΩ,
∫
Ω

N̄T N̄dΩσ12 =
∫
Ω

N̄Tσh12dΩ,

(3.9)

resultando no seguinte sistema para cada componente do vetor de tensões continuo:

M̄σij = σ̄hij, (3.10)

onde a matriz de massa M̄ é diagonalizada a fim de diminuir o esforço computacional ao
resolver o sistema.

Após obter as tensões, calculam-se as forças de superf́ıcie nodais em função do
vetor normal n̄ a cada elemento:

τ n̄1 = σ11n̄1 + σ12n̄2,

τ n̄2 = σ12n̄1 + σ22n̄2,
(3.11)
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e então o vetor de forças iterativas, para o acoplamento sólido-sólido, resulta em:

FIti =
∫

ΓIti

NT τidΓIti . (3.12)

No próximo caṕıtulo serão apresentados experimentos numéricos de problemas
onde ocorra acoplamento sólido-sólido.

3.2 Acoplamento de interface do tipo sólido-fluido MEF-MEFE

Após apresentar os cálculos correspondentes ao acoplamento iterativo sólido-sólido,
é a vez de estender este procedimento para o caso de um acoplamento de sistemas f́ısicos
distintos. A seguir será apresentado o método de acoplamento iterativo sólido-fluido e um
passo-a-passo analogamente ao realizado para o caso anterior.

3.2.1 Acoplamento espacial – passos de tempo com tamanhos iguais

Quando os passos de tempo de ambos os subdomı́nios possuem tamanhos iguais
(i.e. ∆tf = ∆ts) não se tem uma regra que determine qual dos subdomı́nios será escolhido
como mestre ou escravo. Entretanto será escolhido o subdomı́nio fluido como mestre e o
subdomı́nio sólido como escravo no sentido de que o primeiro será analisado primeiro e
será discretizado pelo MEFE que possui elementos de tamanho maior, esta escolha será
melhor justificada para o caso no qual sejam utilizados tamanhos de passos de tempo
distintos.

No procedimento de acoplamento iterativo, os cálculos correspondentes ao k-ésimo
passo de iteração no l-ésimo passo de tempo são os seguintes:

I - Calcular Pl+1,k+1 – subdomı́nio fluido:

i - Os fluxos de superf́ıcie na interface de acoplamento são calculados, tomando
em conta a contraparte discreta do último termo das Eqs. (2.3) e (2.5), utili-
zando os já calculados (do passo iterativo anterior) valores nodais da aceleração
na interface de acoplamento, i.e. ¨̄Ul+1,k no qual a barra superior se refere à
interface de acoplamento, o que resulta em:

Fl+1,k+1
4 =

∫
Γ4

NT
f κfq

l+1,kdΓ = −κfρf
∫

Γ4
NT
f nTf Ns

¨̄Ul+1,kdΓ, (3.13)

na qual Nz representa o vetor das funções de interpolação referentes ao sub-
domı́nio fluido (MEFE) ou sólido (MEF) de acordo ao ı́ndice f ou s respecti-
vamente, e nf representa o vetor normal exterior à superf́ıcie do subdomı́nio
fluido. A integral de contorno anterior é calculada numericamente por um
procedimento de mapeamento e interpolação descritos na sequência.
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ii - Os novos valores nodais da pressão Pl+1,k+1 são então calculados de forma
acoplada no subdomı́nio fluido pelas Eqs. (2.33)-(2.50)

II - Calcular Ül+1,k+1 – subdomı́nio sólido:

i - As forças de interação na interface são calculadas, tomando em conta a contra-
parte discreta dos últimos termos das Eqs. (2.10) e (2.20) utilizando os valores
nodais da pressão na interface de acoplamento obtidas no passo I, i.e. P̄l+1,k+1,
resultando em:

Fl+1,k+1
It =

∫
ΓIt

NT
s τ

l+1,k+1dΓ =
∫

ΓIt

NT
s nfNfP̄l+1,k+1dΓ. (3.14)

ii - Os novos valores nodais da aceleração, denotados por Ül+1,k+1, são calculados
então no domı́nio sólido de forma acoplada e dada pelas Eqs. (2.45) e (2.50).

iii - Classicamente, neste passo é utilizado um esquema de relaxação aplicado aos
valores nodais da aceleração na interface de acoplamento a fim de garantir e/ou
acelerar a convergência do processo iterativo, i.e. é realizado o seguinte cálculo:

¨̄Ul+1,k+1 = λ ¨̄Ul+1,k+λ + (1− λ) ¨̄Ul+1,k, (3.15)

no qual ¨̄Ul+1,k+λ representa as acelerações previamente calculadas (não-relaxadas).

iv - Em seguida, o parâmetro de relaxação λ é atualizado de forma adaptativa para
ser utilizado no próximo passo de iteração, o cálculo deste será apresentado
posteriormente.

Uma vez que o critério de convergência é atingido dentro do passo de tempo, os ve-
tores nodais U, U̇ e Ṗ são atualizados em seus respectivos subdomı́nios, e o procedimento
iterativo é reinicializado para o próximo passo de tempo.

É importante ressaltar que na inicialização do processo iterativo (primeiro passo de
iteração), o subdomı́nio fluido é analisado isoladamente de forma que os fluxos da superf́ı-
cie na interface de acoplamento são considerados nulos (veja a Eq. (3.13) com acelerações
nulas), em sequência, o domı́nio sólido é analisado da forma como foi apresentado anteri-
ormente de acordo com a Eq. (3.14). O critério de convergência adotado para o processo
iterativo é definido como a seguir:

‖ ¨̄Ul+1,k+1 − ¨̄Ul+1,k‖
‖ ¨̄Ul+1,k+1‖

< ε, (3.16)

com ε sendo uma tolerância a definir.
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3.2.1.1 Cálculo numérico das integrais na superf́ıcie de acoplamento

Nesta sessão serão apresentados os métodos de mapeamento inverso e de inter-
polação dos valores nodais na interface de acoplamento mencionados anteriormente, de
forma a avaliar corretamente as integrais das equações Eqs. (3.13)-(3.14).

Ao focar na integral da Eq. (3.14), os seguintes passos são realizados:

1. Os pontos de integração de Gauss da integral de contorno são mapeados do domı́nio
de referência para o contorno f́ısico do elemento ΓItn, os pontos cinzas na Figura 18;

2. Uma vez conhecidas as coordenadas f́ısicas dos pontos de Gauss no contorno, são
identificados os elementos espectrais Ωfn cujo lado pertencente a interface de aco-
plamento, chamado de Γ4n, possua os pontos recém mapeados;

3. Tendo identificado os elementos espectrais, é realizado um mapeamento inverso (que
será explicado na sessão 3.2.1.2) e em seguida a interpolação dos valores nodais da
pressão ao longo de Γ4n, utilizando as próprias funções de interpolação do MEFE
unidimensional no domı́nio de referência, possibilitando assim a realização direta da
integração numérica no contorno;

este procedimento está ilustrado na Figura 18, e seu cálculo será apresentado na seção a
seguir.

 fn
 4nItnsn

 

xe1

xe2

Figura 18 – Esboço do mapeamento inverso dos pontos de integração da Eq. (3.14); os pontos
pretos representam os nós de malha, os pontos cinzas representam os pontos de
integração mapeados em ΓItn e os pontos vazios representam os pontos em Γ4n a
ser inversamente mapeado ao domı́nio espectral de referencia

Ao utilizar uma aproximação subparamétrica para o MEFE (i.e., funções de in-
terpolação de alta ordem porém com elementos quadrilaterais bilineares) o mapeamento
inverso recai no mesmo caso que o MEF, uma vez que são utilizadas as mesmas fun-
ções para o mapeamento, e um processo semelhante será realizado para a integral da Eq.
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(3.13). Se fazendo necessária uma melhor representação da geometria do contorno, po-
dem ser utilizados esquemas de mapeamento mais complexos como comentado na seção
anterior. Entretanto, geralmente não será posśıvel obter uma expressão expĺıcita para o
mapeamento inverso, o qual poderá ser realizado eficientemente pelo método de Newton-
Raphson por exemplo, não afetando o resto do esquema.

Um esboço deste procedimento está ilustrado na Figura 19, perceba que neste caso,
os pontos de integração GLL coincidem com os pontos nodais do elemento espectral como
explicado na sessão anterior.

 
fn

 4n Itn sn
 

xe1

xe2

Figura 19 – Esboço do mapeamento inverso dos pontos de integração da Eq. (3.13); os pontos
pretos representam os nós de malha, os pontos cinzas representam os pontos de
integração mapeados em Γ4n e os pontos vazios representam os pontos em ΓItn a
serem inversamente mapeados ao domı́nio de referencia

3.2.1.2 Mapeamento inverso unidimensional

Aqui será apresentado o cálculo do mapeamento inverso (i.e., apenas o terceiro
passo da sequência apresentada anteriormente) referente à Figura 18. Perceba que o
mapeamento inverso para um dos lados de um elemento quadrilateral isoparamétrico
linear (i.e., para o caso do MEF) recai no caso unidimensional linear e será tal que F−1 :
ΓItn → Λ1D, de forma que ΓItn representa o lado do elemento Ωsn coincidente com a
interface de acoplamento ΓItn e Λ1D = [−1, 1]. Assim, sendo xe = (x, y) um ponto de
integração mapeado já em Γ4n → ΓItn (veja a Fig. 19), o seu mapeamento inverso de
forma que ΓItn → Λ1D é dado por

ξ = 2(x+ y)− (x1 + x2 + y1 + y2)
x2 − x1 + y2 − y1

, (3.17)

tendo xe1 = (x1, y1) e xe2 = (x2, y2) as coordenadas dos nós do elemento Ωsn em ΓItn,
como descrito na Fig. 19.
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3.2.1.3 Parâmetro de relaxação dinâmico

É conhecido na literatura que a escolha correta do parâmetro de relaxação seja este
dinâmico ou não, é de suma importância para a velocidade de convergência dos métodos de
acoplamento iterativo, chegando muitas vezes a garantir a convergência nos resultados.
Os valores que este parâmetro assume depende da densidade das malhas (numero de
elementos e nós na interface de acoplamento), condições de acoplamento, propriedades
do material e a geometria dos subdomı́nios [9, 11, 14]. Assim, estudos foram dirigidos a
fim de melhorar o desempenho obtido através deste parâmetro como pode ser visto em
[16, 77, 17, 18], onde é proposto alguns esquemas de relaxação dinâmica em problemas.

Como feito para o caso sólido-sólido, neste caso também será utilizado um parâme-
tro de relaxação λ baseado na minimização do funcional do erro quadrático das variáveis
relevantes na interface de acoplamento, conforme descrito em [15, 79, 77]. Desta vez,
porém, o funcional estará em função das acelerações no subdomı́nio sólido no passo de
tempo l + 1 e em relação aos passo iterativos k + 1 e k, ficando desta forma a seguinte
expressão:

L(λ) = ‖ ¨̄Ul+1,k+1 − ¨̄Ul+1,k‖2, (3.18)

no qual ¨̄Ul+1,k+1 = λ ¨̄Ul+1,k+λ + (1 − λ) ¨̄Ul+1,k e ¨̄Ul+1,k = λ ¨̄Ul+1,k+λ−1 + (1 − λ) ¨̄Ul+1,k−1

são as acelerações nodais relaxadas e ¨̄Ul+1,k+λ e ¨̄Ul+1,k+λ−1 as acelerações nodais não-
relaxadas (obtidas diretamente do sistema de EDO), ressalta-se novamente que apenas os
valores no contorno de interação são utilizados para calcular λ, assim como na aplicação
do relaxamento das variáveis em si, desta forma chega-se na seguinte expressão:

L(λ) = ‖λWk+λ + (1− λ)Wk‖2,

= λ2‖Wk+λ‖2 + 2λ(1− λ)(Wk+λ,Wk) + (1− λ)2‖Wk‖2,
(3.19)

na qual (·, ·) = ‖ · ‖2 e com as variáveis Wk+λ = ¨̄Ul+1,k+λ − ¨̄Ul+1,k+λ−1 e Wk = ¨̄Ul+1,k −
¨̄Ul+1,k−1. Derivando o funcional em relação a λ e igualando a zero, obtém-se:

λ‖Wk+λ‖2 + (1− 2λ)(Wk+λ,Wk) + (λ− 1)‖Wk‖2 = 0, (3.20)

e finalmente obtém-se a expressão final do parâmetro de relaxação:

λ = (Wk,Wk −Wk+λ)
‖Wk −Wk+λ‖2 , (3.21)

analogamente ao realizado na sessão anterior.

Observa-se apenas que, a diferença do caso sólido-sólido visto anteriormente, um
valor perto de um (1.0), mais especificamente λ = 0.9, é utilizado no primeiro passo de
iteração e que não serão aplicadas restrições enquanto ao valor de λ, uma vez que notou-se
uma melhora na convergência, como será comentado no caṕıtulo seguinte.
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3.2.2 Subcycling no tempo – Passos de tempo distintos

Neste trabalho, além do acoplamento iterativo entre o MEF e MEFE, é apresen-
tado um esquema que melhora a eficiência deste método, entretanto é ressaltado que
este esquema é aplicável apenas para o caso de utilizar diferentes tamanhos de passos
no tempo nos distintos subdomı́nios permitindo não utilizar do parâmetro de relaxação.
Assim sendo, é preciso notar que quando nos refiramos ao caso de passos de tempo iguais
futuramente, estaremos nos referindo ao esquema tradicional com relaxação apresentado
previamente.

Neste sentido, com a possibilidade de utilizar tamanhos de passos de tempo dis-
tintos, podem-se escolher tamanhos de tempo ideais de forma a melhorar totalmente a
eficiência do algoritmo. Desta forma, como mencionado anteriormente, é feita a esco-
lha de uma subdomı́nio intitulado mestre e outro escravo. Uma vez que numa grande
parte dos casos de acoplamento sólido-fluido a velocidade da onda-P no sólido resulta ser
maior que a velocidade de propagação de onda no fluido, se faz preciso utilizar passos de
tempo menores dentro do domı́nio sólido, desta forma fica definido como domı́nio mestre
o subdomı́nio fluido e como escravo o subdomı́nio sólido.

Desta forma, sendo ∆ts ≤ ∆tf , e assumindo que encontra-se na seguinte situação:
tf,l < ts,l+1 < tf,l+1, os passos apresentados a seguir devem ser adicionados aos descritos
previamente na seção 3.2.1 a fim de avaliar as integrais de contorno:

• Extrapolação de ¨̄U(l+1)|s,k+1 – subdomı́nio fluido:

i- No cálculo da integral de contorno da Eq. (3.13), no domı́nio fluido uma extra-
polação no tempo constante para a aceleração dos valores nodais será realizada.
Neste trabalho, é proposto que seja extrapolado apenas os valores obtidos no
primeiro passo de iteração, i.e. será substitúıdo ¨̄Ul+1,k por ¨̄Ul+1|f ,1 na Eq. (3.13)
obtendo a seguinte igualdade:

¨̄U(l+1)|f ,k+1 = ¨̄U(l+1)|s,1, (3.22)

Nos esquemas tradicionais de interpolação/extrapolação temporal, os valores
nodais da aceleração na interface de acoplamento são interpolação/extrapolados
a cada passo iterativo, de forma a obter:

¨̄U(l+1)|f ,k+1 = ¨̄U(l+1)|s,k, (3.23)

Perceba que a quantidade de vezes que os valores nodais da aceleração são
atualizados para a realização da solução numérica no domı́nio fluido depende
da quantidade de subpassos no tempo adotados, i.e, se ∆tf = a∆ts, os valores
da aceleração serão atualizados a vezes no domı́nio fluido até os instantes de
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tempo coincidirem ou seja quando ts,l+1 = tf,l+1. Um esboço do esquema de
extrapolação utilizado pode ser visto na Figura 20

ii - A marcha no tempo no domı́nio fluido só avança quando o instante de tempo
do sólido coincide com o fluido, então o vetor dos valores nodais da pressão Ṗ
é atualizado e o processo iterativo recomeça para o próximo passo de tempo.

U
(l+1)|s,1 U

(l+1)|f,k+1

ts,l+1 tf,l+1

Δts'

.. ..

Figura 20 – Esboço do esquema de extrapolação dos valores nodais ¨̄U(l+1)|s,1, no qual os pontos
pretos representam os valores conhecidos e o ponto vazio os valores obtidos pelo
esquema, perceba que ∆ts′ = tf,l+1 − ts,l+1.

• Interpolação de P̄(l+1)|s,k+1 – subdomı́nio sólido:

i - Nos cálculos envolvendo a integral de contorno da Eq. (3.14), no domı́nio sólido,
são utilizados os valores nodais da pressão que foram recém obtidos e são
linearmente interpolados no tempo com os valores obtidos no passo de tempo
anterior P̄l|f de forma a obter para o atual passo iterativo a seguinte expressão:

P̄(l+1)|s,k+1 = (1− ε) P̄l|f + εP̄(l+1)|f ,k+1, (3.24)

na qual ε = ts,l+1 − tf,l
∆tf

. Na Figura 21 pode ser visto um esboço do esquema de

interpolação utilizado. Assim, a integral de contorno da Eq. (3.14) é calculada
substituindo P̄(l+1),k+1 por P̄(l+1)|s,k+1.

ii - Uma vez obtida a convergência dos resultados, os outros vetores de valores
nodais, i.e. U e U̇, são atualizados e é dado um passo pra frente no tempo no
esquema de subcycling.

Ao utilizar este esquema de extrapolação simples, dado pela Eq. (3.22), podem ser
citadas as seguinte vantagens: i) os passos II-iii e II-iv descritas na seção 3.2.1 podem ser
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tf,l ts,l+1 tf,l+1

Pl

Pl+1,k+1

P(l+1)|s,k+1

Δtf
Figura 21 – Esboço do esquema de interpolação dos valores nodais P̄(l+1)|s,k+1, no qual os pontos

pretos representam os valores conhecidos e o ponto vazio os valores obtidos pelo
esquema

pulados, i.e., não se faz mais necessária a utilização de parâmetros de relaxação, ii) possui
uma implementação computacional direta e eficiente, e iii) a convergência é obtida com
uma quantidade menor de passos iterativos, como será mostrado na seção de exemplos
numéricos a seguir.

Na figura 22 é apresentado um fluxograma do esquema de acoplamento iterativo.

Calcular λ
Verificar

convergência

k=k+1
Calcular U(l+1)|f,k+1

..

Calcular U(l+1)|s,k+1
..

Calcular P(l+1)|s,k+1Calcular Pl+1,k+1 Verificar 
tf=ts

k=0
ts=ts+Δts tf=tf+Δtf

k=0

Figura 22 – Fluxograma do esquema iterativo.



52

4 EXPERIMENTOS NUMÉRICOS

Neste caṕıtulo, serão apresentados exemplos numéricos a fim de ilustrar a efeti-
vidade e potencialidade do método de acoplamento iterativo MEF-MEFE. Inicialmente
serão apresentados três exemplos numéricos referentes ao acoplamento sólido-sólido, todos
os casos consistem no modelo da barra engastada utilizada no exemplo anterior, porém
com variações na direção do carregamento, além disso, no último caso será adicionado um
furo no subdomı́nio discretizado pelo MEF, a fim de demostrar a versatilidade e precisão
do acoplamento iterativo num modelo mais complexo. Em seguida serão apresentados dois
exemplos referentes ao acoplamento iterativo sólido-fluido propriamente dito, o primeiro
consiste numa coluna sólido-fluida sob carregamento num dos extremos e preso no outro,
semelhante ao caso da barra engastada, no qual será analisado a precisão do método ao
utilizar o esquema de subcycling variando os tamanhos do passo de tempo nos subdomı́-
nios. O segundo exemplo, é um pouco mais complexo e realista, representado por uma
barragem retendo a água de um lago de armazenamento.

4.1 Acoplamento sólido-sólido

O modelo utilizado para os dois primeiros exemplos pode ser visto na Figura 23, o
qual consiste numa barra retangular engastada em uma de suas extremidades e a extre-
midade oposta estando sob a influência de uma carga distribúıda de forma uniforme ao
longo desta e cuja variação no tempo é dada por f(t) e cuja direção θ é dada de acordo ao
problema proposto. Na Figura 23, também é posśıvel observar a interface de acoplamento,
as dimensões com a = 4m e b = 1m do domı́nio global. Ainda, é posśıvel ver a localização
espacial do ponto A = (4, 0.5), no qual serão obtidos os resultados dos deslocamentos,
sendo que o ponto de origem encontra-se no canto inferior esquerdo da barra.

1 2 f(t)b

a/2

A

a/2
θ

Figura 23 – Modelo da barra engastada correspondente ao problema 2.

A malha do MEF possui o total de 200 elementos quadrilaterais e bilineares de



53

comprimento le = 0.1m com 231 nós, já a malha do MEFE é composta por 4 elementos
espectrais de ordem p = 7 com 225 nós, possuindo uma quantidade de nós próxima à
malha do MEF como mostrado pela figura 23. Ressalta-se que, para estes problemas as
malhas não possuem nós coincidentes na interface de interação.

Os casos abordados serão:

• Caso 1 - considera-se uma função f(t) do tipo Heaviside unitária unicamente na
direção x com θ = 0 graus, recaindo num problema de propagação de onda plana
(Coluna sólida do exemplo anterior).

• Caso 2 - considera-se um carregamento de mesma amplitude em ambas as direções
x− y com θ = 45 graus e uma função f(t) do tipo senoidal.

• Caso 3 - será abordado o caso onde a barra apresenta um furo no subdomı́nio
referente ao MEF, este furo tem um raio de 0.35m e seu centro está localizado no
ponto (3.0,0.5) como representado na Figura 24, e será aplicado um carregamento
igual ao do caso 2.

1 2

f(t)b

a

B

θ

Figura 24 – Modelo da barra engastada com um furo correspondente ao problema 3.

Será utilizado o método de Newmark de primeira ordem com amortecimento (i.e.,
utilizando os valores α = 0, β = 0.30 e γ = 0.60 no esquema HHT) em ambos os
subdomı́nios e o passo de tempo de referência será ∆t2 = 0.002s. No primeiro caso
será utilizada a solução anaĺıtica apresentada anteriormente como solução de referência,
já nos dois últimos casos, será utilizado o resultado obtido com uma malha refinada do
MEF como solução de referência. Ainda, o valor da tolerância utilizado no processo de
acoplamento iterativo será de ε = 10−7.
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4.1.1 Caso-1

Neste caso, as constantes dos materiais são dados por: ρ1 = ρ2 = 1kg/m3, ν1 =
ν2 = 0.0, E1 = E2 = 102N/m2, resultando nas velocidades Vp = 10.0m/s e Vs = 7.07m/s.
Como comentado no exemplo anterior este problema é considerado muito severo do ponto
de vista numérico, uma vez que possui velocidades e tensões descont́ınuas no tempo,
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Figura 25 – Resultados do deslocamento horizontal para o ponto A.

Na Figura 25 é posśıvel ver as curvas temporais dos deslocamentos horizontais
resultantes da solução anaĺıtica e do MEF-MEFE. Como é posśıvel observar, as soluções
obtidas possuem curvas com comportamentos idênticos, sofrendo no fim do tempo de
análise uma pequena defasagem com relação à solução anaĺıtica e à do MEF. Ainda,
perceba que a solução não perdeu precisão ao utilizar passos de tempo distintos em cada
um dos subdomı́nios.

4.1.2 Caso-2

Para este caso, as constantes dos materiais são dados por: ρ1 = ρ2 = 1kg/m3,
ν1 = ν2 = 0.25, E1 = E2 = 102N/m2 e a função f(t), em ambas as direções x − y, é
definida como

f(t) =

 sen (πt) , se t ≤ 1

0, se t > 1
(4.1)

Nas Figuras 26 e 27 é posśıvel ver as curvas temporais dos deslocamentos hori-
zontais e verticais resultantes, respectivamente, em conjunto com a solução de referência
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correspondente, a qual foi obtida utilizado um modelo de domı́nio único com 400 elemen-
tos quadrilaterais. As curvas referentes aos resultados dos deslocamentos horizontais e
verticais do acoplamento MEF-MEFE possuem comportamento semelhantes ao ińıcio do
tempo de análise, perdendo precisão levemente no decorrer do tempo.
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Figura 26 – Resultados do deslocamento horizontal para o ponto A.

Na Figura 28 são apresentados gráficos de barra (histograma) que representam
porcentagem de passos de iteração necessários para atingir a convergência por passo de
tempo, i.e, para cada passo de tempo o número de passos de iteração varia, todos estes
valores são armazenados e no fim é verificada quantas vezes cada um deste valores se
repetiu ao longo de todo o tempo de análise. Nota-se nestes gráficos que a quantidade de
iterações necessárias pra convergência quando ∆t1 = ∆t2 fica concentrada entre 2 e 3 com
perto de 40% e 43%, respectivamente; já para o caso onde ∆t1 = 5∆t2 os valores ficam
concentrados entre 1 e 4 com perto de 40% e 30%, respectivamente, apresentando valores
bem próximos e indicando robustez no método ao lidar com a variação do tamanho de
passo de tempo.

Na Figura 29 gráficos de barra também são apresentados, desta vez representando
os valores obtidos para o parâmetro de relaxação λ ao longo de todos os passos iterativos
através da Eq. (3.5). Perceba que estes valores ficaram próximos de um (1.0) tanto
para o caso onde ∆t1 = ∆t2 quanto para o caso onde ∆t1 = 5∆t2. A escolha do valor
λ = 0.9 como valor inicial para os próximos experimentos numéricos, como comentado
anteriormente, foi motivada a partir destes gráficos.



56

 0

 5

 10

 15

 20

 25

 30

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3

D
e

s
lo

c
a

m
e

n
to

 V
e

rt
ic

a
l 
(m

)

Tempo (s)

Solucao de ref.
∆t1=∆t2

∆t1=5∆t2

Figura 27 – Resultados do deslocamento vertical para o ponto A.

Figura 28 – Distribuição do número de iterações em cada passo de tempo ao longo do tempo de
análise quando ∆t1 = ∆t2 e ∆t1 = 5∆t2.
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Figura 29 – Distribuição do valore de λ em cada passo de iteração ao longo do tempo de análise
quando ∆t1 = ∆t2 e ∆t1 = 5∆t2.

Na Figura 30 são apresentados snapshots do módulo do deslocamento ‖u‖ assim
como a deformação sofrida pela barra em diferentes instantes de tempo, a fim de mostrar
o comportamento do sistema acoplado como um todo à medida que o tempo avança. No
segundo snapshots, é posśıvel ver claramente o cumprimento da condição de continuidade
através da interface de interação.

4.1.3 Caso-3

Este exemplo consiste no mesmo modelo f́ısico do caso-2, no qual será adicionado
um furo no subdomı́nio correspondente ao MEF, como visto na Figura 24. Nas Figuras 31
e 32, respectivamente, é posśıvel ver as curvas temporais dos deslocamentos horizontais
e verticais resultantes em conjunto com a solução de referência correspondente, obtidas
no ponto B = (3.35, 0.5), a qual foi obtida utilizando um modelo de domı́nio único.
Novamente as curvas referentes aos resultados dos deslocamentos horizontais e verticais
do acoplamento MEF-MEFE possuem comportamento semelhantes no inicio do tempo de
análise, perdendo precisão levemente no decorrer do tempo.

Na Figura 33 são apresentados os gráficos de barra que representam porcentagem
de passos de iteração necessários para atingir a convergência por passo de tempo, já
apresentados anteriormente. Nestes gráficos é posśıvel ver que a quantidade de iterações
necessárias pra convergência quando ∆t1 = ∆t2 fica concentrada entre 5 e 7 com perto de
45% e 30% respectivamente, já para o caso onde ∆t1 = 7∆t2 os valores ficam concentrados
em 1 em perto de 43% dos passos de tempo, o que indica que ao utilizar esta configuração
a convergência é alcançada de maneira muito rápida.
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Figura 30 – Snapshots de ‖u‖ em t = 1.98s e t = 3s, respectivamente, de cima para baixo.
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Figura 31 – Resultados do deslocamento horizontal para o ponto B.
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Figura 32 – Resultados do deslocamento vertical para o ponto B.

Figura 33 – Distribuição do número de iterações em cada passo de tempo ao longo do tempo de
análise quando ∆t1 = ∆t2 e ∆t1 = 7∆t2.



60

Na Figura 34 gráficos de barras também são apresentados representando os valores
obtidos para o parâmetro de relaxação λ ao longo de todos os passos iterativos, como
apresentado já anteriormente. Perceba que desta vez os valores λ ficaram variaram entre
0.6 e 1.0 para ambos os casos apresentados, nota-se que para o caso onde ∆t1 = ∆t2, o
valor de λ = 1.0 foi obtido em mais de 30% das iterações.

Figura 34 – Distribuição do valore de λ em cada passo de iteração ao longo do tempo de análise
quando ∆t1 = ∆t2 e ∆t1 = 7∆t2.

Na Figura 35 são apresentados snapshots do módulo do deslocamento ‖u‖ assim
como a deformação sofrida pela barra em diferentes instantes de tempo, a fim de mostrar
o comportamento do sistema acoplado como um todo à medida que o tempo avança. No
segundo e terceiro snapshots, é posśıvel ver novamente o cumprimento da condição de
continuidade através da interface de interação.

4.2 Acoplamento sólido-fluido

Nesta seção serão apresentados os exemplos numéricos referentes ao acoplamento
iterativo MEF-MEFE em problemas de acoplamento sólido-fluido a fim de mostrar a
precisão e versatilidade do método. Será utilizado a regra do trapézio (i.e., utilizando os
valores α = 0, β = 0.25 e γ = 0.50 no esquema HHT) no subdomı́nio sólido, enquanto
que no subdomı́nio flúıdo será utilizado o esquema HHT com amortecimento numérico
apresentado anteriormente e utilizando α = −1/3. Em todos os casos o método de
acoplamento padrão MEF-MEF com nós coincidentes na interface de acoplamento (malhas
coincidentes) e com a regra do trapézio em ambos subdomı́nios será utilizado como solução
de referência. Ainda, o valor da tolerância utilizado no processo de acoplamento iterativo
é de ε = 10−7.
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Figura 35 – Snapshots de ‖u‖ em t = 0.3s, t = 1.5s e t = 3s, respectivamente, de cima para
baixo.

4.2.1 Coluna aço–água

Este exemplo numérico consiste numa coluna de aço-água de dimensões a = 4.0m
e b = 1.0m sujeitos a um carregamento Heaviside atuando num dos lados como esquemati-
zado na Figura 36. Como pode ser visto, a coluna de água é discretizada por 4 elementos
espectrais de ordem p = 7 com um total de 225 nós, enquanto que a coluna de aço é
discretizada por 200 elementos quadrilaterias de 4 nós cada com um total de 231 nós.

f(t)b

a/2 a/2

f sA

Figura 36 – Esboço do modelo e discretização da coluna aço-água.

As propriedades dos materiais são: κf = 2.3175 × 109N/m2 (módulo bulk); ρf =
1030kg/m3 (densidade da água); E = 2.1 × 1011N/m2; ν = 0.3; ρs = 7700kg/m3, resul-
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tando num modelo com velocidades de propagação de ondas distintos em cada subdomı́nio,
i.e., vP = 6059m/s e vS = 3239m/s no aço (domı́nio sólido) e vf = 1500m/s para a água
(domı́nio fluido).

Nas Figuras 37 e 38, são apresentadas as variações no tempo do deslocamento
horizontal e pressão hidrodinâmica no ponto A = (a/2, b/2) (como visto na Fig. 36).
No teste são considerados três casos: ∆tf = ∆ts, ∆tf = 3∆ts e ∆tf = 6∆ts no qual
∆ts = 3.0× 10−6s, e também apresentada a solução de referência.
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Figura 37 – Resultados do deslocamento horizontal da coluna aço-água no ponto A considerando
vários tamanhos de tempo distintos.

No caso da Figura 37 pode-se perceber a precisão nos resultado obtidos para o
deslocamento horizontal mesmo que variando os tamanhos de passo no tempo.

Entretanto é posśıvel ver na Figura 38 que no caso dos resultados obtidos para
a pressão hidrodinâmica, ocorrem oscilações espúrias na solução de referência uma vez
que não é utilizado amortecimento numérico, o que pode levar a uma compreensão er-
rada nos resultados, como comentado anteriormente. Assim, pode-se notar claramente a
importância da utilização do método HHT, uma vez que a ordem de convergência e pre-
cisão temporal é mantida ao mesmo tempo que é introduzido o amortecimento numérico
controlado.

Como é posśıvel ver, num todo, a precisão dos resultados não sofreu muita perda ao
serem considerados tamanhos de passos de tempo distintos nos subdomı́nios, até mesmo



63

-5

 0

 5

 10

 15

 20

 25

 30

 35

 40

 45

 0  0.005  0.01  0.015  0.02  0.025

P
re

s
s
a
o
 H

id
ro

d
in

a
m

ic
a
 (

N
/m

2
)

Tempo (s)

Sol. de ref.
∆tf=∆ts

∆tf=3∆ts
∆tf=6∆ts

Figura 38 – Resultados da pressão hidrodinâmica da coluna aço-água no ponto A considerando
vários tamanhos de tempo distintos.

para o caso de ter ∆tf = 6∆ts. É importante notar que o resultados obtidos nestes
experimentos coincidem com os encontrados na literatura, como é posśıvel ver em [78, 79].

4.2.2 Sistema de barragem–reservatório

Neste exemplo será analisado o sistema barragem-reservatório descrito na Figura
39. A barragem está sujeita a um carregamento senoidal dinâmico distribúıdo uniforme-
mente na parte de cima dela atuando com uma frequência angular de ω = 18rad/s (i.e.
f(t) = sin(ωt)). As propriedades dos materiais da barragem são: E = 3.437× 109N/m2,
ν = 0.25 e ρs = 2000kg/m3. A água adjacente é caracterizada por: vf = 1436m/s e
ρf = 1000kg/m3. A modelagem do contato da água com o ar (parte de cima do reservató-
rio) consiste em considerar a pressão hidrodinâmica como nula enquanto que no fundo é
prescrito uma condição de contorno ŕıgido (i.e. fluxo zero) uma vez que é considerado uma
parede superficial. Ainda, ao longo do lado direto é utilizado uma condição de contorno
não-reflexiva Eq. (2.3) a fim de simular um domı́nio infinito como visto em [80].

A malha adotada para o fluido é composta de 6 elementos espectrais de ordem
p = 7 com um total de 330 nós, enquanto que para o sólido uma malha de 81 elementos
quadrilaterais de quatro nós com um total de 103 nós é adotada. Os tamanhos de passo
de tempo adotados para a análise são ∆tf = ∆ts, ∆tf = 3∆ts e ∆tf = 6∆ts no qual
∆ts = 3.5× 10−4s.
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Figura 39 – Geometria e carregamento do sistema de barragem–reservatório, adaptado de [81].
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Nas Figuras 40 e 41 são retratados os resultados do deslocamento vertical e da
pressão hidrodinâmica nos pontos A = (30, 60) e B = (35, 10). É posśıvel ver nos resul-
tados a precisão obtida pelo método proposto quando comparado à solução de referência,
vista em [82].
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Figura 41 – Resultados da pressão hidrodinâmica do reservatório no ponto B.

Os resultados obtidos ao se variar o tamanho do passo de tempo também podem
ser comparados com os vistos na literatura [81]. Neste trabalho porém, ao utilizar o
método HHT com amortecimento numérico, a precisão dos resultados no domı́nio flúıdo
é melhorada.

Figura 42 – Snapshot em t = 0.028s do deslocamento horizontal e da pressão hidrodinâmica
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Figura 43 – Snapshot em t = 0.056s do deslocamento horizontal e da pressão hidrodinâmica

Nas Figuras 42 e 43 são apresentados snapshots do deslocamento horizontal e da
pressão hidrodinâmica em diferentes instantes de tempo e com seus respectivos valores ao
lado, a fim de mostrar o comportamento do sistema acoplado como um todo e à medida
que o tempo avança. Em ambos snapshots, é posśıvel notar claramente uma frente de
onda de pressão no domı́nio fluido originada pela interação dinâmica com a barragem.
Nos snapshots é mostrado somente o deslocamento horizontal da barragem uma vez que
de acordo com as equações de acoplamento do fluido Eq. (2.3) somente esta direção é a
que influencia no comportamento deste.

Figura 44 – Distribuição do número de iterações em cada passo de tempo ao longo do tempo de
análise quando ∆tf = 2∆ts.

A partir das Figuras 44 e 45 é realizado uma análise de porcentagem do número
de iterações necessárias para convergência por passo de tempo, i.e, para cada passo de
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tempo o número de passos de iteração varia, todos estes valores são armazenados e no
fim é verificada quantas vezes cada um deste valores se repetiu ao longo de todo o tempo
de análise, tendo um total de 2000 passos de tempo (uma vez que ∆ts = 3.5 × 10−4s e
o tempo ne análise finaliza em t = 0.7s) analogamente ao realizado para o caso sólido-
solido. O gráfico de barras apresenta três tipos de metodologias, sendo estas: os métodos
de acoplamento iterativo, sem a utilização de uma parâmetro de relaxação (em azul), com
o parâmetro relaxação dinâmico apresentado previamente na sessão 3.2.1.3 (em laranja),
e o método proposto em amarelo.

Na Fig.44 é mostrada a distribuição para o caso quando ∆tf = 2∆ts, no qual é
posśıvel ver que para o esquema proposto são necessárias 8 iterações para atingir a conver-
gência dos resultados em mais de 60% dos passo de tempo possuindo uma concentração
ao lado esquerdo do gráfico, o que significa que de maneira global foram necessários uma
menor quantidade passos de iteração do que os método utilizados para comparação. Por
outro lado, as barras em laranja indicam que foram necessárias 10 iterações para mais de
45% dos passo de tempo. Ainda, é importante notar que quando não utilizados estratégias
de relaxamento a quantidade de iterações aumenta claramente; além disso, o número de
iterações está mais espalhado em torno do valor 24, indicando falta de consistência para
alcançar a convergência.

Figura 45 – Distribuição do número de iterações em cada passo de tempo ao longo do tempo de
análise quando ∆tf = 6∆ts.

Ao analisar a Fig.45 que é o caso de quando ∆tf = 6∆ts, é posśıvel que, como
esperado, o número de iterações necessárias pra convergência é diretamente proporcional
com a diferença entre os tamanhos dos passos de tempo de cada subdomı́nio. De fato
ao comparar com o caso anterior, agora são necessários cerca de 14 iterações para atingir
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convergência para o 40% dos passo de tempo para as barras em amarelo permanecendo
concentradas no intervalo de [11–15] iterações. Ainda, o esquema proposto se comporta de
maneira melhor, possuindo menos iterações que o esquema com parâmetro de relaxação
dinâmico, uma vez que este fica mais concentrado ao lado direito deste. Neste caso o
método que não utilizou parâmetro de relaxação algum não conseguiu atingir convergência
nos resultados.
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5 CONSIDERAÇÕES FINAIS

A presente tese objetivou apresentar um método preciso de acoplamento iterativo
MEF-MEFE para problemas do tipo fluido-sólido com múltiplos tamanhos de passos de
tempo nos subdomı́nios.

Este trabalho apresentou:

• Uma introdução a problemas de acoplamento do tipo sólido-fluido, expondo detalha-
damente as equações governantes, as condições iniciais e de contorno, e as condições
de acoplamento na interface de interação, bem como a formulação fraca de cada
subdomı́nio;

• A formulação semi-discreta do Método dos Elementos Finitos Espectral, suas prin-
cipais vantagens e limitações, sempre comparando com o Método dos Elementos
Finitos de alta ordem;

• O método HHT de marcha no tempo, ressaltando sua vantagem de possuir amorte-
cimento numérico controlado, o que adiciona precisão ao método desenvolvido;

• Uma descrição detalhada do acoplamento iterativo MEF-MEFE, abordando:

– as vantagens de utilizar esta metodologia, e.g., a facilidade na implementação
e a dispensabilidade de nós coincidentes na interface de acoplamento;

– a formulação de um parâmetro de relaxação ótimo e eficiente;

– a proposição de uma alternativa ao esquema de interpolação/extrapolação tem-
poral tradicional, obtendo bons resultados em um esquema mais eficiente;

– e exemplos numéricos comprovando o bom desempenho, a eficiência e a precisão
na obtenção dos resultados.

Ressalta-se que, ao longo deste trabalho foram realizados vários outros, dentre
eles [50], no qual o método de acoplamento iterativo foi utilizado no caso sólido-sólido
para o MEF-MEFE com bons resultados. Ainda, foram feitos testes e análises em relação
ao parâmetro de relaxação utilizado no acoplamento iterativo, o qual, como comentado
anteriormente, tem papel fundamental na convergência da metodologia. Entretanto, não
foram obtidos resultados satisfatórios, tendo poucas melhorias se comparado ao parâmetro
de relaxação utilizado inicialmente.

Como trabalhos futuros, propõe-se:

• Realizar uma análise de estabilidade e convergência rigorosa do método de acopla-
mento iterativo apresentado;
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• Estender o método a problemas onde o fluido possua uma formulação mais completa,
como realizado em [83] para o acoplamento MEF-MEC;

• Enriquecer a formulação do MEFE em domı́nios com materiais heterogêneos, sem
a necessidade de deformar os elementos, como o proposto ao utilizar o Método das
Células Finitas (MCF), tornando-o mais versátil.
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