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Aos meus futuros filhos.



Agradecimentos
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Resumo

Nesta tese exploramos diferentes aspectos de teorias clássicas e quânticas de campos. Na

parte clássica, examinamos o fenômeno da birrefringência eletro-magneto-óptica em ele-

trodinâmica não-linear no contexto de meios materiais dielétricos não-lineares como uma

correção efetiva à teoria linear maxwelliana do eletromagnetismo. Na parte quântica,

seguindo o método do heat kernel em teoria quântica de campos sobre espaços curvos, de-

rivamos e estudamos a estrutura das divergências a 1-loop para a ação efetiva de diferentes

modelos. Em particular, no ramo do modelo de Yukawa, exibimos duas novas formas de

ambiguidades as quais tomam lugar na ação efetiva de campos fermiônicos através do

fenômeno da anomalia multiplicativa não-local. Além disso, analisamos a estrutura das

divergências ultravioletas a 1-loop para um modelo recentemente proposto de gravitação

massiva livre de fantasmas, e mostramos que esse modelo encontra sérias dificuldades no

ńıvel quântico.

Palavras-chave : Eletrodinâmica não-linear; Campos quânticos em espaço-tempo curvo;

Cálculos perturbativos; Anomalia multiplicativa; Teorias modificadas da gravitação.
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Abstract

In this thesis we explore different aspects in classical and quantum field theories. In

the classical part, we examine the phenomenon of electro-magneto-optical birefringence

in nonlinear electrodynamics in the context of nonlinear dielectric media as an effective

correction to the linear Maxwellian theory of electromagnetism. In the quantum part,

following the heat kernel method in quantum field theory on curved spaces, we derive and

study the structure of the 1-loop divergences for the effective action of different models.

In particular, through the Yukawa model, we show two new forms of ambiguities which

take place in the effective action of fermionic fields through the phenomenon of nonlocal

multiplicative anomaly. Moreover, we analyzed the structure of ultraviolet divergences at

1-loop for a recently proposed ghost-free massive gravity model, and we show that this

model meets serious difficulties at the quantum level.

Keywords : Nonlinear electrodynamics; Quantum fields in curved space-times; Pertur-

bative calculations; Multiplicative anomaly; Modified theories of gravity.
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Introdução

“Toda grande caminhada começa com um simples passo.”

Buda

“Não há realidade objetiva sem história.”

César Lattes

Preliminares e motivações

A mecânica clássica é um dos marcos da compreensão humana do mundo f́ısico. As

equações dinâmicas de Newton descrevem, por meio de um conjunto de equações diferen-

ciais de segunda ordem, o movimento de um sistema de massas pontuais. Dados a posição

e velocidade iniciais para cada part́ıcula pontual, o movimento subsequente é completa-

mente determinado (veja, por exemplo, [1− 3]). Tal descrição da Natureza constituiu um

paradigma durante muitos anos. Com a descoberta dos fenômenos elétricos e magnéticos,

Maxwell percebeu que essas entidades eram melhor descritas utilizando-se o conceito de

campo.

A solução das equações de Newton é uma trajetória dinâmica, a qual é um objeto que

associa a cada instante do tempo um vetor no espaço. Um campo, por sua vez, é uma

relação que associa a cada ponto do espaço e a cada instante do tempo um objeto ma-

temático em um determinado espaço. Maxwell descreveu os campos elétricos e magnéticos

como campos vetoriais [4]. Uma das conquistas mais importantes de Maxwell foi a for-

mulação de uma teoria dinâmica em que campos elétricos e magnéticos eram descritos como

duas manifestações de uma única entidade denominada campo eletromagnético (veja, por

exemplo, [5, 6]).

Uma das previsões mais marcantes da teoria eletromagnética foi a finitude da veloci-

dade de propagação da radiação eletromagnética em qualquer sistema de referência inercial.

Essa era uma caracteŕıstica totalmente nova que não estava presente na mecânica clássica,

na qual a informação pode se propagar instantaneamente. Além disso, a constância da
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velocidade da luz, em qualquer sistema de referência inercial, estava em contraste direto

com as bem estabelecidas transformações clássicas de Galileu. A fim de contornar tais di-

ficuldades, Einstein desenvolveu a teoria da relatividade especial [7], na qual a constância

da velocidade da luz em qualquer sistema de referência inercial era o ponto de partida.

Para uma boa revisão histórica, bem como outras referências relacionadas, veja também

[8]. Nessa teoria, tempo e espaço são tratados em pé de igualdade formando uma única

entidade quadri-dimensional denominada espaço-tempo.

No peŕıodo em que a teoria da relatividade especial foi desenvolvida, outra teoria im-

portante, que mudaria a visão do mundo, estava apenas em seu estágio inicial. A mecânica

quântica [9, 10] foi desenvolvida a fim de explicar certas observações experimentais, espe-

cialmente na f́ısica atômica, as quais não podiam ser explicadas no âmbito da mecânica

clássica e do eletromagnetismo. Alguns anos mais tarde, a mecânica quântica e a relativi-

dade especial tornaram-se aceitas na comunidade cient́ıfica como as teorias mais adequadas

para descrever o mundo f́ısico. No entanto, foi logo notado que as duas teorias não eram

completamente compat́ıveis uma com a outra. A razão é simples; na relatividade especial,

o espaço e o tempo desempenham a mesma função e são tratados da mesma maneira na

formulação das equações fundamentais. Por outro lado, na mecânica quântica, o tempo

ainda desempenha um papel privilegiado, como se pode ver simplesmente analisando a

equação de Schrödinger.1

Desde o surgimento da teoria da gravitação universal clássica, fundamentada por New-

ton no ano de 1686 [11], os efeitos relacionados a esse fenômeno vêm sendo testados ex-

perimentalmente nas mais distintas situações, e com regularidade crescente. A interação

gravitacional é reconhecidamente muito fraca quando comparada às demais interações

da Natureza e, em consequência, é muito dif́ıcil a realização de experimentos para tal

fenômeno em laboratórios terrestres.

Já no ińıcio do século XX a comunidade cient́ıfica estava ciente da não aplicabilidade da

teoria newtoniana na previsão de alguns fenômenos naturais, como por exemplo a precessão

do periélio das órbitas planetárias, o que levou diversos pesquisadores a propor novas

teorias a fim de completar o quadro experimental até então determinado. A introdução de

outras teorias, na maior parte das vezes, levou à predição de novos efeitos, que puderam

ser submetidos à examinação a fim de se resolver pela consistência da teoria em seus

1Uma das razões é que a quantização é feita com base no formalismo hamiltoniano, o qual não permite

uma generalização relativ́ıstica direta.
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resultados. Nesse sentido, a ciência teórica e experimental, no que diz respeito à interação

gravitacional, tem caminhado em cont́ınua dependência.

Das teorias que surgiram no intervalo de tempo que vai de 1686 até os dias atuais,

uma única tem se mostrado, pela excelência de seus resultados postos à experimentação,

como a boa teoria da gravitação. Esta, a bem conhecida teoria da relatividade geral,

desenvolvida por Einstein [12] na primeira metade do século XX, tem sido amplamente

testada e comprovada em todas as suas predições.

Uma das conquistas mais importantes da f́ısica teórica e matemática foi o desen-

volvimento de uma teoria dos campos quantizados. Atualmente, essa área de pesquisa

conta com grandes sucessos mas ainda apresenta aos pesquisadores complexos desafios

matemáticos e fenomenológicos. A Teoria Quântica de Campos (TQC) em espaço-tempo

plano (espaço de Minkowski) [13− 17] surgiu quando os f́ısicos tentaram unificar a até

então recém relatividade especial com a mecânica quântica. O trabalho seminal de Dirac

de 1927 [18], The quantum theory of the emission and absorption of radiation, representa

o primeiro esforço para se criar uma teoria quantizada para o campo eletromagnético e é

considerado por muitos pesquisadores como o ińıcio da TQC.

Após o artigo de Dirac, uma quantidade enorme de trabalhos nesse campo de pesquisa,

ambos teórico e experimental, foi realizada por muitos f́ısicos que conduziram à notáveis

descobertas. Dentre as mais importantes, podemos citar a predição da existência de

anti-part́ıculas, efeitos relativ́ısticos sobre o espéctro de átomos com o desvio Lamb, a

descoberta de um grande número de part́ıculas elementares, a formulação da matriz de

espalhamento, a qual descreve a interação e decaimento de part́ıculas e o desenvolvimento

das teorias de calibre que levaram a uma formulação unificada de três das interações

fundamentais da Natureza: as interações eletromagnética, nuclear forte e nuclear fraca

[19].

As predições de sucesso da relatividade geral constituiu uma evidência convincente de

que os fenômenos gravitacionais podem claramente ser entendidos considerando a estru-

tura espaço temporal como uma variedade curva. Na relatividade geral a matéria exerce

sua influência gravitacional curvando o espaço-tempo, e assim estudamos a propagação

de part́ıculas e ondas sobre esse fundo curvo. É portanto natural o estudo do comporta-

mento de campos quânticos sobre espaços curvos a fim de buscarmos por novos efeitos da

gravitação. Tal abordagem, onde os campos de matéria são quânticos, porém o campo

gravitacional é clássico, ficou comumente conhecida como TQC em espaço-tempo curvo
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[20− 26].

Possivelmente uma das mais importantes contribuições ao desenvolvimento da teoria

quântica foi dada por Feynman em sua tese de doutoramento [27], intitulada The prin-

ciple of least action in quantum mechanics, onde ele desenvolveu o formalismo conhecido

atualmente por integração funcional (ou integral de trajetória). Tal método é baseado na

descrição de sistemas quânticos através da formulação lagrangiana no lugar da formulação

hamiltoniana. Esse método leva a uma formulação covariante da mecânica quântica e da

TQC, isto é, uma forma na qual as relações fundamentais não dependem do sistema de

referência usado. A extrema importância de tal formalismo é prontamente reconhecida

quando se tenta unificar a mecânica quântica com a relatividade especial, que é, essenci-

almente, uma teoria covariante.

A integral de trajetória fornece as amplitudes de transição dos processos quânticos

como uma integral (soma) sobre todas as posśıveis trajetórias no espaço de configuração

unindo os estados inicial e final ao processo. Infelizmente, em muitos casos de interesse

f́ısico, a integral de trajetória não pode ser avaliada exatamente e, portanto, alguma forma

de aproximação deve ser empregada. As caracteŕısticas da integral de trajetória tornam

esse formalismo muito sutil para um esquema de aproximação semi-clássica.

É bem sabido que esse não é o único caso no qual usam-se técnicas de aproximação.

Vários métodos de aproximação têm sido as ferramentas mais importantes no tratamento

de diversos fenômenos em TQC. A razão é muito simples; como em qualquer outro campo

de investigação em f́ısica, a TQC apresenta problemas não-lineares muito complicados para

os quais uma solução anaĺıtica fechada não pode sempre ser encontrada explicitamente.

Por isso, diferentes esquemas de aproximação devem ser desenvolvidos a fim de obtermos

predições observáveis em diferentes regimes.

Uma das abordagens mais frut́ıferas em TQC, especialmente em teorias de calibre e

gravitação, é o método de campo de fundo desenvolvido em sua maior parte por DeWitt

em seus trabalhos clássicos [28, 29] (veja também [21, 22, 30]). Esse método é, na verdade,

uma generalização do método de funcionais geradores desenvolvido por Schwinger [31, 32].

O objeto de maior interesse no método de campo de fundo é a assim chamada ação efetiva

[23, 33]. A ação efetiva é um funcional do campo de fundo e, em prinćıpio, contém toda

informação sobre a teoria quântica em questão. De modo a permitir predições observáveis,

a TQC precisa dar as amplitudes de probabilidade de uma variedade de processos de

espalhamento nos quais os estados quânticos iniciais são conhecidos e os produtos finais
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podem ser medidos através de detectores de part́ıculas. Teoricamente, essa interação é

estudada através da assim chamada matriz S (ou matriz de espalhamento), a qual é descrita

por meio de propagadores e funções de vértice fazendo uso da técnica diagramática de

Feynman [34]. A ação efetiva determina os propagadores bem como as funções de vértice

tomando em conta todas as correções quânticas. É claro, uma vez que tais ingredientes

básicos são conhecidos, a estrutura completa da matriz S pode ser determinada e, portanto,

predições mensuráveis podem ser feitas. Além do mais, a ação efetiva fornece ainda as

equações efetivas de movimento que descrevem os processos quânticos sobre o campo de

fundo clássico. Outro importante elemento da ação efetiva é o assim chamado potencial

efetivo [35], o qual é uma ferramenta natural para se estudar a estrutura de vácuo da

teoria quântica sob consideração.

Infelizmente, nos casos f́ısicos mais interessantes a ação efetiva não pode ser avali-

ada exatamente e, portanto, métodos de cálculos aproximativos devem ser desenvolvidos.

Desde que a ação efetiva pode ser escrita em termos de uma integral de trajetória, um dos

métodos de aproximação mais efetivos é a expansão perturbativa semi-clássica da integral

de trajetória em termos do número de loops (também conhecida por expansão em loops).

Nessa abordagem, todos os campos são decompostos em uma parte de fundo clássica ϕa e

uma perturbação quântica ξa, como φa = ϕa+
√
~ ξa, onde ~ = h/2π, sendo h a constante

de Planck. Substituindo essa decomposição na ação clássica, pode-se expandir tal ação em

termos de campos quânticos. A parte quadrática desta expansão nos fornece o propagador

e os demais termos de ordem superior proporcionam as várias funções de vértice. Essa

informação é basicamente tudo que precisamos a fim de obtermos a ação efetiva pois, como

já mencionado acima, ela é constrúıda em termos de propagadores e funções de vértice.

Nessa abordagem, o número de loops na expansão perturbativa corresponde a ordem da

expansão na constante ~.

No entanto, o cálculo prático da ação efetiva implica grandes dificuldades. A questão é

que, embora seja posśıvel calcular a ação efetiva para alguns casos especiais sobre um fundo

fixo, para que a ação efetiva possa ser usada temos que constrúı-la como um funcional dos

campos de fundo de modo geral. Portanto, vários métodos aproximativos para o cálculo

da ação efetiva foram elaborados. O primeiro esquema elaborado corresponde a bem

conhecida expansão de Schwinger-DeWitt [20− 22, 30, 36− 41], o qual foi empregado com

sucesso no tratamento de divergências, renormalização, anomalias, etc. Tal técnica admite

várias versões de regularização covariante.
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Segundo essa abordagem, todas as quantidades de interesse (tais como ação efetiva,

funções de Green, tensor energia-momento, correntes, anomalias) são expressas em termos

dos coeficientes da expansão assimptótica do correspondente heat kernel, denominados

coeficientes HMDS (Hadamard-Minakshisundaram-DeWitt-Seeley) [42]. Vários métodos

foram usados para o cálculo destes coeficientes, começando do método direto de DeWitt

[20], para métodos matemáticos modernos, os quais fazem uso de operadores pseudo-

diferenciais [36, 43].

Os coeficientes HMDS da série de Schwinger-DeWitt são quantidades locais covarian-

tes de dada dimensionalidade constrúıdos a partir dos campos de fundo (curvaturas, suas

derivadas covariantes, etc). Em tal expansão, os termos de menor ordem levam a uma

boa aproximação da ação efetiva no caso quando todas as quantidades de fundo são muito

menores que a correspondente potência do parâmetro de massa, ou seja, quando o com-

primento de Compton do campo quântico massivo λ = ~/mc é muito menor que a escala

caracteŕıstica de comprimento L (λ≪ L) para o problema de interesse.

Portanto a expansão de Schwinger-DeWitt é, em geral, de aplicabilidade limitada. Ela

não é efetiva no caso de campos de fundo intensos e/ou oscilando rapidamente λ≫ L. No

caso de teorias não-massivas, o método permite calcular somente divergências e anomalias,

mas torna-se sem significado na avaliação da parte finita. Portanto, a original expansão

de Schwinger-DeWitt não pode descrever efeitos essencialmente não-locais tais como o

fenômeno de criação de part́ıculas.

Vários efeitos f́ısicos em teorias quânticas de calibre, particularmente os problemas

em campos externos, requer o cálculo de termos não-locais na ação efetiva. De modo

a contornar as dificuldades (limitações) impostas pela usual expansão assimptótica local

de Schwinger-DeWitt, Vilkovisky propôs uma nova abordagem conhecida por Teoria de

Perturbação Covariante em [44], a qual foi desenvolvida posteriormente em uma série de

trabalhos [45− 49]. Nessa abordagem, campos de fundo intensos e/ou oscilando rapi-

damente podem ser tratados de forma consistente, em oposição à técnica de Schwinger-

DeWitt. Para uma discussão técnica acerca dessa abordagem, bem como dos principais

problemas f́ısicos relacionados, sugerimos a leitura do trabalho [50].

É portanto evidente que os vários métodos de aproximação só fornecem resultados

corretos dentro de seu próprio regime espećıfico. Em outras palavras, cada método de

aproximação tem os seus próprios limites de validade.

Uma idéia importante, a qual está implicita na descrição de todo sistema f́ısico, é aquela
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de uma teoria efetiva. A premissa básica de qualquer teoria efetiva é de que a dinâmica

em baixas energias (ou grandes distâncias) não depende dos detalhes da dinâmica em altas

energias (ou pequenas distâncias). Como um resultado, a f́ısica de baixas energias pode

ser descrita em termos de uma lagrangiana efetiva, a qual contém somente um conjunto de

graus de liberdade do sistema em questão, ignorando graus de liberdade que estão presentes

na escala de altas energias. Desse modo, podemos isolar um sistema f́ısico e estudar o seu

comportamento em determinada faixa de energia, sem mesmo termos conhecimento do

comportamento de tal sistema em regimes intensos de altas energias. Para uma boa

revisão sobre os prinćıpios acerca dessa abordagem, veja as referências [51− 56].

Como um exemplo de correção efetiva a uma dada teoria clássica de campos, podemos

citar os efeitos não-lineares na usual teoria de Maxwell do eletromagnetismo quando um

dado sistema f́ısico sofre a ação de campos eletromagnéticos externos intensos.

Como é bem conhecido, a velocidade de propagação de uma onda eletromagnética

tem seu valor dependente dos estados de polarização do vácuo [57, 58]. Tais efeitos de

polarização aparecem quando um campo eletromagnético muito intenso é produzido em

alguma determinada região do espaço.2 A possibilidade de produção de um par elétron-

pósitron no vácuo da eletrodinâmica quântica foi primeiro apontada por Sauter, Euler,

Heinsenberg e Schwinger [31, 59, 60] que estudaram o vácuo de Dirac em um campo

elétrico externo intenso. Eles observaram que em situações quando o campo externo

excede seu valor cŕıtico Ec, a energia do vácuo pode ser reduzida pela criação espontânea

de um par elétron-pósitron. Esse é o processo Sauter-Euler-Heinsenberg-Schwinger. Uma

das consequências mais importantes a respeito desse fato é o surgimento do fenômeno da

birrefringência, também conhecida por dupla refração, onde a velocidade de fase da onda

eletromagnética depende do seu modo de polarização [61].

A propagação de ondas eletromagnéticas em teorias não-lineares do eletromagnetismo

tem, recentemente, despertado grande interesse por parte da comunidade cient́ıfica. Uma

revisão detalhada sobre o assunto pode ser encontrada nos trabalhos [62− 71]. Tal pro-

blema pode ser investigado sob dois aspectos distintos: pode-se analisar tal questão no

regime de campos intensos [62, 63], como também no contexto de meios materiais [64− 71].

Em ambos os casos, as equações de campo que governam os fenômenos eletromagnéticos

são não-lineares. No regime de campos intensos, a teoria é constrúıda analiticamente a

2Tal valor é também chamado de campo cŕıtico (Ecr = m2c3/e~ = 1, 3× 1018V/m e Bcr = m2c2/e~ =

4, 4× 1013G), e corresponde ao limite de aplicabilidade da teoria linear de Maxwell do eletromagnetismo.
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partir de uma densidade de lagrangiana não-linear, a qual é função dos dois invariantes

de Lorentz do campo eletromagnético [72]. No contexto de meios materiais, as equações

de campo de Maxwell devem ser complementadas com relações constitutivas entre as in-

tensidade dos campos Eµ e Bµ e suas respectivas induções Dµ e Hµ

Dµ = Dµ (Eν , Bν ) , Hµ = Hµ (Eν , Bν ) . (1)

Neste caso, a estrutura de propagação das ondas será dependente das caracteŕısticas do

meio sob a influência de campos externos através de certas funções que, em geral, são

não-lineares.

O fenômeno da birrefringência é encontrado tanto em meios materiais como também

na eletrodinâmica não-linear3. Esse efeito é usado frequentemente na tecnologia de dis-

positivos ópticos, bem como uma técnica para a investigação de diversos sistemas f́ısicos,

incluindo sistemas astrof́ısicos. No contexto de meios materiais podemos citar a birre-

fringência magneto-elétrica, cuja diferença entre os ı́ndices de refração do meio em questão

é proporcional ao produto dos campos elétrico e magnético externos. Tal fenômeno, em-

bora há muito tempo reportado na literatura [74], foi só recentemente medido experimen-

talmente [75− 77]. Umas das dificuldades citadas em seu processo de medida está no

surgimento de outras formas de birrefringência padrão, tais como os efeitos Kerr [78] e

Cotton-Mouton [79, 80], cuja intensidade é usualmente muito maior que o correspondente

efeito magneto-elétrico. No contexto da aproximação eikonal da óptica geométrica, foi re-

centemente considerado a possibilidade de se produzir a birrefringência magneto-elétrica

como um efeito único em meios não-lineares isotrópicos [70]. Desta forma, é um traba-

lho interessante efetuar uma construção teórica na qual o fenômeno da birrefringência

magneto-elétrica possa ser implementado e eventualmente medido como um efeito único,

sem a interferência de demais efeitos de birrefringência padrão.

A obtenção de correções quânticas efetivas em TQC frequentemente requer a resolução

de diferentes expressões algébricas, tais como o cálculo de determinantes e traços de ope-

radores. Como sabemos, é bem conhecido da literatura que as relações

det (Â · B̂) = det Â · det B̂, tr ln Â = ln det Â, (2)

3Podemos entender o fenômeno da birrefringência como a propriedade óptica que determinados mate-

riais têm na qual seu ı́ndice de refração é dependente da polarização e direção de propagação da luz [61].

Tal fenômeno foi primeiro observado pelo cientista dinamarquês Rasmus Bartholin em 1669 em um cristal

de calcita [73]
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podem ser facilmente provadas para matrizes de dimensão finita Â e B̂. Por outro lado,

em TQC, muitos dos operadores relevantes são de dimensão infinita. Em TQC, frequente-

mente encontramos termos da forma ln sDet Ĥ, onde Ĥ−1 representa o propagador para

algum campo. Isto surge, por exemplo, no cálculo das correções quânticas a 1-loop asso-

ciadas a ação efetiva [23, 81]. Contudo, em TQC este é o determinante de uma matriz de

dimensão infinita, desde que existe um número infinito de modos f́ısicos. Logo, é de grande

interesse analisar o comportamento das relações acima quando aplicadas aos operadores

da TQC, e verificar em quais condições tal igualdade possa ou não ser violada. A violação

desta relação é comumente conhecida por anomalia multiplicativa4. Para mais detalhes,

veja [82− 90].

Consideráveis esforços têm sido feitos com o objetivo de provar que uma tal violação

possa tomar lugar em TQC. Entretanto, em muitos casos, pode ser mostrado que tal vi-

olação está relacionada à ambiguidades no processo de renormalização. Isso significa que

quando as condições de renormalização são impostas aos operadores Â, B̂ e Â· B̂, pode ha-

ver uma diferença devido à independência dessas condições para operadores distintos. Em

particular, tal situação pode aparecer quando os determinantes funcionais são definidos

por meio da regularização que utiliza a função ζ generalizada [91], pois essa abordagem

esconde as divergências e fornece o resultado renormalizado e regularizado automatica-

mente. Logo a dependência com o parâmetro µ deve ser implementada artificialmente e

isso abre caminho para a anomalia multiplicativa.

Recentemente [92, 93], foi obtido um primeiro exemplo na eletrodinâmica quântica

onde o cálculo do determinante funcional para o correspondente operador pode ser apre-

sentado como uma expressão não-local e, portanto, não pode ser explicado em termos de

ambiguidades relacionadas ao processo de renormalização, segundo o teorema de Wein-

berg [94, 95], o qual demonstra a natureza local dos contratermos em TQC. Assim, é um

trabalho interessante buscar novos exemplos de operadores fermiônicos e/ou bosônicos nos

quais o fenômeno da anomalia multiplicativa em TQC possa tomar lugar e, então, analisar

em mais detalhes sua relação com as divergências da correspondente teoria.

Conforme descrito anteriormente, dentre as várias teorias candidatas a descrever a

dinâmica do campo gravitacional, a relatividade geral tem nos mostrado grandes rea-

4O termo anomalia multiplicativa foi introduzido na literatura por matemáticos. Entretanto, este

conceito não deve ser confundido com o conceito de anomalia quântica empregado pelos f́ısicos, uma vez

que tal fenômeno não corresponde a nenhuma quebra de simetria do setor clássico da teoria.
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lizações tanto do ponto de vista teórico como fenomenológico. Embora tenha sido a pri-

meira força fundamental a ser investigada sob um olhar cient́ıfico, é notável que a gravidade

é, provavelmente, a interação fundamental que continua a ser a mais enigmática dentre

todas as forças fundamentais na Natureza.

Mesmo com seu grande sucesso em diversas escalas f́ısicas, a relatividade geral não é

uma teoria completa e, assim, não pode descrever muitos efeitos de natureza cosmológica

ou mesmo efeitos quânticos. Deste modo, a idéia de uma teoria modificada da gravitação,

que tenha a relatividade geral corroborada em um de seus limites, mostra-se como uma

posśıvel resposta para diversas questões em aberto no Universo. Portanto, é natural nos

perguntarmos se a gravitação pode ser modificada a pequenas ou grandes distâncias de

uma maneira teoricamente controlável e experimentalmente viável. Enquanto tal questão

a pequenas distância é relevante para uma teoria de gravitação quântica, o correspondente

problema a longas distâncias pode potencialmente nos ajudar a compreender melhor as

caracteŕısticas acerca da constante cosmológica, energia escura e matéria escura. Uma

questão interessante associada a modificação da gravidade a longas distâncias pode ser

colocada na forma: “Podem os grávitons terem uma pequena massa não-nula? ”

É muito interessante explorar se o gráviton pode ou não ter uma massa não-nula. O

primeiro esforço para adicionar um termo de massa à ação da teoria da gravitação foi

feita por Fierz e Pauli [96]. A teoria linear com o termo de massa de Fierz-Pauli é livre

de fantasmas. Entretanto, tal teoria não reproduz alguns resultados da relatividade geral

no limite não-massivo. Os três graus de liberdade extras de uma part́ıcula massiva de

spin 2 sobrevivem mesmo nesse limite e, portanto, as predições para o desvio da luz não

concordam com os resultados esperados pela relatividade geral, contradizendo testes do

sistema solar. Isso é conhecido por descontinuidade vDVZ (van Dam, Veltman, Zakharov)

[97, 98].

Como apontado por Vainshtein [99], tal descontinuidade pode, de fato, ser sanada indo

além da teoria linear. Neste sentido, a gravitação massiva adquire, portanto, uma nova

escala de comprimento, conhecida por raio de Vainshtein, além do qual as não-linearidades

da teoria tomam lugar e o efeito dos graus de liberdade adicionais pode ser testado de

forma segura.

Entretanto, as mesmas não-linearidades acabaram por causar outro problema. Boulware

e Deser argumentaram que aparece um sexto grau de liberdade escalar na ordem não-

linear, o qual tem um sinal negativo para o termo cinético, ou seja, um modo fantasma

10



[100, 101]. A presença dos fantasmas de Boulware-Deser tem nos dificultado construir

uma teoria consistente de gravitação massiva.

Recentemente, um avanço teórico nesta linha de pesquisa tem sido feito. Adicionando

termos de auto-interação de ordens superiores e ajustando apropriadamente seus coeficien-

tes, de Rham e colaboradores eliminaram tais modos da teoria no limite de desacoplamento

[102− 106]. Então, Hassan e Rosen estabeleceram uma prova completa que a teoria não

sofre de problemas de instabilidade devido aos fantasmas de Boulware-Deser em todas as

ordens em teoria de perturbação [107− 110].

Atualmente, existe um enorme número de modelos de gravitação massiva. Para uma

boa revisão sobre o assunto, sugerimos consultar o excelente texto [111], bem como as

referências nele contidas. Em nosso trabalho [112], fazendo uso da técnica de Schwinger-

DeWitt, derivamos e examinamos a estrutura das divergências ultravioletas em um modelo

de gravitação massiva livre de fantasmas proposto nas referências acima citadas.

Ao longo de todo nosso programa de pesquisa, exploramos diferentes aspectos acerca

da abordagem efetiva em teorias clássicas e quânticas de campos, de forma que o presente

texto pode ser organizado como segue.

Estrutura da tese

O Cap.(1) tem por objetivo explorar as principais modificações causadas na usual teoria

maxwelliana do eletromagnetismo devido à introdução de não-linearidades. Em particular,

é discutida o fenômeno da birrefringência eletro-magneto-óptica.

No Cap.(2) derivamos e examinamos as consequências do efeito da birrefringência

magneto-elétrica linear no contexto de meios materiais dielétricos isotrópicos não-lineares.

O Cap.(3) visa apresentar os prinćıpios básicos da TQC em espaços curvos e, em

seguida, a derivação da ação efetiva seguindo a abordagem do método de campo de fundo.

No Cap.(4) é introduzido inicialmente o método do heat kernel, a partir do qual são

apresentadas as técnicas de Schwinger-DeWitt e teoria de perturbação covariante, duas

poderosas ferramentas empregadas na derivação de correções quânticas para a ação efetiva.

No Cap.(5), fazendo uso do método do heat kernel, juntamente das técnicas de Schwinger-

DeWitt e teoria de perturbação covariante, exibimos o fenômeno da anomalia multipli-

cativa em TQC no contexto da teoria de Yukawa. Através deste estudo, examinamos
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diferentes formas de ambiguidades e universalidades que possam tomar lugar na ação

efetiva em TQC.

No Cap.(6), obtemos e estudamos a estrutura das divergências a 1-loop para a ação efe-

tiva do modelo recentemente proposto de gravitação massiva livre de fantasmas [107− 110]

através da técnica de Schwinger-DeWitt.

Na seção de conclusão descrevemos os resultados obtidos ao longo da tese bem como

apresentamos uma lista dos principais projetos e perspectivas futuras associados ao cor-

respondente trabalho acadêmico.

Finalmente, na Bibliografia, é apresentada a relação das referências bibliográficas uti-

lizadas em nosso programa de pesquisa.

Ao longo do trabalho, me refiro à autoria dos resultados obtidos sempre no plural.

A preferência por “nossos”resultados em detrimento de “meus”resultados não é firula es-

tiĺıstica ou falsa modéstia. Todos os resultados aqui apresentados que já foram publicados

são oriundos de colaborações envolvendo a mim, meus orientadores, e um ou mais co-

autores. Foram esforços coletivos pelos quais só posso assumir crédito parcial e, de fato,

este processo colaborativo foi possivelmente a parte mais gratificante do trabalho. Em

ciência, como em muitas outras áreas, a experiência prática ganha trabalhando é muitas

vezes mais útil que o aprendizado teórico; neste aspecto, posso afirmar que tive grandes

professores, sem os quais a presente tese não seria a mesma.
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Caṕıtulo 1

Birrefringência em eletrodinâmica

não-linear

“I have also a paper afloat, with an electromagnetic

theory of light, which, till I am convinced to the

contrary, I hold to be great guns.”

James Clerk Maxwell

Resumo

Quando um campo eletromagnético está presente em um meio material, tal material pode

se tornar polarizado. Por outro lado, devido à natureza quântica da estrutura do vácuo, a

presença de um campo eletromagnético com intensidade superior a um dado valor cŕıtico

pode causar certa polarização no vácuo reduzindo sua energia através da criação de pares

elétron-pósitron. Em ambos os casos, algo em comum ocorre em relação à propagação da

radiação eletromagnética: observa-se que um feixe de luz ao se propagar em qualquer uma

das duas situações f́ısicas mencionadas acima se divide em dois feixes, conhecidos como

raios ordinário e extraordinário. Tal fenômeno, conhecido como birrefringência ou dupla

refração, representa um beĺıssimo exemplo da natureza não-linear dos processos eletro-

magnéticos. Ao longo deste caṕıtulo, apresentaremos os principais conceitos associados à

birrefringência eletromagnética, os quais serão importantes para o entendimento de muitos

de nossos resultados.
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1.1 Não-linearidades em meios materiais

Devido a ação de campos eletromagnéticos externos, a eletrodinâmica torna-se não-linear

no interior de determinados meios materiais [61, 72]. Consequentemente, as equações de

campo (equações de Maxwell) que governam a dinâmica dos fenômenos eletromagnéticos

no interior da matéria devem ser complementadas com relações constitutivas entre os

campos externos aplicados Eν e Bν e suas respectivas induções Dν e Hν

Dα = εαβ E
β, Hα = µα

β B
β. (1.1)

Nas expressões acima, εαβ e µα
β correspondem às matrizes de permissividade elétrica e

permeabilidade magnética, respectivamente, e todas as propriedades dielétricas do meio

em questão (não-linearidades) podem ser obtidas das mesmas [61].

Desta forma, as equações de campo serão modificadas por termos não-lineares e, como

resultado, vários efeitos não-usuais (no contexto da teoria linear de Maxwell) são preditos.

Para uma boa revisão sobre o assunto, consulte a lista de trabalhos [62− 71].

Ao longo dos próximos dois caṕıtulos faremos uso de um espaço-tempo minkowskiano,

descrito em um sistema de coordenadas cartesianas, para o qual adotamos unidades tais

que c = 1. A métrica de fundo é denotada por ηµν = diag(+1,−1,−1,−1). Todas as

quantidades são referidas como medidas por um observador geodésico vµ = δµ0 , onde δ
µ
ν

denota o tensor de Kronecker e hµν := δµν − vµvν é o projetor sobre o espaço de repouso

tri-dimensional desse observador vµ.

1.1.1 Equações de campo e aproximação eikonal

De forma a construir as equações de movimento que regem a dinâmica do campo eletro-

magnético no interior de meios materiais, definimos, a partir das Eqs.(1.1), os tensores

anti-simétricos F µν , denominado tensor intensidade do campo eletromagnético, bem como

P µν , denominado tensor indução do campo eletromagnético na forma [67]

F µν := vµEν − vν Eµ − ηµναβ v
αBβ ,

P µν := vµDν − vν Dµ − ηµναβ v
αHβ , (1.2)

onde, nas expressões acima, vν := δν0 corresponde ao quadri-vetor velocidade de um

observador geodésico, co-móvel com o laboratório onde estão sendo medidos os campos e

ηµναβ é o pseudo-tensor de Levi-Civita em um sistema de coordenadas cartesianas. Trata-

se de um objeto totalmente anti-simétrico, o qual pode ser definido por η0123 := +1.
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Juntamente do pseudo-tensor dual F ∗αβ do tensor intensidade do campo eletromagnético

F ∗αβ :=
1

2
ηαβµνFµν = vαBβ − vβ Bα + ηαβµν v

µEν , (1.3)

as equações de Maxwell podem ser apresentadas na forma

∂νP
µν = Jµ,

∂νF
∗µν = 0 = ∂µFνα + ∂νFαµ + ∂αFµν , (1.4)

ou explicitamente

vµ ∂νD
ν − vν ∂νD

µ − ηµναβ vα ∂νHβ = Jµ ,

vµ ∂νB
ν − vν ∂νB

µ + ηµναβ vα ∂νEβ = 0, (1.5)

onde Jµ := ( ρ , J ) é o vetor densidade de corrente, ρ é a densidade volumétrica de cargas

e J é a densidade superficial de corrente elétrica.

Na forma vetorial, temos [5, 6]

∇ ·D = ρ,

∇ ·B = 0,

∇× E = −∂B
∂t
,

∇×H =
∂D

∂t
+ J. (1.6)

A teoria de Maxwell do eletromagnetismo prediz a existência de ondas eletromagnéticas

geradas a partir de oscilações do campo eletromagnético [113− 116]. Para um meio ma-

terial sem fontes no qual os parâmetros dielétricos ε e µ sejam quantidades escalares

independentes do tempo, as equações de Maxwell nos levam à expressão

∇2E − ε µ ∂2tE = 0, (1.7)

a qual é identificada como sendo a equação de onda para o campo elétrico E. Podemos

obter expressões similares para o campo magnético B. Esta é a equação padrão para o

movimento ondulatório, e sugere a existência de ondas eletromagnéticas se propagando no

meio com velocidade de fase dada por

v :=
ω

q
= (ε µ)−1/2, (1.8)

onde ω corresponde à frequência angular da onda eletromagnética e q :=| q | representa

a norma do vetor de propagação (vetor de onda). Claro está desta última expressão
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que o valor da velocidade das ondas eletromagnéticas está intimamente relacionada às

propriedades dielétricas do material, caracterizadas pelos parâmetros ε e µ.

O campo eletromagnético associado à propagação da luz viśıvel pelo olho humano é

caracterizado por oscilações muito rápidas (freqüências da ordem de 1014Hz), ou equivalen-

temente, por comprimentos de ondas da ordem de 10−7m [113, 114]. Desta forma, muitos

problemas da Ótica podem ser ententidos considerando a aproximação λ → 0 (onde λ é

o comprimento de onda – distância entre dois pontos consecutivos da onda que estão em

uma mesma fase). O ramo da Óptica no qual tal consideração é válida é conhecido como

Óptica Geométrica, desde que neste limite as leis ópticas podem ser formuladas em uma

linguagem geométrica fazendo uso do conceito de raio de luz [113− 116].

Um pulso finito consiste de um envelope de muitas amplitudes oscilando rapidamente.

Se a variação do envelope é muito lenta durante o peŕıodo de uma oscilação, a solução do

pulso pode ser escrita como o produto de uma função amplitude variando lentamente com

uma função fase oscilando rapidamente [116]

fµν = fµν
(0) exp (iΦ). (1.9)

É importante mencionar que a forma funcional para o campo eletromagnético da onda

expressa na equação acima constitui um dos primeiros esforços para se derivar uma te-

oria da luz diretamente da teoria eletromagnética [117]. Assim, reescrevendo a equação

acima em termos das componentes dos campos eletromagnéticos e levando em conta a

aproximação de pequenos comprimentos de onda da Óptica Geométrica, obtemos, das

equações de Maxwell (1.6),

| ∇Φ |2 = n2, (1.10)

onde n := 1/v =
√
εµ representa o ı́ndice de refração do meio.

A equação acima é denominada equação eikonal (Φ(r) é a função eikonal), e constitui

a equação básica da Óptica Geométrica [113− 116].

1.1.2 A técnica de Hadamard-Papapetrou

De forma a analisarmos a propagação de ondas eletromagnéticas em meios materiais,

faremos uso da técnica de Hadamard-Papapetrou (HP) [118, 119]. Tal técnica consiste

em analisar a descontinuidade de uma função F (campo eletromagnético) através de uma
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hipersuperf́ıcie orientável (frente de onda) em uma variedade diferenciável M (espaço-

tempo). Neste trabalho, estamos interessados em analisar a descontinuidade de uma função

F através de uma hipersuperf́ıcie do tipo-espaço, ou possivelmente, do tipo-nulo no espaço-

tempo. Seja Σ esta hipersuperf́ıcie, definida por Σ : Φ (xµ) = 0. As duas regiões distintas

do espaço-tempo separadas por Σ podem ser definidas de forma consistente. Seja X− =∪
P ∈Σ

passado (P ), o conjunto dos pontos P− do espaço-tempo no passado de P , para cada

P ∈ Σ, e seja X+ =
∪
P ∈Σ

futuro (P ), o conjunto dos pontos P+ do espaço-tempo no futuro

de P , para cada P ∈ Σ. Causalidade do espaço-tempo garante que X+ e X− são conjuntos

disjuntos. Para cada ponto P0 ∈ Σ dado, toda vizinhança UP0 de P0 é particionada em três

regiões disjuntas: U−
P0

⊂ X−, U+
P0

⊂ X+ e U0
P0

⊂ Σ. Seja r o raio desta vizinhança UP0 , e

sejam também P− ∈ U−
P0

e P+ ∈ U+
P0

dois pontos vizinhos quaisquer de P0. Consideremos

uma função arbitrária F (xµ) (ou campo tensorial de rank arbitrário) definida em UP0 . A

descontinuidade de F (xµ) em Σ é, então, definida como

[F (P0)]Σ := lim
r→0+

[
F
(
P+

)
− F

(
P−)] . (1.11)

A descontinuidade definida pela Eq. (1.11) é a noção fundamental do formalismo HP.

Para uma tal função F (xµ), suas derivadas parciais ∂F/∂xµ com respeito a cada coorde-

nada xµ do espaço-tempo serão denotadas por F , µ.

Suponhamos que a função F (xµ) tenha descontinuidade nula através de Σ; isto é, que

[F (P )]Σ = 0 em cada ponto P interior de Σ. Papapetrou demonstrou que, neste caso,

se F , µ tem descontinuidade não-nula através de Σ, então essa descontinuidade pode ser

apresentada na forma [119]

[F , µ (P )]Σ = Gkµ, (1.12)

onde G é uma função definida no interior de Σ, de mesmo rank e com a mesma simetria

algébrica de F (xµ), e kµ é o vetor normal a Σ, definido por

kµ := ∂µΦ. (1.13)

De forma mais geral, se a função F (xµ) é tal que todas as suas derivadas F , µ1µ2...µi

de ordem zero até ordem i apresentam descontinuidades nulas através de Σ, então sua

derivada F ,µ1µ2...µiµi+1
de ordem (i+ 1) apresenta descontinuidade através de Σ na forma[

F , µ1µ2...µiµi+1

]
Σ
= H kµ1kµ2 ...kµi

kµi+1
, (1.14)

onde H é uma função definida no interior de Σ, de mesmo rank e com a mesma simetria

algébrica de F (xµ).
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1.1.3 Equação de Fresnel generalizada

As propriedades eletro-magneto-ópticas acerca da propagação da luz em meios materiais

são determinadas pelas relações de dispersão, as quais podem ser derivadas no contexto

da aproximação eikonal da eletrodinâmica fazendo-se uso da técnica de descontinuidades

dos campos de Hadamard-Papapetrou.

Conforme já mencionado, em um regime não-linear, as equação de campo de Maxwell

devem ser complementadas com relações constitutivas entre os campos externos aplicados

e suas respectivas induções. Nestas relações, os parâmetros dielétricos englobam todas

as propriedades dielétricas do meio. Por forma de generalidade, consideremos um meio

material dielétrico anisotrópico cujos parâmetros ε e µ sejam funções dos campos eletro-

magéticos externos aplicados

εαβ = εαβ(E
ν , Bν), µα

β = µα
β(E

ν , Bν). (1.15)

Admitimos que os campos eletromagnéticos são cont́ınuos sobre a frente de onda eletro-

magnética, porém possam apresentar descontinuidades não-nulas em suas derivadas de

primeira ordem. Assim, aplicando a técnica HP nestas expressões, encontramos

[∂µE
ν ]Σ = eνkµ,

[∂µB
ν ]Σ = bνkµ,

[∂µD
ν ]Σ =

(
ενβe

β +
∂ενβ
∂Eλ

Eβeλ +
∂ενβ
∂Bλ

Eβbλ
)
kµ,

[∂µH
ν ]Σ =

(
µν

βb
β +

∂µν
β

∂Eλ
Bβeλ +

∂µν
β

∂Bλ
Bβbλ

)
kµ, (1.16)

onde kν = (ω,q) = (ω, qq̂) é definido segundo a Eq.(1.13). Sua componente temporal ω

corresponde a frequência angular da onda eletromagnética, ao passo que sua parte espacial

q representa o vetor de onda tri-dimensional.

Aplicando as relações (1.16) nas equações de Maxwell (1.5), encontramos(
ενβe

β +
∂ενβ
∂Eλ

Eβeλ +
∂ενβ
∂Bλ

Eβbλ
)
+ ηνµγσ

vγ
ω

(
µσβb

β +
∂µσβ

∂Eλ
Bβeλ +

∂µσβ

∂Bλ
Bβbλ

)
kµ = 0,

bµ =
1

ω
ηµναβkνvαeβ, (1.17)

onde eν e bν são definidos por

eν :=

[
∂Eν

∂Φ

]
Σ

, bν :=

[
∂Bν

∂Φ

]
Σ

, (1.18)

e estão associados aos dois vetores de polarização contidos sobre a frente de onda eletro-

magnética da onda propagante.
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Das expressões (1.17), vemos que a segunda equação expressa o vetor de polarização

bν em termos do vetor eν . Desta forma, substituindo esta relação na primeira destas

equações, obtemos depois de longas manipulações algébricas

Zν
µe

µ = 0, (1.19)

onde a matriz Zν
µ possui a forma

Zν
µ := ενµ +

∂ενλ
∂Eµ

Eλ +
1

ω

∂ενλ
∂Bσ

ηστϱµE
λqτvϱ +

1

ω

∂µλτ

∂Eµ
ηναβλBτqαvβ

+
1

ω2

(
q2IαµH

ν
α − q2IνµH

α
α +Hα

µqαq
ν −Hα

βqαq
βhνµ

)
, (1.20)

em termos das notações úteis

Iνµ := hνµ − q̂ν q̂µ, Hν
µ := µν

µ +
∂µν

α

∂Bµ
Bα. (1.21)

A Eq.(1.19) constitui uma equação de auto-valores. Portanto, para que a matriz (1.20)

tenha núcleo não-trivial, ou seja, eν ̸= 0, ela deve ser não-invert́ıvel [120]. Essa condição

será satisfeita se, e somente se,

det | Zν
µ |= 0, (1.22)

onde o determinante é calculado somente sobre a estrutura tri-dimensional de Zν
µ, porque

esta matriz tem todas as suas componentes temporais identicamente nulas.

O resultado acima é conhecido na literatura como equação generalizada de Fresnel

[113], e fornece a equação de dispersão efetiva, uma ferramenta essencial na descrição da

propagação de raios de luz no interior de meios materiais.

1.2 Não-linearidades no vácuo

Modificações da propagação luminosa em diferentes estados de vácuo tem sido um as-

sunto de considerável interesse nas últimas décadas. Tal investigação mostra que, devido

a certas condições externas (tais como efeitos de temperatura, condições de contorno, po-

larização quântica, influência de campos eletromagnéticos e gravitacionais externos, etc),

o movimento da luz pode ser visto como ondas eletromagnéticas propagando-se em um

meio dispersivo clássico. O meio induz modificações sobre as equações de movimento, as

quais são descritas em termos de não-lineariedades do campo.
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O exame da propagação do fóton além da usual teoria linear maxwelliana tem uma

história diversa: este tem sido investigado no espaço-tempo curvo como uma consequência

do acoplamento não-mı́nimo entre a eletrodinâmica e a gravitação [121, 122], e na ele-

trodinâmica quântica de vácuo não-trivial como uma modificação efetiva induzida por

flutuações quânticas [123− 125]. Como uma consequência de tal exame, alguns resulta-

dos inesperados aparecem. Em particular, podemos citar a ocorrência do fenômeno da

birrefringência eletromagnética [61]. Outra importante consequência de um tal ponto de

vista é a possibilidade de interpretar todas estas modificações de vácuo (com respeito à

propagação do fóton) como uma mudança efetiva das propriedades métricas do espaço-

tempo. Esse último resultado nos permite construir analogias entre a propagação de ondas

eletromagnéticas no espaço-tempo curvo e fenômenos gravitacionais [126].

A seguir, e até o fim deste caṕıtulo, são apresentados de forma breve os principais

conceitos relacionados à abordagem da eletrodinâmica de vácuo no regime não-linear.

1.2.1 Eletrodinâmica não-linear generalizada

Considere uma classe genérica de lagrangianas efetivas da forma

Lef = L(Fµν(x
α), C(xα)), (1.23)

onde Fµν denota o tensor intensidade do campo eletromagnético. Assumimos que esta

classe de lagrangianas não dependem das derivadas do tensor Fµν . Adicionalmente, C(xα)

corresponde a uma classe genérica de campos de fundo não-dinâmicos externos. Estes

podem representar, por exemplo, o ı́ndice de refração, o quadri-vetor velocidade de um

dielétrico, a geometria de placas metálicas condutoras no efeito Casimir, um campo gravi-

tacional externo, etc. Se todos estes campos são tais que têm seus valores independentes da

coordenada xµ, então a teoria descrita pela lagrangiana efetiva (1.23) reduz-se à ordinária

eletrodinâmica não-linear (por exemplo, eletrodinâmicas de Born-Infeld [127] ou Euler-

Heisenberg [60]), onde a lagrangiana efetiva (1.23) depende somente dos dois invariantes

(independentes) de Lorentz do campo eletromagnético I1 e I2 [72],

I1 := F µνFµν = 2(B2 − E2), I2 := F µνF ∗
µν = −4E ·B, (1.24)

os quais podem ser constrúıdos a partir do tensor Fµν .

As equações de movimento completas para esta teoria consiste da identidade de Bianchi

∂µFνα + ∂νFαµ + ∂αFµν = 0, (1.25)
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juntamente da equação dinâmica

∂ν

(∂Lef

∂Fµν

)
= 0. (1.26)

Adotamos um procedimento de linearização, correspondente ao método de campo de fundo,

no qual o campo eletromagnético total Fµν é decomposto em duas partes distintas

Fµν = Fµν + fµν , (1.27)

onde Fµν corresponde a um campo de fundo interno (possivelmente dinâmico), e a parte

quântica fµν representa o fóton propagante.

Assumindo que os campos de fundo satisfazem as equações de movimento e restringindo

nossa análise somente em primeira ordem no campo fµν , temos

∂µfνα + ∂νfαµ + ∂αfµν = 0 (1.28)

e

∂ν

(
Hµναβfαβ

)
= 0, (1.29)

onde definimos

Hµναβ :=
∂2Lef

∂Fµν∂Fαβ

∣∣∣
fundo

. (1.30)

Observe que o tensor Hµναβ contém muitas das simetrias chaves do tensor de Riemann.

Veremos, posteriormente, que a lagrangiana linearizada

Llinear :=
1

2
fµνH

µναβfαβ (1.31)

geralmente nos leva ao fenômeno da birrefringência eletromagnética.

Conforme já descrito anteriormente, no limite eikonal da Óptica, podemos apresentar

o tensor do fóton fµν segundo a expressão (1.9), onde o quadri-vetor de propagação kν é

então definido pela Eq. (1.13). Sob estas condições, temos da Eq.(1.29)

Hµναβkνf(0)αβ = 0. (1.32)

Em geral, o campo de fundo dinâmico interno Fµν pode estar sujeito a flutuações quânticas

provenientes da influência dos campos não-dinâmicos externos C(xα). Por exemplo, no

caso do efeito Casimir, tais flutuações podem ser devido à distância mútua entre as placas.
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A fim de tomarmos tais efeitos quânticos em conta, devemos tomar o valor esperado da

Eq.(1.32) no correspondente estado de fundo | ψ⟩

⟨ψ | Hµναβ | ψ⟩kνf(0)αβ = 0. (1.33)

Segundo Lichnerowicz [128], o tensor fµν (o qual satisfaz a identidade de Bianchi (1.28))

pode ser decomposto em termos do vetor de propagação kµ e um vetor tipo-espaço aν

ortogonal a kν ,

f(0)µν = kµaν − kνaµ, aν := aεν , (1.34)

onde εν representa o vetor de polarização normalizado.

Finalmente, dos resultados acima, encontramos uma expressão que relaciona os vetores

kν e εν

Aµνεν = 0, (1.35)

onde a matriz Aµν é definida por

Aµν := ⟨ψ | Hµανβ | ψ⟩kαkβ. (1.36)

1.2.2 Relação de dispersão

A Eq.(1.35) representa uma condição para o vetor de polarização εν como função do vetor

de propagação kν ; ela vincula εν ser um auto-vetor (com auto-valor nulo) da matriz Aµν

dependente de kν .

Para o caso do vetor de polarização ser um vetor tipo-espaço, a Eq.(1.35) se divide em

duas equações. A saber, na equação

A0iεi = 0, (1.37)

juntamente do problema de auto-valores reduzido

Aijεj = 0. (1.38)

Esta última equação admite soluções não-triviais se, e somente se,

det | Aij |= 0. (1.39)

A equação acima desempenha o mesmo papel da equação de Fresnel (1.22) na Óptica. Ela

é uma equação escalar para o vetor de propagação kν e fornece as relações de dispersão

para a luz propagando em um dado meio.
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Conforme [129], o determinante (1.39) pode, em geral, ser apresentado na forma

det | Aij |∝ P4(kν) = 0, (1.40)

onde P4(kν) corresponde a um polinômio homogêneo de quarta ordem em kν .

A prinćıpio, no caso mais geral, teremos quatro soluções para a Eq.(1.40). Contudo,

tendo em mente a forma funcional para o quadri-vetor de propagação kν = (ω,q), então

duas destas ráızes corresponderão à propagação na direção +q, ao passo que as duas outras

ráızes estão associadas à propagação na direção −q. Diferentes estados de polarização são

representados por soluções linearmente independentes do problema de auto-valores (1.38)

sob a condição (1.39). Assim, o espaço de polarização é, de fato, bi-dimensional. Desde que

a Eq.(1.39) dá origem a duas relações de dispersão, os estados de polarização satisfazem

duas equações de auto-valores (em geral diferentes)

Āij
(r)ε

(r)
j = 0, r = 1, 2, (1.41)

onde Āij é obtida de Aij através da imposição das correspondentes condições sobre kν

oriundas da Eq.(1.40).

1.2.3 Geometria efetiva

A teoria da relatividade geral nos leva à concepção de uma geometria geralmente curva do

espaço-tempo cuja fonte engloba todo conteúdo de matéria e energia do Universo [130, 131].

O estudo comparativo entre aspectos cinemáticos da relatividade geral e outras formas

de interações tem, recentemente, despertado grande interesse por parte da comunidade

cient́ıfica, e é conhecido comumente por modelos análogos da gravitação. Para uma ampla

revisão sobre este tópico, veja [132].

No contexto da eletrodinâmica não-linear, um resultado curioso surge: “A força eletro-

magnética que um fóton sofre em um regime não-linear pode ser geometrizada.”Este é um

resultado inesperado e ao mesmo tempo uma bela consequência da análise da propagação

de descontinuidades do campo eletromagnético no regime não-linear.

Nesta abordagem, o “meio”(seja ele o vácuo ou algum dielétrico) é visto pelas ondas

eletromagnéticas como um espaço-tempo curvo descrito por uma métrica efetiva Gµν , a

qual consiste de uma modificação da métrica de fundo de Minkowski ηµν . Tal fato nos

permite fazer analogias entre a propagação de ondas em meios não-triviais e fenômenos

23



gravitacionais podendo, assim, testar diferentes aspectos da teoria da relatividade geral

em condições laboratoriais.

No caso de meios lineares, a métrica efetiva de Gordon assume a forma [133]

Gµν
Gordon = ηµν + (εµ− 1)vµvν . (1.42)

Em alguns casos especiais no contexto da eletrodinâmica não-linear [129], o polinômio

P4(kν) pode ser fatorado em duas formas quadráticas

P4(kν) =
(
Gµν
(1)kµkν

)(
Gαβ
(2)kαkβ

)
, (1.43)

dando origem à duas relações de dispersão(
Gµν
(1)kµkν

)
= 0,

(
Gµν
(2)kµkν

)
= 0, (1.44)

exibindo, portanto, o fenômeno da birrefringência.

Nas relações (1.44), o par de matrizes Gµν
(r) (independentes do vetor de propagação kν)

podem ser construidas com base no conhecimento do tensor (1.30) juntamente dos estados

de polarização normalizados ε
(r)
j na forma

Gµν
(r) := ⟨ψ | Hµανβ | ψ⟩ε(r)α ε

(r)
β . (1.45)

Caso o sistema f́ısico não exiba birrefringência, o polinômio P4(kν) reduz-se a um

quadrado perfeito e temos somente uma métrica efetiva Gµν
(1) = Gµν

(2).

A relevância geométrica da métrica efetiva (1.44) vem de sua definição imediata.

Da condição de metricidade [130], temos

DλGµν = ∂λGµν + Γµ
σλG

σν + Γν
σλGσµ = 0, (1.46)

onde os śımbolos de Christoffel Γµ
σλ satisfazem as relações Γµ

σλ = Γµ
λσ, e Dν corresponde a

derivada covariante, os quais são constrúıdos a partir da métrica efetiva Gµν .

Contraindo a Eq.(1.46) com kµkν , obtemos

kµkν∂λGµν = −2kµkνΓ
µ
σλG

σν . (1.47)

Diferenciando a Eq.(1.44) com respeito a xλ, encontramos

2(∂λkµ)kνGµν + kµkν∂λGµν = 0. (1.48)

Agora, das Eqs.(1.47)-(1.48), temos

Gµν(Dλkµ)kν ≡ Gµν(∂λkµ − Γσ
µλkσ)kν = 0. (1.49)
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Como o vetor de propagação kµ = ∂µΦ é um gradiente exato, podemos escrever Dµkν =

Dνkµ. Com esta identidade e ainda definindo kµ := Gµνkν , podemos apresentar a Eq.(1.49)

na forma

(Dλ kµ) k
λ = 0, (1.50)

a qual implica que o vetor kµ é um vetor geodésico na geometria efetiva ótica Gµν . Como

kµ é um vetor tipo-nulo na geometria Gµν , segue que suas curvas integrais corresponderão

a geodésicas nulas nesta geometria.

Em resumo, podemos sumarizar estes últimos resultados conforme o enunciado:

“As descontinuidades do campo eletromagnético em um regime não-linear propagam-se

ao longo de geodésicas nulas geradas a partir de uma métrica efetiva Gµν, a qual depende

da distribuição de energia-momento do campo eletromagnético.”

1.2.4 Eletrodinâmica não-linear ordinária

O formalismo descrito acima pode ser todo derivado a partir do conhecimento do tensor

Hµναβ definido pela Eq. (1.30). Vamos, agora, exibir um caso particular dentro do arca-

bouço da eletrodinâmica não-linear ordinária, fazendo uso do modelo de Euler-Heinsenberg

[60].

A eletrodinâmica não-linear ordinária corresponde a uma classe de teorias nas quais

a correspondente lagrangiana efetiva é função dos dois invariantes de Lorentz do campo

eletromagnético [72]

Lef = L(I1, I2). (1.51)

Para tais lagrangianas, o tensor Hµναβ assume a forma geral

Hµναβ =
1

4
(∂I1Lef )(η

µαηνβ − ηµβηνα) +
1

4
(∂I2Lef )η

µναβ + F µνFαβ(∂2I1Lef )

+ F ∗µνF ∗αβ(∂2I2Lef ) + (F µνF ∗αβ + F ∗µνF αβ)(∂2I1I2Lef ). (1.52)

Neste formalismo, a lagrangiana efetiva de Euler-Heinsenberg pode ser apresentada

como [60]

LEH = Lc + L(1)
R , (1.53)

onde

Lc := −1

4
I1, (1.54)
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representa a lagrangiana clássica da teoria linear maxwelliana e

L(1)
R := κ(I1

2 +
7

4
I2

2), κ =
α2

90m4
, (1.55)

corresponde às correções quânticas (devido às não-linearidades) a 1-loop para esta teoria.

Na equação acima, o parâmetro quântico κ é expresso em termos da constante de

estrutura fina α e da massa do elétron m. Os termos proporcionais a I1
2 e I2

2 nesta

lagrangiana são quárticos no campo eletromagnético. Para esta teoria, o tensor Hµναβ

assume a forma

Hµναβ =
(κI1

2
− 1

16

)
(ηµαηνβ − ηµβηνα) +

7κI2

8
ηµναβ +

κ

2
F µνFαβ +

7κ

8
F ∗µνF ∗αβ.(1.56)

Neste contexto, Novello e colaboradores [62] derivaram as correspondentes métricas

efetivas

gµν− = (−1

4
+ 4κI1)η

µν − 8κT µν ,

gµν+ = (−1

7
+ 4κI1)η

µν − 8κT µν , (1.57)

bem como as velocidades de fase para os dois modos propagantes

v− = 1− 16κFαµFµ
βk̂αk̂β,

v+ = 1− 28κFαµFµ
βk̂αk̂β, k̂µ :=

kµ
q

= (v, q̂), (1.58)

onde, nas Eqs.(1.57), T µν corresponde ao tensor energia-momento da teoria, definido por

Tµν :=
2√
−γ

δΓEH

δγµν
, (1.59)

sendo ΓEH a ação efetiva de Euler-Heinseberg [31].

Nesta última expressão, γµν representa a métrica minkowskiana em um arbitrário sis-

tema de coordenadas e γ é seu correspondente determinante.
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Caṕıtulo 2

Birrefringência magneto-elétrica

como um efeito único em materiais

dielétricos isotrópicos não-lineares

Resumo1

Aspectos do fenômeno da birrefringência magneto-elétrica são investigados no contexto

da propagação de ondas eletromagnéticas em meios materiais não-linerares isotrópicos na

aproximação eikonal. É mostrado que tal fenômeno pode ser produzido como um efeito

único em sistemas isotrópicos na presença de campos eletromagnéticos externos, provado

que certas propriedades dielétricas espećıficas estão presentes.

1O conteúdo deste caṕıtulo se refere às seguintes publicações:

De Lorenci, V. A. & Pereira, D. D.: Phys. Rev. E 82, 036605 (2010).

Pereira, D. D. & Klippert, R.: Phys. Lett. A 374, 4175 - 4179 (2010).
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2.1 Introdução

Em meios não-lineares a propagação de ondas eletromagéticas é governada por equações

de campo não-lineares [72]. No eletromagnetismo, por exemplo, não-linearidades são in-

troduzidas por meio de relações constitutivas associando campos externos com campos in-

duzidos. Em meios isotrópicos, tais relações podem ser apresentadas como D = ε(E,B)E

e H = µ−1(E,B)B onde ε e µ descrevem a permissividade elétrica e a permeabilidade

magnética do meio, respectivamente [134, 135]. Vários efeitos associados à propagação da

luz podem surgir em tais meios dependendo de suas propriedades dielétricas espećıficas

e dos campos externos aplicados. De particular interesse neste trabalho podemos citar o

fenômeno da birrefringência [61], o qual aparece quando a velocidade da onda toma valores

distintos para cada modo de propagação em uma dada direção. Tais modos distintos cor-

respondem aos raios ordinário e extraordinário. O primeiro se propaga isotropicamente,

ao passo que o último depende da direção de propagação. Birrefringência eletromagnética

é encontrada não somente em meios não-lineares, mas também no contexto da eletro-

dinâmica não-linear, como é predito ocorrer na eletrodinâmica quântica [57]. Este efeito

é usado frequentemente na tecnologia de despositivos óticos [136], bem como uma técnica

para a investigação de diversos sistemas f́ısicos, incluindo sistemas astrof́ısicos [137, 138].

A birrefringência magneto-elétrica é o efeito de birrefringência cuja diferença entre os

ı́ndices de refração associados à propagação dos raios ordinário e extraordinário é propor-

cional ao produto dos campos elétricos e magnéticos aplicados. Este efeito eletro-magneto-

óptico foi a muito tempo reportado na literatura [74], mas apenas recentemente foi medido

experimentalmente [75− 77]. Umas das dificuldades citadas em seu processo de medida

está no surgimento de outras formas de birrefringência padrão, tais como os efeitos Kerr e

Cotton-Mouton2, cuja intensidade é usualmente muito maior que o correspondente efeito

magneto-elétrico. Uma descrição teórica do fenômeno da birrefringência magneto-elétrica

em meios isotrópicos foi recentemente considerada no contexto da aproximação eikonal

[70, 139], onde a possibilidade de produzi-la em meios não-lineares isotrópicos como um

efeito único foi sugerida.

Neste trabalho ondas monocromáticas de frequência angular ω e vetor de propagação q

incidente sobre um meio não-linear isotrópico são consideradas no regime da aproximação

2No efeito Kerr [78] a diferença entre os ı́ndices de refração é proporcional ao quadrado da magnitude do

campo elétrico |ne−no| ∝ E2, ao passo que no efeito Cotton-Mouton [79, 80] tal diferença é proporcional

ao quadrado da magnitude do campo magnético |ne − no| ∝ B2.
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eikonal [71]. Em um tal meio, os campos eletromagnéticos são governados por equações

não-lineares e efeitos dispersivos são negligenciados.

Ao longo deste caṕıtulo, os ı́ndices o e e denotam quantidades associadas aos raios

ordinário e extraordinário, respectivamente.

Examinamos duas circunstâncias onde o fenômeno da birrefringência magneto-elétrica

como um efeito único pode ser implementado e eventualmente medido. Tais circunstâncias

ocorrem quando a luz está se propagando em um meio isotrópico não-linear cujos coefi-

cientes dielétricos satisfazem as relações ε = ε(B) e µ = µc ou, simetricamente, ε = εc e

µ = µ(E). Conforme veremos, em ambos os casos a presença dos campos externos elétrico

e magnético é fundamental.

Ao longo de nossa análise, por questões de clareza, empregamos uma notação tri-

dimensional (embora os mesmos resultados possam ser apresentados em uma linguagem

tensorial quadri-dimensional). Exceção é feita à estrutura métrica efetiva associada aos

raios ordinário e extraordinário, a qual é dada na forma quadri-dimensional.

2.2 Equação de Fresnel

Na ausência de fontes e correntes, a eletrodinâmica em um meio cont́ınuo é completamente

determinada pelas equações de Maxwell (1.6) (neste caso sem fontes), juntamente das

relações constitutivas D =
↔
ε ·E e H =

↔
µ·B, sendo

↔
ε o tensor de permissividade elétrica e

↔
µ o tensor de permeabilidade magnética.

De modo a descrever a propagação de ondas eletromagnéticas em meios não-lineraes,

faremos uso da técnica de descontinuidades HP [118, 119]. Aplicando tal formalismo,

encontramos as seguintes relações para a descontinuidade (sobre a frente de onda eletro-

magnética) dos campos e de suas derivadas de primeira ordem

[E]Σ = 0 , [B]Σ = 0 ,

[∂tE]Σ = ωe , [∂tB]Σ = ωb ,

[∇ · E]Σ = q · e , [∇ ·B]Σ = q · b ,

[∇× E]Σ = q× e , [∇×B]Σ = q× b , (2.1)

onde e e b estão relacionados às derivadas dos campos elétrico e magnético sobre Σ como

e := [∂E/∂Φ]Σ e b := [∂B/∂Φ]Σ, e correspondem aos vetores de polarização da onda

propagante.
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Aplicando as condições de contorno acima às equações de Maxwell (1.6), obtemos uma

equação de auto-valores na forma geral [64]

3∑
j=1

Zij ej = 0. (2.2)

Soluções não-triviais para este correspondente problema de auto-valores podem ser

encontradas se, e somente se

det | Zij |= 0. (2.3)

A equação acima é conhecida na literatura como equação generalizada de Fresnel [113], e

suas soluções são identificadas como sendo as relações de dispersão, as quais descrevem a

propagação de ondas eletromagnéticas no meio não-linear caracterizado pelos coeficientes

ε e µ sob a ação dos campos externos aplicados E e B.

2.3 Birrefringência magneto-elétrica

Como já mencionado, embora o fenômeno da birrefrigência magneto-elétrica tenha sido

investigado há longo tempo, só recentemente o mesmo foi medido experimentalmente em

laboratório. Em muitos trabalhos anteriores, foi ressaltado que a grande dificuldade em

observar tal efeito se devia ao fato do mesmo sempre vir acompanhado de efeitos de birre-

fringência padrões tais como os efeitos Kerr e Cotton-Mouton, os quais apresentam uma

magnitude muito maior quando comparados ao correspondente efeito magneto-elétrico.

Assim, a manifestação destes outros efeitos obscurecia a medida da birrefrigência magneto-

elétrica.

Dentro da aproximação eikonal, foi recentemente sugerido a possibilidade de se produzir

uma forma de birrefringência magneto-elétrica linear (no produto dos campos elétrico e

magnético) como um efeito único em meios não-lineares isotrópicos [70]. Nesta seção, duas

posśıveis configurações onde este efeito pode ser implementado serão examinadas.

O método mais frequentemente utilizado para se resolver a equação de auto-valores de

Fresnel consiste em expandir os auto-vetores e em uma base conveniente de vetores do

espaço tri-dimensional [57], como por exemplo

e = c1E+ c2B+ c3q. (2.4)

Esta técnica, embora simples, pode nos levar a questionar se o conjunto de vetores escolhido

é efetivamente linearmente independente. De forma a evitar esta sutileza, utilizamos um
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método que foca somente a estrutura algébrica da Eq. (2.3), e consiste em utilizar as

fórmulas de traço para operadores lineares [140]. Segundo esta técnica, o determinante

tri-dimensional da matriz Zij pode ser colocado na forma

det | Zij |= −1

6
(Z1)

3 +
1

2
Z1Z2 − 1

3
Z3 = 0, (2.5)

onde os traços Z1, Z2 e Z3 são definidos através das relações

Z1 :=
3∑

i=1

Zii, Z2 :=
3∑

i,j=1

Zij Zji, Z3 :=
3∑

i,j,l=1

Zij Zjl Zli. (2.6)

2.3.1 Birrefringência magneto-elétrica em dielétricos com ε =

ε(B) e µ = µc

Vamos, inicialmente, empregar os resultados descritos na seção anterior a fim de analisar

um dado sistema eletromagnético cujas relações constitutivas sejam da forma D = ε(B)E

e H = µ−1
c B. Para esta classe de meios não-lineares, a matriz de Fresnel toma a forma

Zij =

(
ε(B)− q2

µcω2

)
δij +

1

µcω2
qiqj −

ε̇

ω
(q×B)jEi, (2.7)

com ε̇ := (1/B)∂ε/∂B, levando aos seguintes traços,

Z1 = 3

(
ε− q2

µcω2

)
+

q2

µcω2
+
ε̇

ω
q · E×B,

Z2 = 3

(
ε− q2

µcω2

)2

+
q4

µc
2ω4

+
ε̇2

ω2
(q · E×B)2

+ 2

(
ε− q2

µcω2

)(
q2

µcω2
+
ε̇

ω
q · E×B

)
,

Z3 = 3

(
ε− q2

µcω2

)3

+
q6

µc
3ω6

+
ε̇3

ω3
(q · E×B)3

+ 3

(
ε− q2

µcω2

)(
q4

µc
2ω4

+
ε̇2

ω2
(q · E×B)2

)
+ 3

(
ε− q2

µcω2

)2 (
q2

µcω2
+
ε̇

ω
q · E×B

)
. (2.8)

Agora, introduzindo as Eqs. (2.8) na Eq.(2.5), encontramos

ε

(
ε− q2

µcω2

)(
ε− q2

µcω2
+
ε̇

ω
q · E×B

)
= 0. (2.9)

A equação acima apresenta duas soluções distintas. A primeira não depende da direção

de propagação da onda, e é considerada como sendo a relação de dispersão para o raio

ordinário. Sua correspondente velocidade de fase v0 = ω/q é dada por

vo = ± 1
√
µcε

. (2.10)
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A segunda solução apresentada na Eq. (2.9) corresponde à relação de dispersão associada

ao raio extraordinário, e depende da direção de propagação da onda q̂. Sua correspondente

velocidade de fase é

ve
± = − ε̇q̂ · E×B

2ε
±

√
ε̇2(q̂ · E×B)2

4ε2
+

1

µcε
. (2.11)

Vamos, agora, assumir que a permissividade elétrica ε do material admita a seguinte

expansão

ε = εc + ε2B
2, (2.12)

onde ε2B
2 << εc. Desta forma, substituindo a expressão (2.12) na Eq. (2.11) e após

algumas manipulações algébricas, as velocidades dos raios ordinário e extraordinário se

reduzem para

vo = ± 1
√
µcεc

(
1− ε2

2εc
B2

)
, (2.13)

ve
± = −ε2

εc
q̂ · E×B± 1

√
µcεc

(
1− ε2

2εc
B2

)
. (2.14)

Notemos que o fenômeno da birrefringência eletromagnética não ocorrerá caso:

(i) A direção de propagação da onda esteja contida no plano bi-dimensional formado pelos

campos externos eletromagnéticos, isto é, q̂ · (Ê × B̂) = 0.

(ii) Os campos eletromagnéticos sejam paralelos Ê · B̂ = 1.

Nestes casos as velocidades são idênticas ve = vo e, portanto, não haverá diferença nos

correspondentes ı́ndices de refração.

A diferença entre os valores das velocidades associadas aos raios ordinário e extraor-

dinário alcançará seu valor máximo quando a direção de propagação da onda for dada por

q̂ = ±(E × B)/|E×B|. Neste caso q̂ · E × B = EB sen θ e a magnitude do efeito de

birrefringência será dada por [71]

|n∥ − n⊥| ∼= µcε2EB sen θ, (2.15)

onde n∥ := (1/ve)∥ = 1/vo e n⊥ := (1/ve)⊥ são os ı́ndices de refração na direções paralela e

perpendicular ao campo elétrico externo, respectivamente. Podemos ver da Eq. (2.15) que

o efeito de birrefringência alcança seu valor máximo quando os campos são perpendiculares

entre si (θ = π/2). Como antecipado, para o caso de campos externos paralelos (θ = 0) o

fenômeno birrefringente desaparece.
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Figura 2.1: Superf́ıcies normais associadas com os raios ordinário (linha sólida circular) e extra-

ordinário (linha pontilhada) propagando em um meio não-linear com coeficientes dielétricos dados

por ε = εc + ε2B
2 e µ constante. A figura é baseada nas Eqs. (2.10)-(2.12) com Ê = ŷ, B̂ = ẑ

e q̂ · B̂ = 0. Os valores numéricos foram tomados tais que (εcµc)
−1/2 = 0.9, ε2/εc = 0.001 e

vo ≈ 0.858.

Na Fig. 2.1 as superf́ıcies normais associadas aos raios ordinário (linha sólida circular)

e extraordinário (linha pontilhada) propagando em um meio não-linear isotrópico com

permissividade ε dada pela Eq. (2.12) são apresentadas. É assumido que as ondas foram

produzidas em um dado tempo anterior na origem. O desenho é baseado nas Eqs. (2.10)-

(2.12) com Ê = ŷ, B̂ = ẑ e q̂ · B̂ = 0. A escolha de campos cruzados (θ = π/2) foi

feita a fim de produzir um efeito mais intenso, mas o mesmo comportamento qualitativo

ocorre para θ ̸= π/2. A direção de propagação é determinada pelo ângulo φ dada por

q̂ · Ê × B̂ = cosφ. O efeito de birrefringência máximo ocorre quando φ é igual a 0 ou π,

correspondendo a Eq. (2.15) com θ = π/2. Conforme mostrado na figura, a velocidade

do raio extraordinário é menor do que a correspondente velocidade do raio ordinário no

intervalo −π/2 < φ < π/2. A situação oposta occore quando π/2 < φ < 3π/2 e elas são

iguais no caso quando φ é igual a π/2 ou 3π/2.

Em resumo, na presença de campos elétricos e magnéticos externos, ondas eletro-

magnéticas se propagando em meios dielétricos isotrópicos cujos coeficientes dielétricos

são dados pela Eq. (2.12) apresentam birrefringência magneto-elétrica, cuja magnitude
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é medida por meio da Eq. (2.15). Este fenômeno corresponde a uma forma de birre-

fringência magneto-elétrica aparecendo como um efeito único, isto é, sem o surgimento de

qualquer outra forma de birrefringência padrão.

Polarização

Os modos de polarização descritos pelo vetor e podem ser obtidos para os raios ordinário

e extraordinário. Eles correspondem ao auto-vetores da Eq. (2.2) com a matriz Zij

dada pela Eq. (2.7). A fim de obtermos os modos de polarização para o sistema em

análise, vamos considerar uma expansão do vetor e em termos de uma base conveniente

de vetores do espaço tri-dimensional, os quais podem ser escolhidos como sendo os campos

eletromagnéticos externos E e B e o vetor de onda q na forma3

e = aE+ bB+ cq. (2.16)

Assim, introduzindo tal expressão na Eq. (2.2), obtemos

a

(
ε− q2

µcω2
+
ε̇

ω
q · E×B

)
= 0,

b

(
ε− q2

µcω2

)
= 0,

a

(
q · E
µcω2

)
+ b

(
q ·B
µcω2

)
+ cε = 0. (2.17)

De modo a encontrarmos os vetores de polarização associados a cada raio estudado, de-

vemos substituir as correspondentes relações de dispersão para cada raio no sistema de

equação acima e verificar quais condições os coeficientes a, b e c devem satisfazer. No caso

do raio ordinário, verificamos que a = 0. Por outro lado, para o raio estraordinário, temos

b = 0. Deste modo, a solução do sistema de equações acima nos leva aos seguintes vetores

de polarização normalizados

êo = a1

(
B− q ·B

εµcω2
q

)
,

êe = a2

(
E− q · E

εµcω2
q

)
, (2.18)

onde a1 e a2 são fatores de normalização. Das expressões acima, é fácil ver que quando os

campos externos são paralelos (situação na qual não ocorre birrefringência) os vetores de

3Onde é assumido que o conjunto de vetores {E, B, q} constitua um conjunto de vetores linearmente

independentes.

34



polarização tendem a ser os mesmos, como esperado. Vemos ainda que no caso quando a

propagação ocorre na direção perpendicular ao plano formado pelos campos externos, os

vetores se reduzem para êo = B̂ e êe = Ê. Isto corresponde ao efeito de birrefringência

descrito pela Eq. (2.15), o qual alcança seu valor máximo para θ = π/2. Para o caso

apresentado na Fig. 2.1 o vetor de polarização associado ao raio ordinário se reduz para

êo = B̂. Assim êe · êo = Ê · B̂ = cos θ.

Deve ser enfatizado ainda que os mesmos vetores de polarização podem também ser

derivados fazendo-se uso de outra base do espaço vetorial, como a base cartesiana {x̂, ŷ, ẑ},

por exemplo. Os resultados aqui obtidos não dependem da particular escolha da base.

Geometria efetiva

Empregando as definições,

vµkµ = ω,

kµkµ = ω2 − | q |2,

ηαβµνqαvβBµEν = q ·B× E, (2.19)

as relações de dispersão (2.9) podem ser apresentadas da seguinte forma

ε
(
G−

µνkµkν

)(
G+

αβkαkβ

)
= 0, (2.20)

onde G−
µν corresponde à métrica efetiva de Gordon (1.42) e

G+
µν = ηµν + (ε(B)µ− 1)vµvν − µε̇

2
ητγβ(µvν)BτvγEβ (2.21)

representa a métrica efetiva associada ao raio extraordinário.

Destes resultados, é fácil ver que na ausência de não-linearidades (ε̇ = 0) teremos

somente uma única métrica efetiva e não haverá birrefringência.

2.3.2 Birrefringência magneto-elétrica em dielétricos com µ =

µ(E) e ε = εc

Vamos agora realizar uma análise similar para o caso simétrico no qual os coeficientes

dielétricos satisfazem as condições µ = µ(E) e ε = εc. Neste caso, a correspondente

matriz de Fresnel se reduz para

Zij =

(
εc −

q2

µ(E)ω2

)
δij +

1

µ(E)ω2
qiqj −

µ′

ωµ2
(q×B)iEj, (2.22)
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onde µ′ := (1/E)∂µ/∂E.

Os traços (2.6) de Zij podem ser derivados de uma maneira similar como foi realizado

na última seção. Contudo, para esse caso simétrico, tais quantidades podem ser derivadas

diretamente das Eqs. (2.8) através da identificação {ε→ εc, µc → µ, ε̇→ µ′/µ2}. Assim,

empregando a Eq. (2.5), obtemos,

εc

(
εc −

q2

µω2

)(
εc −

q2

µω2
+

µ′

ωµ2
q · E×B

)
= 0. (2.23)

Assumindo que a permeabilidade magnética µ possa ser escrita na forma µ = µc+µ2E
2,

com µ2E
2 << µc, podemos apresentar as relações de dispersão para os raios ordinário e

extraordinário na forma

vo = ± 1
√
µcεc

(
1− µ2

2µc

E2

)
, (2.24)

ve
± = − µ2

εcµc
2
q̂ · E×B± 1

√
µcεc

(
1− µ2

2µc

E2

)
. (2.25)

Novamente, as velocidades dos raios ordinário e extraordinário coincidem (ausência de bir-

refringência) quando a propagação ocorre no plano contendo os campos eletromagnéticos

externos ou mesmo quando tais campos são pararelos. O comportamento qualitativo das

ondas normais correspondendo aos raios ordinário e extraordinário é o mesmo como aquele

encontrado no caso estudado na seção anterior (veja a figura 2.1).

Com respeito à direção de propagação, a diferença máxima entre as velocidades dos

raios ordinário e extraordinário ocorre quando q̂ = ±(E × B)/| E×B | resultando na

relação [71]

|n∥ − n⊥| ∼=
µ2

µc

EB sen θ, (2.26)

a qual consiste na quantidade mensurável correspondendo ao fenômeno da birrefringência

magneto-elétrica. Além do mais, o efeito é maximizado no caso de campos eletromagnéticos

externos perpendiculares (θ = π/2) e se anula no caso de campos externos paralelos

(θ = 0). Como antes, o fenômeno da birrefringência magneto-elétrica surge como um

efeito único, desaparecendo caso algum campo externo esteja ausente.

Finalmente, os vetores de polarização para esta configuração eletromagnética podem

ser obtidos seguindo as mesmas linhas como aquela feita na seção anterior.

Ainda, seguindo os mesmos passos da seção anterior, a relação (2.23) pode ser apre-

sentada na forma (2.20), onde G−
µν corresponde à métrica efetiva de Gordon (1.42), ao
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passo que

G+
µν = ηµν + (εcµ(E)− 1)vµvν − µ′

2µ(E)
ητγβ(µvν)BτvγEβ (2.27)

representa a geometria efetiva associada ao raio extraordinário.

Como sempre, a diferença nas duas estruturas métricas efetivas apresentadas se deve

às não-linearidades introduzidas ao meio dielétrico em questão.
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Caṕıtulo 3

Método de campo de fundo e ação

efetiva em TQC

“It’s impossible to explain honestly the beau-

ties of the laws of Nature without some deep

understanding of mathematics.”

Richard Feynman

Resumo

A invariância de calibre expĺıcita, a qual está presente no ńıvel clássico em teorias de

calibre, é normalmente perdida quando correções quânticas são introduzidas. O método

de campo de fundo é uma técnica que nos permite fixar um calibre e então calcular efeitos

quânticos sem perda dessa invariância. Nessa abordagem, o objeto de maior interesse é a

ação efetiva, um funcional do campo de fundo que, em prinćıpio, contém toda informação

sobre a teoria quântica em questão. Ao longo do presente caṕıtulo, iremos introduzir os

conceitos básicos necessários para a obtenção da ação efetiva através do método de campo

de fundo. Tais resultados serão posteriormente empregados na análise da estrutura de

certas divergências em TQC.
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3.1 Primeiros prinćıpios em teoria de campos

O objeto básico de qualquer teoria f́ısica é o espaço-tempo, o qual pode ser representado,

matematicamente, por uma variedade diferenciável n-dimencional M , com a seguinte es-

trutura topológica

M = I × Σ, (3.1)

onde I é uma variedade unidimensional difeomórfica à reta real R, e Σ corresponde a

uma variedade (n − 1)-dimensional, ou, mais precisamente, uma hipersuperf́ıcie neste

espaço [141]. A variedade M é assumida ser globalmente hiperbólica e equipada com

uma métrica pseudo-riemanniana gµν . Tais condições são suficientes para garantir que

a variedade M admite uma foliação em hipersuperf́ıcies do tipo-espaço (superf́ıcies de

Cauchy) difeomórficas à Σ [130]. Esta topologia é necessária a fim de que o espaço-tempo

em questão admita uma correta estrutura causal [131]. Em cada ponto p ∈ M , podemos

definir o espaço TPM , denominado espaço tangente à variedadeM sobre o ponto p, o qual

é o conjunto de todos os vetores tangentes à M no ponto p. Analogamente, associado ao

espaço tangente TPM , temos o espaço T ∗
PM , denominado espaço cotangente à variedade

M no ponto p, e definido como o conjunto de todos os funcionais (formas diferenciais)

atuando sobre os vetores tangentes. Um fibrado tangente, TM , é definido como a união

disjunta de todos os espaços tangentes em cada ponto p ∈ M . A noção de um fibrado

pode ser facilmente generalizada para espaços vetoriais V . Um fibrado vetorial V é definido

como a união disjunta de todos os espaços vetoriais V em cada ponto p ∈ M , sendo o

fibrado dual V∗ o espaço vetorial de todos os funcionais lineares definidos sobre V . Uma

seção do fibrado vetorial V é um mapa suave

φ :M → V , (3.2)

tal que em cada ponto p ∈M ele associa um elemento (tensor) no fibrado vetorial V . Tais

funções φ são comumente conhecidas por campos tensoriais ou, simplesmente, campos.

Campos tensoriais são funções que descrevem a dinâmica de diferentes formas de part́ıculas

em teoria de campos e são representados por suas componentes φa. Estes podem ser

bosônicos ou fermiônicos, dependendo de sua estrutura espinorial [142]. O ı́ndice “a”

utilizado corresponde a uma notação compacta introduzida por DeWitt [20− 22], e denota

não somente suas componentes, mas também o ponto no espaço-tempo no qual o campo

está definido. Este ı́ndice pode ser considerado como sendo formado por dois conjuntos de
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ı́ndices, isto é, a = (C, x), onde C é um ı́ndice discreto que toma valores de 1 até D, sendo

D um número associado à natureza tensorial do correspondente campo, e x = (x0, ..., xn−1)

é o ponto no espaço-tempo em que o campo está definido. Matematicamente, podemos

escrever

φa ≡ φC(x). (3.3)

O fibrado vetorial V tem a estrutura de uma variedade de dimensão infinita [143], o qual

é equipado com uma métrica hermitiana não-degenerada Eab tal que

E : V × V → R. (3.4)

A métrica Eab pode ser naturalmente identificada como o mapa

E : V → V∗. (3.5)

As seções do fibrado dual V∗ são chamadas de correntes e são representadas localmente

por um conjunto de funções

Ja = Eabφ
b. (3.6)

Finalmente, seja C∞(V) o conjunto de todas as seções de V . Assim, o produto escalar entre

dois campos arbitrários ζa e χa pode ser apresentado através das notações condensadas de

DeWitt como

ζaχ
a :=

∫
M

d vol (x)ζa(x)Eab(x)χ
b(x), (3.7)

onde, expressão acima, d vol (x) :=
√
−gdnx é o elemento invariante de volume da varie-

dade M , sendo g ≡ det | gµν |.

O conjunto de todos os campos φa sobre todo ponto p ∈ M forma uma variedade

de dimensão infinita, denotada por M, e denominada espaço de configuração, o qual é

definido como

M ≡ {φa} := {φC(x) : x ∈M, C = 1, ..., D}. (3.8)

O prinćıpio fundamental da teoria de campos atesta que todo sistema dinâmico pode

ser descrito por uma ação S[φa]. A ação S[φa] corresponde a um funcional definido sobre

o espaço de configurações M, e toma valores sobre o conjunto dos números reais

S : M → R. (3.9)
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A escolha das variáveis dinâmicas (campos φa) necessárias para descrever o compor-

tamento do sistema f́ısico não é única. Consequentemente, o espaço de configuração M

é também não único. Ele depende da parametrização do sistema dinâmico (escolha das

variáveis dinâmicas φa), bem como das condições de contorno impostas ao sistema. En-

tretanto, para um dado sistema dinâmico, toda ação funcional S[φa] descreve a mesma

f́ısica, isto é, ela fornece conjuntos fisicamente equivalentes de configurações de campos

dinâmicos. As configurações de campos dinâmicos são definidas como as configurações

de campos que satisfazem o prinćıpio da ação estacionária. Este último atesta que os

valores fisicamente admisśıveis para as variáveis dinâmicas φa são aqueles para os quais a

ação S[φa] é estacionária com respeito a pequenas variações funcionais com determinadas

condições de contorno [144]

δS = 0. (3.10)

Em outras palavras, as configurações de campos dinâmicos devem satisfazer as equações

de movimento dinâmicas

δS

δφa
= 0 (3.11)

com dadas condições iniciais. O conjunto de todas as configurações de campos dinâmicos,

denotado porM0, é um sub-espaço do espaço de configuração,M0 ⊂ M, o qual é chamado

sub-espaço dinâmico. Em TQC, este conjunto é também comumente conhecido por casca

de massa. Logo, quando se empregam as equações de movimento em determinada teoria,

diz-se que está sob a condição on-shell.

Na teoria de campos as equações dinâmicas (3.11) correspondem a equações diferenciais

parciais. Normalmente, a ação S[φa] é um funcional local, o qual pode ser apresentado de

modo geral como

S[φa] =

∫
Ω

d vol (x)L(φa,∇φa, ...), (3.12)

onde Ω (também chamada de região de interação) é a região do espaço-tempo na qual

estamos interessados do ponto de vista dinâmico. Matematicamente, este conjunto corres-

ponde ao suporte dos campos φa, ou seja, o conjunto de todos os pontos p ∈ M tais que

δφa ̸= 0, isto é,

Ω ≡ sup δφa := {x ∈M, δφa ̸= 0}. (3.13)
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Se os campos φa têm um suporte compacto, então Ω ⊂ M . Na expressão (3.12) a função

L é a função densidade de lagrangiana, a qual, por abuso de linguagem, chamaremos sim-

plesmente por função lagrangiana. A função lagrangiana é, em geral, função dos campos

dinâmicos φa, de suas derivadas covariantes ∇φa e, possivelmente, de outras quantidades

que caracterizam a interação entre os campos, tais como constantes de acoplamento.

Vamos, novamente, considerar as equações de movimento (3.11). Elas constituem, em

geral, complicadas equações diferenciais parciais não-lineares. Seja φa
1 uma solução para a

equação de movimento (3.11). Vamos considerar ainda uma outra solução nas vizinhanças

de φa
1 na forma φa

2 = φa
1 + δφa, onde δφa é um campo infinitesimal. Assim, substituindo

φa
2 nas equações de movimento (3.11) e nos limitando a quantidades de primeira ordem,

encontramos

Ĥabδφ
b = 0, (3.14)

onde o operador Ĥab é definido como

Ĥab :=
δ2 S

δφa
2 δφ

b
2

∣∣∣
δφa=0

. (3.15)

Esta é a equação homogênea de pequenas perturbações. Suas soluções são comumente

conhecidas por campos de Jacobi [21, 22]. Na prática, é conveniente introduzir fontes

externas infinitesimais δJa, as quais causam a correspondente perturbação ao sistema

f́ısico. Admitindo que a ação clássica sofra a seguinte mudança

S[φa] → S[φa] + Jbφ
b, (3.16)

então as equações de movimento para o sistema perturbado tornam-se

δS

δφa
= −δJa. (3.17)

Em primeira ordem, a solução desta equação de movimento é

φa
2 = φa

1 + δφa, (3.18)

onde φa
1 é solução da equação clássica

δS

δφa
1

= 0, (3.19)

e δφa corresponde a solução da equação

Ĥabδφ
b = −δJa, (3.20)
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a qual é conhecida por equação não-homogênea para pequenas perturbações.

No contexto da TQC, tais pequenas perturbações correspondem às correções quânticas

associadas ao sistema f́ısico em questão. Como vemos, a ação S[φa] é capaz de descrever

os efeitos de natureza clássica, macroscópicos, associados ao campo φa
1. Assim, de forma

a descrever a dinâmica dos efeitos quânticos associados a um determinado sistema f́ısico,

de modo efetivo, nossa descrição deve ser generalizada a fim de levar em conta também

tais contribuições quânticas.

3.2 Ação efetiva em TQC

A TQC é basicamente uma teoria de pequenas perturbações sobre o sub-espaço dinâmico

M0, sendo a maioria de seus problemas relacionados à processos de espalhamento de

part́ıculas. Em mais detalhes, no passado remoto temos estados de campos (ou part́ıculas)

bem definidos, os quais são descritos pelas equações linearizadas de movimento. Como o

sistema evolui com o tempo, os estados de campos interagem em uma região espećıfica do

espaço-tempo. As equações que descrevem esta interação são altamente não-lineares e não

podem ser resolvidas exatamente. Após a interação, no futuro remoto, temos novamente

estados de campos bem definidos os quais são em geral diferentes dos estados iniciais.

Chamaremos por estado inicial | in⟩ e estado final | out⟩, os quais estão, respectivamente,

no passado e futuro remotos. O processo de espalhamento é, então, essencialmente descrito

pela amplitude de transição ⟨in | out⟩. A coleção de todas as posśıveis amplitudes de

transição é conhecida por matriz de espalhamento ou, simplesmente, matriz S [145].

Um poderoso método empregado para se estudar amplitudes de transição é o prinćıpio

variacional de Schwinger [146], o qual dá a relação entre a variação da amplitude de

transição ⟨in | out⟩ e a variação da ação que descreve o sistema dinâmico na região de

interação Ω. Matematicamente, este prinćıpio estabelece que

δ⟨in | out⟩ = i

~
⟨in | δS | out⟩. (3.21)

Tal prinćıpio pode ser considerado como um prinćıpio de quantização, porque toda

informação sobre o sistema quântico pode ser derivada do mesmo [143]. Vamos mudar as

condições externas por adicionando uma fonte externa clássica Ja na região de interação

Ω. Desta forma, a ação original S[φa] sofre uma variação conforme indicado pela expressão

(3.16).
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Consequentemente, a amplitude de transição ⟨in | out⟩ torna-se um funcional da fonte

Ja que denotaremos por Z[Ja], ou seja,

Z[Ja] := ⟨in | out⟩
∣∣∣
S[φa]→S[φa]+Jbφb

. (3.22)

Os objetos de fundamental interesse em TQC são os valores médios cronológicos dos cam-

pos quânticos definidos por

Ψan...a1
n :=

⟨in | T (φan ...φa1) | out⟩
⟨in | out⟩

, (3.23)

onde T corresponde ao operador de ordenamento cronológico. Fazendo uso do prinćıpio

variacional de Schwinger (3.21), podemos obter os valores médios cronológicos (3.23) em

termos de derivadas funcionais do funcional Z[Ja], na forma

Z[Ja + ηa] = Z[Ja]
∑
k≥0

1

k!

( i
~

)k

ηbk ...ηb1 Ψ
bk...b1
k . (3.24)

Em outras palavras, o funcional Z[Ja] corresponde ao funcional gerador dos valores médios

cronológicos. Do funcional Z[Ja], podemos definir outro funcional W [Ja] através da ex-

pressão

Z[Ja] =: exp
( i
~
W [Ja]

)
. (3.25)

Suas derivadas funcionais definem as funções de Green conectadas, Gan...a1
n , (também co-

nhecidas como funções de correlação)

W [Ja + ηa] = W [Ja] +
∑
k≥1

1

k!
ηbk ...ηb1 G

bk...b1
k , (3.26)

onde Ga
1 ≡ ϕa representa o campo de fundo (campo médio) e Gab

2 ≡ Gab corresponde ao

propagador. É fácil ver que as amplitudes cronológicas Ψan...a1
n podem ser expressas em

termos das funções de Green conectadas Gan...a1
n . Em particular, temos

Ψa
1 = ϕa ,

Ψab
2 = ϕaϕb − i~Gab , (3.27)

Resumindo, o funcional Z[Ja] é o funcional gerador das amplitudes cronológicas Ψan...a1
n , ao

passo queW [Ja] corresponde ao funcional gerador das funções de Green conectadas Gan...a1
n .

O campo médio ϕa é um funcional da fonte Ja. Pode-se mostrar que a derivada funcional

do campo médio em relação a fonte é o propagador Gab. Portanto, se o propagador Gab
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é não-degenerado, a fonte externa Ja pode ser escrita como um funcional de ϕa. Usando

tal propriedade, pode ser mostrado que existe um funcional do campo médio denominado

ação efetiva, e definido através da transformada de Legendre funcional [20− 22]

Γ[ϕa] := W [Ja]− Jbϕ
b. (3.28)

Em termos da ação efetiva, as equações de movimento da teoria tomam a forma

δΓ

δϕa
= − Ja, (3.29)

δ2Γ

δϕaδϕb
Gbc = − δca, (3.30)

onde a Eq.(3.29) representa a equação efetiva de movimento da teoria. Tal equação subs-

titui a equação clássica (6.33) e descreve a dinâmica efetiva do campo médio ϕa tomando

em conta todas as correções quânticas. Além do mais, a Eq.(3.30) determina o propagador

da teoria. A ação efetiva (3.28) admite a seguinte expanção funcional

Γ[ϕa + ξa] = Γ[ϕa]− Jaξ
a − 1

2
ξaGabξ

b +
∑
k≥3

1

k!
ξbk ...ξb1 Γ

(k)
bk...b1

, (3.31)

onde Γ
(k)
bk...b1

são denominadas funções de vértice. As funções de vértice, juntamente com

os propagadores, determinam as funções de Green conectadas e, portanto, as amplitudes

cronológicas, das quais podemos construir a matriz de espalhamento. Vemos, assim, que a

ação efetiva é o objeto mais importante em TQC, pois a partir do mesmo podemos obter

toda informação sobre a estrutura quântica associada a teoria. Pode-se obter uma repre-

sentação formal muito útil para a ação efetiva em termos de integrais funcionais (também

conhecidas como integrais de trajetória ou integrais de Feynman). Uma integral funcional

é uma integral sobre o espaço de configurações (espaço de dimensão infinita). Embora não

exista uma definição matemática rigorosa para integrais funcionais, tais integrais podem

ser usadas em TQC dentro do arcabouço de teoria de perturbação como uma ferramenta

efetiva [147, 148]. Integrando o prinćıpio variacional de Schwinger (3.21), obtem-se a

seguinte integral funcional

⟨in | out⟩ =

∫
M

D[φa] exp
{ i
~
(S[φa] + Jbφ

b)
}
, (3.32)

onde D[φa] representa a medida funcional definida sobre o espaço de configurações. Cor-

respondentemente, a equação funcional para a ação efetiva assume a forma

exp
{ i
~
Γ[ϕa]

}
=

∫
M

D[φa] exp
{ i
~

[
S[φa]− δΓ[ϕa]

δϕb
(φb − ϕb)

]}
. (3.33)
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Estritamente falando, a expressão acima é puramente formal. Entretanto, resultados sig-

nificativos podem ser obtidos fazendo uso de teoria de perturbação. Por esta razão , é

conveniente usar a aproximação semi-clássica para a ação efetiva. Segundo tal aborda-

gem, a ação efetiva pode ser apresentada na forma [23]

Γ[ϕa] = S[ϕa] + Γ̄[ϕa], (3.34)

onde o funcional Γ̄[ϕa] descreve todas as correções quânticas associadas a teoria clássica.

O funcional Γ̄[ϕa] é dado em termos de uma expansão assimptótica em potências de ~

como segue

Γ̄[ϕa] :=
∞∑
k≥1

~k Γ̄(k)[ϕa]. (3.35)

A seguir, deve-se substituir a expansão acima na equação funcional para a ação efetiva,

efetuar a seguinte mudança de variável de integração

φa → φ̃a = ϕa +
√
~ ξa (3.36)

e expandir a ação clássica S[φ̃a] em série de Taylor funcional nos campos quânticos ξa

como

S[φ̃a] = S[ϕa] +
√
~
δS[ϕa]

ϕb
ξb − ~

2
ξbHbc[ϕ

a]ξc +
∞∑
k≥3

~ k
2

k!

δkS[ϕa]

δϕb1 ...δϕbk
ξb1 ...ξbk , (3.37)

onde o operador Ĥ está associado ao propagador Ĝ através da expressão

Ĥ · Ĝ = 1̂, (3.38)

e corresponde a derivada funcional de segunda ordem da ação clássica com respeito aos

campos quânticos conforme a Eq.(3.15).

Deste modo, expandindo ambos os lados da equação funcional para a ação efetiva

em potências de ~ e igualando os coeficientes com potências idênticas em ~, encontra-se

relações de recorrência que univocamente definem todos os coeficientes Γ̄(k)[ϕa]. Todas as

integrais funcionais que aparecem nesta expanção são gaussianas e podem ser calculadas

em termos do determinante funcional do operador Ĥ e do propagador Ĝ. Em geral,
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encontra-se as seguintes integrais∫
M

D[ξa] exp
{
− i

2
ξbHbc[ϕ

a]ξc
}

= (Det Ĥ[ϕa])−
1
2 ,∫

M
D[ξa] exp

{
− i

2
ξbHbc[ϕ

a]ξc
}
ξd1 ...ξd2m+1 = 0,∫

M
D[ξa] exp

{
− i

2
ξbHbc[ϕ

a]ξc
}
ξd1 ...ξd2m =

=
(2m)!

2mm! im
(Det Ĥ[ϕa])−

1
2G(d1d2...Gd2m−1d2m). (3.39)

Ao longo deste trabalho, estaremos particularmente interessados nas correções quânticas

a 1-loop Γ̄(1)[ϕa] associadas a ação efetiva. Após efetuar as correspondentes substituições

mencionadas acima, obtém-se

exp {iΓ̄(1)[ϕa]} exp
{
i

∞∑
k≥2

~k−1Γ̄(k)[ϕa]
}

=

∫
M

D[ξa] exp
{
− i

2
ξbHbc[ϕ

a]ξc
}
×

× exp
{
i

∞∑
k≥3

~ k
2
−1

k!

δkS[ϕa]

δϕb1 ...δϕbk
ξb1 ...ξbk − i

∞∑
k≥1

~k−
1
2
δΓ̄(k)[ϕa]

δϕb
ξb
}
. (3.40)

Em particular, a ńıvel de 1-loop, a seguinte relação é satisfeita

exp {iΓ̄(1)[ϕa]} =

∫
M

D[ξa] exp
{
− i

2
ξbHbc[ϕ

a]ξc
}
. (3.41)

Finalmente, fazendo uso da primeira expressão das Eqs.(3.39) na Eq.(3.41), é fácil mostrar

que [23]

Γ̄(1)[ϕa] =
i

2
ln Det (Ĥ[ϕa]) =

i

2
Tr ln (Ĥ[ϕa]), (3.42)

onde o determinante funcional Det (Ô) está relacionado ao traço funcional Tr Ô através

da expressão

Det (Ô) := exp
(
Tr ln Ô

)
. (3.43)

De modo geral, admitindo também campos fermiônicos, o traço funcional, também conhe-

cido como supertraço, pode ser definido como

sTr Ô := ϱ

∫
M

d vol (x) tr [Ô]
∣∣
x→x′ . (3.44)

Na expressão acima, ϱ é o número fermiônico, o qual toma em conta a paridade grassma-

niana do campo de fundo em questão [149]. Tal objeto é definido como (+1) para campos

bosônicos e (−1) para campos fermiônicos. Adicionalmente, o limite de coincidência para

uma função arbitrária F(x, x′), denotado por [F(x, x′)]
∣∣
x→x′ , é definido como [20]

[F(x, x′)]
∣∣
x→x′ := lim

x→x′
F(x, x′) = F(x, x). (3.45)
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Conforme já mencionado, a ação efetiva é um objeto fundamental em TQC. Toda

informação sobre a natureza quântica da teoria está contida em sua estrutura funcional.

Neste momento, é importante mencionar que nem a ação clássica S[ϕa], nem o funcional

Γ̄[ϕa] são eles próprios objetos f́ısicos. Somente a ação efetiva Γ[ϕa] descreve processos

f́ısicos e mensuráveis. Neste contexto, a lagrangiana efetiva a 1-loop pode ser definida

como segue

Γ̄(1) :=

∫
Ω

d vol (x)L(1). (3.46)

3.3 Divergências e renormalização

Como vimos, a TQC perturbativa corresponde a um método para se descrever um sistema

complicado (teoria com interação) em termos de um mais simples (teoria livre). A idéia

principal é começar com a teoria livre para a qual a solução matemática é conhecida, e adi-

cionar um perturbador (corrente ou termo de interação) que representa uma perturbação

fraca ao sistema. Se a perturbação não for muito grande ou, dito de outra forma, se o

parâmetro que acompanha o termo de interação (constante de acoplamento) for pequeno,

diversas quantidades f́ısicas associadas ao sistema perturbado podem, a partir de consi-

derações de continuidade, ser expressas como correções às quantidades f́ısicas da teoria

livre. Estas correções, sendo pequenas quando comparadas às correpondentes quantidades

da teoria livre, podem ser calculadas empregando-se métodos aproximativos, como a série

assimptótica. Assim, a solução em TQC perturbativa dá-se em termos de uma série em

torno do parâmetro de acoplamento e a quantização é feita tomando-se os coeficientes da

série perturbativa ordem a ordem no parâmetro de acoplamento. Desta forma, obtemos

as correções quânticas (ou radiativas) correspondentes à teoria livre. No entanto, os co-

eficientes da série perturbativa são constitúıdos, em geral, pelo produto de distribuições

(funções de Green), os quais não podem ser definidos consistentemente, como foi provado

por Schwartz em seu trabalho sobre distribuições de 1950 [150]. Tal fato nos conduz às

divergências em TQC. Um esquema consistente que nos permite eliminar tais divergências

e obter resultados finitos é a teoria geral da renormalização. Para obtermos uma teoria fi-

nita é necessário, como primeiro passo, reescrevermos as integrais divergentes de Feynman

como novas integrais finitas em termos de um dado parâmetro regulador Λ. Quando o

parâmetro Λ tende a algum certo valor definido (que depende da teoria em questão), tais

integrais reduzem-se formalmente às integrais originais. Este primeiro passo do processo
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de renormalização é conhecido como regularização. A importância do procedimento de

regularização consiste no fato de nos permitir manipular as integrais de Feynman a fim de

eliminar as divergências presentes na correspondente teoria. Para uma boa revisão acerca

da teoria geral da renormalização, veja [95, 151].

A idéia central da teoria da renormalização consiste na possibilidade de se introduzir

certos funcionais locais ∆S[ϕa], chamados contratermos, na ação da correspondente teoria

a fim de eliminar suas divergências. Em outras palavras, apresentando o funcional Γ̄[ϕa]

na forma

Γ̄[ϕa] = Γ̄[ϕa]fin + Γ̄[ϕa]div, (3.47)

onde Γ̄[ϕa]fin e Γ̄[ϕa]div correspondem as partes finita e divergente do funcional Γ̄[ϕa],

respectivamente, após a introdução dos contratermos, o funcional (renormalizado) Γ̄[ϕa]ren

pode ser escrito como1

Γ̄[ϕa]ren = Γ̄[ϕa]div +∆S[ϕa] + Γ̄[ϕa]fin. (3.48)

A introdução dos contratermos ∆S[ϕa] deve ser realizada de tal forma a cancelar as con-

tribuições infinitas das correções quânticas, ou seja, ∆S[ϕa] = −Γ̄[ϕa]div. Para ser mais

preciso, admita que a ação clássica S[ϕa] possa ser escrita na forma

S[ϕa] =
∑
1≤i≤j

ciIi[ϕ
a], (3.49)

onde Ii[ϕ
a] (i = 1, 2, ..., j) é um conjunto finito de determinados funcionais e ci são as

correspondentes constantes de acoplamento. Se a parte divergente do funcional Γ̄[ϕa]div

possui a mesma estrutura funcional,2 isto é,

Γ̄[ϕa]div =
∑
1≤i≤j

βiIi[ϕ
a], (3.50)

então todas as divergências podem ser compensadas tal que as constantes de acoplamento

renormalizadas creni , presentes na ação renormalizada

S[ϕa]ren = S[ϕa] + ∆S[ϕa] =
∑
1≤i≤j

creni Ii[ϕ
a], (3.51)

1Segundo o teorema de Weinberg acerca da natureza local dos contratermos em TQC [94, 95], a soma

dos dois primeiros termos do lado direito na Eq.(3.48) é finita e local, ao passo que o último termo restante

é finito e não-local.
2O que é válido em teorias de campos multiplicativamente renormalizáveis [95].
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sejam quantidades finitas na forma

creni = ci − βi. (3.52)

A classe de teorias quânticas de campos nas quais as condições acima podem ser im-

plementadas são conhecidas comumente na literatura por teorias quânticas de campos

renormalizáveis. Como vemos, para tais teorias, é necessário um número finito de con-

tratermos diferentes para compensar as integrais divergentes. Por outro lado, em teorias

não-renormalizáveis, aparece um número infinito de contratermos e, portanto, o procedi-

mento básico de renormalização não pode ser aplicado consistentemente.
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Caṕıtulo 4

O heat kernel em TQC

“All exact science is dominated by the idea of approximation.”

Bertrand Russell

Resumo

O heat kernel ÛÔ(s) associado a um operador diferencial eĺıptico Ô desempenha um impor-

tante papel em diversas áreas da f́ısica e matemática, especialmente em TQC, gravitação

quântica e estudos topológicos de variedades diferenciais. De acordo com o teorema de

Minakshisundaram-Pleijel [42], o heat kernel pode ser escrito como uma expansão as-

simptótica em termos de um certo parâmetro s denominado tempo próprio. Em parti-

cular, no arcabouço da TQC, tal expansão representa uma poderosa ferramenta para o

estudo da estrutura das divergências a 1-loop e anomalias da ação efetiva. Neste caṕıtulo,

apresentamos de modo breve os principais conceitos relacionados a essa linha de pesquisa.

Os resultados aqui apresentados podem ser formalmente aplicados à teorias com campos

de fundo bosônicos e/ou fermiônicos.
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4.1 Método do heat kernel em TQC

Como vimos na seção 3.2, em teoria de perturbação a ação efetiva é expressa em termos de

propagadores e funções de vértice. A principal ferramenta para se estudar propagadores

em espaços curvos é a teoria das funções de Green em variedades riemannianas hiperbólicas

desenvolvida por Hadamard [152]. Nesta teoria, um dos métodos mais poderosos para se

analisar propagadores é o método do tempo próprio (também chamado método do heat

kernel, em particular, pelos matemáticos), o qual foi originalmente proposto por Fock

[153] e então generalizado por Schwinger, que também aplicou-o ao cálculo da ação efetiva

em 1-loop na eletrodinâmica quântica [31]. E foi DeWitt quem apeifeiçou tal método; ele

reformulou-o em uma linguagem geométrica e o aplicou ao caso do campo gravitacional

[30].

Segundo a representação de Schwinger, podemos interpretar o propagador G(x, x′)

como o elemento de matriz do operador Ĝ atuando em um espaço de Hilbert abstrato [31]

G(x, x′) = ⟨x | Ĝ | x′⟩ , (4.1)

onde | x′⟩ são auto-vetores normalizados de um conjunto de operadores hermitianos x̂µ

que comutam

x̂µ | x′⟩ = x′µ | x′⟩, ⟨x | x′⟩ = δ(x, x′). (4.2)

Nesta representação, o operador Ĝ pode ser apresentado como uma integral em termos de

uma variável auxiliar s (também conhecida como o tempo próprio [153]) na forma

Ĝ = Ĥ−1 =

∞∫
0

ids ÛĤ(s) =

∞∫
0

ids exp (−isĤ). (4.3)

Tomando o elemento de matriz da equação acima, encontramos a seguinte representação

associada ao propagador

G(x, x′) =
∞∫
0

ids ÛĤ(x, x
′ ; s) , (4.4)

onde o operador evolução ÛĤ(x, x
′ ; s) associado ao operador Ĥ é dado por

ÛĤ(x, x
′ ; s) = ⟨x | ÛĤ(s) | x

′⟩. (4.5)

A ação efetiva é um funcional do campo de fundo. Assim, efetuando uma variação em

termos do campo de fundo, encontramos

δ Γ̄(1) =
i

2
sTr (δ ln Ĥ) =

i

2
sTr Ĥ−1(δĤ) . (4.6)
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Substituindo a representação de Schwinger (4.3) na expressão acima, temos

δ Γ̄(1) = − i

2
δ

∞∫
0

ds

s
sTr ÛĤ(s) . (4.7)

Integrando ambos os lados desta expressão, obtemos1

Γ̄(1) = − i

2

∞∫
0

ds

s
sTr ÛĤ(s) , (4.8)

onde o traço funcional sTr ÛĤ(s) é dado por

sTr ÛĤ(s) := ϱ

∫
M

d vol (x) tr
[
ÛĤ(x, x

′; s)
]∣∣

x→x′ = ϱ

∫
M

d vol (x) tr ÛĤ(x, x; s). (4.9)

A importância do operador evolução (4.5) reside no fato de que, como consequência

da Eq.(3.38), o mesmo satisfaz a seguinte equação diferencial(
i
∂

∂s
− Ĥ

)
ÛĤ(x, x

′ ; s) = 0 , (4.10)

a qual possui a forma de uma equação do tipo Schrödinger, com o operador Ĥ fazendo o

papel do operador hamiltoniano. Sua solução admite a seguinte condição inicial

ÛĤ(x, x
′ ; 0) = 1̂ δ(x, x′) . (4.11)

A similaridade entre a Eq.(4.10) e a equação de Schrödinger nos leva à interpretação

do operador evolução ÛĤ(x, x
′ ; s) como a amplitude de probabilidade de uma part́ıcula

localizada na posição x′µ no tempo próprio s = 0 se propagar até a posição xµ no tempo

próprio s.

Ao efetuar uma continuação anaĺıtica (rotação de Wick) no parâmetro s para valo-

res imaginários, a Eq.(4.10) torna-se uma equação de difusão. Historicamente, uma das

primeiras quantidades a serem estudadas como uma substância difusiva foi o calor. Por

este motivo, tal equação de difusão é também chamada a equação do calor. O operador

evolução (4.5) é, deste modo, conhecido como o heat kernel. 2

O heat kernel é uma ferramenta universal em f́ısica teórica, f́ısica matemática e análise

geométrica, e possui muitas aplicações na teoria quântica de campos de gauge, gravitação

quântica, teoria de cordas e na teoria matemática de operadores diferenciais sobre vari-

edades não triviais. Em TQC, o heat kernel governa a expansão em loops semiclássica

1Onde ignoramos a constante de integração, uma vez que não é atribúıdo significado f́ısico à mesma.
2Para um estudo mais completo acerca do heat kernel, veja [154, 155].
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em todas as ordens. Em particular, ele gera o principal ingrediente desta expansão; o

propagador da teoria (4.3).

Está claro agora, da expressão (4.8), que o conhecimento do traço funcional do heat

kernel é de fundamental importância a fim de obtermos informações sobre as correções

quânticas a 1-loop associadas à ação efetiva.

4.2 Expansão assimptótica do heat kernel

O heat kernel pode ser calculado exatamente somente para algumas configurações especiais

de campos de fundo. Por outro lado, para obtermos as amplitudes quânticas, devemos

calcular a ação efetiva como um funcional dos campos de fundo de modo geral. Por este

motivo, deve-se desenvolver métodos aproximativos para a avaliação do heat kernel no caso

geral.

Em gravitação quântica e em teorias de gauge a ação efetiva é um funcional covariante,

isto é, ela é invariante sob difeomorfismos e transformações de gauge locais. Deste modo,

os métodos desenvolvidos para a avaliação da ação efetiva devem ser manifestamente

covariantes, ou seja, devem preservar a covariância geral em todas as ordens. Abaixo são

apresentados dois esquemas regulares os quais permitem avaliar a ação efetiva em uma

forma manifestamente covariante.

4.2.1 Técnica de Schwinger-DeWitt

Segundo a técnica de Schwinger-DeWitt, o heat kernel pode ser apresentado na forma da

famosa expansão assimptótica de Minakshisundaram-Pleijel3 [42]

ÛĤ(x, x
′ ; s) = Û0(x, x

′ ; s)
∞∑
k=0

(is)k âk(x, x
′) . (4.12)

Esta expansão é puramente local e não depende de fato da estrutura global da varie-

dade. Seus coeficientes âk(x, x
′) são conhecidos como coeficientes de Hadamard-Minakshisundaram-

DeWitt-Seeley (HMDS). Tais objetos correspondem a quantidades locais e podem ser

constrúıdos a partir do conhecimento do operador Ĥ. Podemos apresentar o operador

3Também conhecida por expansão de Schwinger-DeWitt pelos f́ısicos.
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Û0(x, x
′ ; s) como4

Û0(x, x
′ ; s) = i

D1/2(x, x′)

(4πi s)ω
exp

{iσ(x, x′)
2s

− im2s
}
, (4.13)

onde σ(x, x′) é o intervalo geodésico [156] entre os pontos x e x′ definido por

σ(x, x′) :=
1

2
∇µσ∇µσ, (4.14)

sendo ∇µσ um vetor tangente à geodésica e cuja norma é igual a distância entre os pontos

x e x′. Adicionalmente,

D(x, x′) := det (−∇ν′∇µσ) (4.15)

é o determinante de van Vleck-Morette [157, 158].

Pode-se mostrar [20] que o ansatz (4.12) satisfaz a condição inicial (4.11).

Em TQC, o operador Ĥ é tipicamente um operador diferencial eĺıptico de segunda

ordem X̂ atuando em um espaço linear dos campos ϕa, o qual pode ser, em geral, escrito

como 5 [40]

X̂ = △+
(
P̂ − 1̂

6
R
)
, (4.16)

onde

△ := 1̂gµνD̂µD̂ν , (4.17)

sendo △ o operador de Laplace-Beltrame (ou laplaciano) e D̂µ := ∇µ + ĥµ a derivada

covariante generalizada (com respeito a uma conexão arbitrária), relacionada ao comutador

[D̂µ, D̂ν ]ϕ
a = Ŝµν ϕ

a. (4.18)

Das Eqs.(4.16)-(4.17), temos

X̂ = 1̂gµν(∇µ + ĥµ)(∇ν + ĥν) +
(
P̂ − 1̂

6
R
)

= 1̂�+ 2ĥµ∇µ + Π̂, (4.19)

4Devido à regularização dimensional, é conveniente apresentar esta expressão em termos do parâmetro

ω, onde n = 2ω, sendo n a dimensão da correspondente variedade.
5A presença do termo R (escalar de curvatura) no operador (4.16) está relacionada a estudos de modelos

conformes em quatro dimensões [45].
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onde

� = gµν∇µ∇ν ,

ĥµ = gµν ĥν ,

Π̂ = P̂ − 1̂

6
R + ĥµĥ

µ +∇µĥ
µ. (4.20)

Dos resultados acima, podemos construir os seguintes operadores

P̂ := Π̂ +
1̂

6
R−∇µĥ

µ − ĥµĥ
µ ,

Ŝµν := 1̂[∇ν ,∇µ] +∇ν ĥµ −∇µĥν + ĥν ĥµ − ĥµĥν . (4.21)

Os coeficientes do operador (4.19) contém três campos externos independentes: a

métrica gµν , a conexão em ∇µ e a matriz P̂ . Tais quantidades definem três curvaturas

independentes

Rµν , Ŝµν , P̂ , (4.22)

para as quais usaremos a notação coletiva ℜ.

Conforme a Eq.(4.12), o heat kernel é expresso em termos de uma série infinita nos

coeficientes HMDS. Assim, substituindo tal expressão na Eq.(4.10) e resolvendo-a recurs-

sivamente, encontra-se os limites de coincidência para os primeiros coeficientes HMDS

[
â0
]∣∣

x→x′ = 1̂ ,[
â1
]∣∣

x→x′ = P̂ ,[
â2
]∣∣

x→x′ =
1̂

180
(R2

µναβ −R2
µν +�R) +

1

2
P̂ 2 +

1

6
(�P̂ ) +

1

12
Ŝ2
µν , (4.23)

os quais forão obtidos originalmente por DeWitt [20− 22]. O coeficiente
[
â3
]∣∣

x→x′ foi

calculado por Gilkey [43], e o próximo coeficiente,
[
â4
]∣∣

x→x′ , foi obtido pela primeira vez

para o caso geral por Avramidi em [36].

Finalmente, a ação efetiva (4.8) pode ser apresentada na forma

Γ̄(1) =
1

2(4πi)ω

∞∫
0

ds

sω+1
exp (−ism2)

∞∑
k=0

(is)k Ak , (4.24)

onde os coeficientes Ak são definidos em termos dos coeficientes HMDS através da ex-

pressão

Ak := sTr âk = ϱ

∫
M

d vol (x) tr
[
âk
]∣∣

x→x′ . (4.25)
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Reescrevendo a expressão (4.24) na forma

Γ̄(1) =
i

2(4π)ω

∞∑
k=0

Ak

∞∫
0

ds (is)(k−ω−1) exp (−ism2) , (4.26)

pode-se ver facilmente que, em 2ω dimensões, os únicos termos no somatório que podem ser

divergentes correspondem aqueles para os quais k ≤ ω. Em particular, no caso fisicamente

interessante 2ω = 4, somente os coeficientes HMDS A0, A1 e A2 divergem [40]. Neste caso,

o coeficiente A0 define as divergências quárticas, o coeficiente A1 define as divergências

quadráticas e o coeficiente A2 define as divergências logaŕıtmicas ultravioletas.

O comportamento do heat kernel para pequenos valores de s corresponde ao limite

ultravioleta da TQC. Isto pode ser informalmente justificado por notando que s tem di-

mensão de x2, e portanto pequenos valores de s corresponde a pequenas distâncias. Efeitos

da TQC em pequenas distâncias, isto é, efeitos locais, inclui o fenômeno da polarização de

vácuo. Por outro lado, grandes valores de s corresponde ao limite infravermelho, o qual é

relacionado ao efeito de criação de part́ıculas.

Como vemos, para se obter o limite infravermelho da TQC e, portanto, poder estudar

outros efeitos de natureza não-local, necessitamos de uma outra representação para o heat

kernel que seja válida uniformemente para todos os valores do parâmetro s.

4.2.2 Teoria de perturbação covariante

Um tal método, proposto por Vilkovisky em [44] e denominado teoria de perturbação

covariante, foi sistematicamente desenvolvido em uma série de trabalhos [45− 49] com

Barvinsky e colaboradores. Esta técnica baseia-se na expansão covariante do heat kernel

em potências das curvaturas (4.22). A proposta da teoria de perturbação covariante é

obter todas as quantidades de interesse na forma de uma expansão covariante válida com

precisãoO(ℜn), significando que as expressões derivadas contém termos até a ordem (n−1)

nas curvaturas (4.22) explicitamente. Seguindo a referência [45], a ação efetiva a 1-loop

até ordem quadrática nas curvaturas pode ser apresentada como6

Γ̄(1) = ϱ
1

2(4πi)ω

∫
M

d vol (x)

∞∫
0

ds

sω+1
exp (−ism2) tr

(
1̂ + sP̂ + s2

[
1̂Rµνf1(τ)R

µν

+ 1̂Rf2(τ)R + P̂ f3(τ)R + P̂ f4(τ)P̂ + Ŝµνf5(τ)Ŝ
µν
]
+O(ℜ3)

)
, (4.27)

6Resultados sobre a teoria de perturbação covariante em ordens superiores nas curvaturas ℜ podem

ser encontrados em [47].
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sendo fi funções anaĺıticas (fatores de forma)7 da quantidade adimencional

τ = −s �, (4.28)

os quais podem ser expressos em termos do fator de forma básico

f(τ) =

∫ 1

0

dα exp[α(α− 1)τ ]. (4.29)

A forma explicita deste conjunto de fatores de forma é

f1(τ) =
f(τ)− 1 + τ/6

τ 2
, f2(τ) =

f(τ)

288
+
f(τ)− 1

24τ
− f(τ)− 1 + τ/6

8τ 2
,

f3(τ) =
f(τ)

12
+
f(τ)− 1

2τ
, f4(τ) =

f(τ)

2
, f5(τ) =

1− f(τ)

2τ
. (4.30)

Vale salientar que a sexta posśıvel estrutura Rµναβf(τ)R
µναβ não aparece em teoria de

perturbação covariante. Ela é automaticamente eliminada via identidades de Bianchi [45].

A expansão apresentada em (4.27) corresponde a uma soma parcial da série local de

Schwinger-DeWitt em somando todos os termos em uma dada ordem nas curvaturas ℜ.

Embora esta técnica ainda corresponda a uma expansão do sTr ÛĤ(s) em potências da

curvatura, nela seus coeficientes são quantidades não-locais (fatores de forma não-locais).

Como pode ser visto em [45], podemos recuperar a original expansão local de Schwinger-

DeWitt a partir da expressão (4.27) ao expandir os fatores de forma fi(τ) em pequenos

valores do parâmetro τ .

Ao contrário da expansão de Schwinger-DeWitt, a expansão (4.27) é válida para qual-

quer valor do tempo próprio s. Em geral, como é mostrado em [45], o comportamento

para grandes valores de s do traço funcional sTr ÛĤ(s) pode ser apresentado como

sTr ÛĤ(s) ∝ s1−ω, s→ ∞, ℜ ̸= 0, (4.31)

para todas as ordens em curvatura, exceto o termo de ordem zero. Esta propriedade

garante a convergência das integrais em TQC no limite superior em dimensões do espaço-

tempo 2ω > 2.

Posteriormente, no Caṕıtulo (5), faremos uso dos resultados acima apresentados a fim

de obtermos os fatores de forma juntamente das funções β associadas ao modelo de Yukawa

em uma teoria com férmions massivos.

7O surgimento de fatores de forma não-locais na representação de espaço dos momentos da ação efetiva

tem sua origem no artigo clássico de Schwinger [31].
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Caṕıtulo 5

Universalidade e ambiguidades em

ações efetivas fermiônicas

Resumo1

Neste caṕıtulo discutimos uma ambiguidade na ação efetiva a 1-loop de campos massivos

que toma lugar em teorias fermiônicas massivas. A universalidade das divergências loga-

ritmicas ultravioletas em diferentes dimensões do espaço-tempo leva à não-universalidade

da parte finita da ação efetiva, a qual pode ser chamada por anomalia multiplicativa não-

local. Os critérios gerais para a existência deste fenômeno são formulados e aplicados para

operadores com diferentes campos externos.

1O conteúdo deste caṕıtulo se refere às seguintes publicações:

Berredo-Peixoto, G.; Pereira, D. D. & Shapiro, I. L.: Phys. Rev. D 85, 064025 (2012).

Pereira, D. D.: Proceedings of Science 2012 (023). Dispońıvel em: http://pos.sissa.it/
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5.1 Introdução

Os cálculos a 1-loop têm um papel proeminente em TQC e em muitas de suas aplicações.

No método de campo de fundo, as contribuições a 1-loop podem ser sempre reduzidas a de-

rivação de ln sDet Ĥ, como pode ser visto da Eq. (3.42), onde Ĥ é tipicamente uma forma

bilinear da ação clássica com respeito aos campos de fundo [23]. O operador Ĥ usualmente

depende do campo de fundo. Como um resultado, a operação de tomar o determinante

funcional de um tal operador é matematicamente não-trivial devido a dimensão infinita da

correspondente representação matricial deste operador. Em particular, relações tais como

as Eqs. (2), as quais são certamente válidas para matrizes de dimensão finita, podem

não ser verificadas dentro do arcabouço da TQC. Assim, é de grande interesse analisar o

comportamento de tais relações quando aplicadas aos operadores da TQC, e verificar em

quais condições esta igualdade possa ou não ser violada, dando origem ao fenômeno da

anomalia multiplicativa em TQC.

Consideráveis esforços têm sido feitos com o objetivo de mostrar que uma tal situação

possa tomar lugar em TQC [82− 88]. Entretanto, em muitos trabalhos [89, 90], foi mos-

trado que esta violação está relacionada às ambiguidades no processo de renormalização.

Em particular, este fenômeno pode acontecer quando os determinantes funcionais dos ope-

radores são definidos por meio da assim chamada função ζ generalizada [91], porque este

método oculta as divergências e fornece o resultado regularizado e renormalizado automa-

ticamente. Então a dependência no parâmetro µ deve ser implementada artificialmente, e

isto abre o caminho para a anomalia multiplicativa.

As ambiguidades mais bem conhecidas em TQC correspondem à dependência no ponto

de renormalização (por exemplo, sobre o parâmetro µ no esquema de renormalização de

subtrações mı́nimas) e à dependência de fixação de calibre em teorias de calibre. Usu-

almente, esta última pode ser eliminada on-shell, mas este procedimento pode ser não-

trivial, especialmente além da aproximação de 1-loop. Além do mais, o resultado depende

fortemente do esquema de renormalização. Por exemplo, as funções β do grupo de renor-

malização em teorias massivas são diferentes quando calculadas através do esquema de

subtrações mı́nimo simplificado (MS), ou via esquema de subtração de momentos. Em

baixas energias, o uso deste último método permite observar o fenômeno de desacopla-

mento, o qual, em eletrodinâmica quântica, é conhecido como teorema de Appelquist e

Carazzone [159]. De modo geral, podem existir outras ambiguidades nas contribuições
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quânticas, incluindo aquelas que serão discutidas a seguir.

Existe um fato curioso sobre as divergências logaŕıtmicas ultravioletas em TQC o qual

será importante para nossa consideração. Na verdade, as divergências logaritmicas definem

a parte mais estável e universal das correções quânticas. Por exemplo, tais divergências

estão ligadas ao limite ultravioleta das funções β, o qual não depende do esquema de

renormalização. Como vimos, as correções quânticas a 1-loop são dadas pela Eq.(3.42).

Muitas manipulações com tais expressões são justificadas para a parte ultravioleta, as quais

são relacionadas às divergências logaritmicas, mas elas podem não valer por completo para

a parte finita da ação efetiva. A razão para esta caracteristica especial das divergências

ultravioletas pode ser entendida como segue. Tais divergências estão relacionadas ao

comportamento logaritmico da ação efetiva, e portanto são sempre relacionadas aos fatores

de forma logaritmicos, os quais não dependem da massa do campo [160]. Por outro

lado, os contratermos necessários para remover tais divergências são locais, logo pode-se

completamente controlar a estrutura algébrica das divergências ultravioletas olhando na

forma de termos locais na ação clássica da teoria. Ao mesmo tempo, os termos restantes são

tipicamente não-locais e têm, na teoria quântica de campos massivos, uma estrutura muito

mais complicada. Por esta razão, podemos esperar que tais termos são essencialmente

muito mais ambiguos também.

Recentemente foi obtido um primeiro exemplo na eletrodinâmica quântica [92, 93] onde

o cálculo do determinante funcional para o correspondente operador pode ser apresentado

como uma expressão não-local e, portanto, não pode ser explicado em termos de ambigui-

dades relacionadas ao processo de renormalização.

É interessante notar que até o atual estágio de nosso conhecimento, depois de Sa-

lam [160], a universalidade das divergências ultravioletas não foram mais explorados no

ńıvel formal. Mostraremos que a universalidade das divergências ultravioletas está dire-

tamente relacionada à não-universalidade das contribuições finitas em teorias massivas.

Este fenômeno pode ser observado em determinantes funcionais de operadores fermiônicos

o qual denominaremos por anomalia multiplicativa não-local [161, 162]. No que segue,

discutiremos este fenômeno para um determinante fermiônico geral e também considera-

mos em detalhes o caso de um férmion de Dirac acoplado a um campo escalar externo via

interação de Yukawa. Por último, realizamos uma análise qualitativa sobre a anomalia

multiplicativa não-local e sua relação com os coeficientes HMDS.
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5.2 Considerações gerais

Considere a ação efetiva a 1-loop para um férmion de Dirac acoplado a um campo externo

Θ̂ sobre um espaço-tempo curvo. Segundo a Eq.(3.41), temos

exp (iΓ̄(1)) =

∫
M

D[ψ]D[ψ̄] exp (iSf ) , (5.1)

onde a ação fermiônica Sf é definida como

Sf =

∫
M

d vol (x) ψ̄Ĥψ , (5.2)

e o operador Ĥ tem a forma

Ĥ = i (γµ∇µ − im1̂− iΘ̂) . (5.3)

Na expressão acima, 1̂ corresponde à matriz identidade no espaço dos correspondentes

campos quânticos, ao passo que Θ̂ representa uma notação condensada para um conjunto

genérico de campos externos. Por exemplo, podemos considerar

Θ̂ = hφ1̂ + h∗γ5χ+ eγµAµ + ηγ5γµSµ − µB

2
σµνF

µν + ... , (5.4)

onde h e h∗ são constantes de acoplamento de Yukawa correspondentes a campos escalar

e escalar axial, respectivamente, e é a carga elétrica, η é o acoplamento não-mı́nimo do

vetor axial relacionado à torsão, µB é o momento magnético anômalo do elétron, etc. Para

mais informações sobre a estrutura geral do operador Θ̂, veja o trabalho [163] (bem como

as referências nele contidas), o qual foi considerado no ramo de teorias com quebra de

simetria CPT/Lorentz.

Para campos complexos, a expressão (3.42) assume a forma

Γ̄(1) = − i ln sDet Ĥ . (5.5)

Nosso objetivo é avaliar a expressão acima através da técnica de Schwinger-DeWitt.

Para isso, devemos reduzir o problema a derivação de ln sDet X̂ , onde o operador X̂

possa ser apresentado segundo a Eq.(4.19). De modo a implementar tal redução, deve-se

multiplicar o operador Ĥ por um dado operador Ĥ∗

X̂ = Ĥ · Ĥ∗, (5.6)

e usar a relação [164]

ln sDet Ĥ = ln sDet X̂ − ln sDet Ĥ∗ . (5.7)
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Na verdade, existem diferentes maneiras de se escolher o operador Ĥ∗. A escolha mais

simples é

Ĥ∗
1 ≡ Ĥ = i(γµ∇µ − im1̂− iΘ̂), (5.8)

logo

ln sDet Ĥ =
1

2
ln sDet

(
ĤĤ∗

1

)
. (5.9)

Uma escolha alternativa para este operador é

Ĥ∗
2 = i

(
γµ∇µ − im1̂

)
. (5.10)

Este operador não depende do campo Θ̂ e, portanto,

ln sDet Ĥ
∣∣∣
Θ̂

= ln sDet
(
ĤĤ∗

2

)∣∣∣
Θ̂
, (5.11)

onde o ı́ndice Θ̂ significa que somente a parte dependente deste campo é considerada.

Dos resultados acima, é facil notar que se as relações (2) são válidas para determinantes

funcionais fermiônicos, devemos ter

1

2
ln sDet

(
ĤĤ∗

1

)∣∣∣
Θ̂

= ln sDet
(
ĤĤ∗

2

)∣∣∣
Θ̂
. (5.12)

Como veremos, na realidade a relação (5.12) é satisfeita para as divergências logarit-

micas ultravioletas, mas não é valida para as divergências tipo potências, bem como para

a parte finita não-local das duas ações efetivas.

5.2.1 Coeficiente A1

Considere a teoria associada ao operador fermiônico geral (5.3). Estamos interessados em

obter o primeiro coeficiente não-trivial HMDS e avaliar a validade da expressão (5.12).

Para isso, faremos uso dos operadores (5.8) e (5.10). Denotaremos por A
(1)
1 o coeficiente

obtido a partir do primeiro esquema de cálculo (relacionado ao operador Ĥ∗
1), ao passo

que o coeficiente A
(2)
1 corresponde ao segundo esquema de cálculo, no qual emprega-se o

operador Ĥ∗
2.

Desta forma, fazendo uso das Eqs.(4.23) e (4.25), encontramos

A
(1)
1 (n, Θ̂)

∣∣∣
Θ

=
1

2

∫
M

d vol (x)
{
2(n− 1)m tr (Θ̂) +

(n− 2)

2
tr (Θ̂Θ̂) +

1

2
tr (Θ̂γµΘ̂γµ)

}
,

A
(2)
1 (n, Θ̂)

∣∣∣
Θ

=
1

2

∫
M

d vol (x)
{
2(n− 1)m tr (Θ̂) + i tr (∇µΘ̂γ

µ) +
1

2
tr (Θ̂γµΘ̂γµ)

}
.

(5.13)
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A diferença entre estas duas expressões pode ser apresentada como

A
(1)
1 (n, Θ̂)

∣∣∣
Θ
− A

(2)
1 (n, Θ̂)

∣∣∣
Θ

=
1

4

∫
M

d vol (x)∆1(n, Θ̂), (5.14)

onde

∆1(n, Θ̂) :=
{
(n− 2) tr (Θ̂Θ̂)− 2i tr (∇µΘ̂γ

µ)
}
. (5.15)

Podemos ver que tal diferença consiste de dois termos. O primeiro termo é proporcional a

(n−2). Conforme discutido na seção (4.2), em n = 2 o coeficiente A1 define as divergências

logaritmicas ultravioletas. Portanto, nesta particular dimensão tais divergências não são

dependentes do esquema de cálculo. Por outro lado, devido ao fator (n − 2), tal termo

não se anula em n ̸= 2 e, assim, as divergências quadráticas em (n = 4) (definidas através

do coeficiente A1) são dependentes do esquema de cálculo. O outro termo em (5.15) é um

termo de superf́ıcie, o qual é também relevante, mas por razões diferentes. Inicialmente

vale salientar que esta forma de ambiguidade não é relacionada à massa do campo quântico

e, portanto, tem origem absolutamente diferente comparada ao primeiro termo. Conforme

discutido anteriormente na literatura sobre anomalia conforme [165− 167], a derivada total

nos contratermos, em teorias não-massivas classicalmente conformes, contribui para termos

locais na ação efetiva induzida por anomalia. Como uma consequência, tais termos locais

têm um grau de ambiguidade muito maior do que os termos não-locais na ação efetiva

induzida por anomalia os quais podem ser classificados em uma maneira regular [168].

Resumindo, a diferença (5.15) inclui dois termos de origem diferente os quais representam

duas formas distintas de ambiguidades em TQC, e portanto não podem se cancelar.

Embora seja tecnicamente posśıvel realizar uma análise da ação efetiva através dos

coeficientes HMDS em ordem superiores, tais expressões nos levam a resultados muito

complicados. Por esta razão, é interessante analisar primeiro alguns casos particulares da

expressão (5.4) mesmo a ńıvel de A1.

• Modelo de Yukawa

Para o modelo de Yukawa, o operador Θ̂ assume a forma Θ̂ = hϕ1̂. Deste modo,

substituindo esta expressão na Eq.(5.15), encontramos

∆1 = n(n− 2)h2ϕ2 − 2ih∇µϕ tr (γ
µ) = n(n− 2)h2ϕ2 , (5.16)

mostrando que somente as divergências logaritmicas UV são universais (independentes do

esquema de cálculo).
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• Eletrodinâmica Quântica

No caso da eletrodinâmica quântica, o operador Θ̂ é dado por Θ̂ = eAµγ
µ. Assim,

temos

∆1 = (n− 2)eAµA
µ − 2i∇µA

µ . (5.17)

Temos, neste caso, as duas formas de ambiguidades mencionadas acima. O resultado

acima está de acordo com a recente publicação [92].

• Momento magnético anômalo

Para o operador Θ̂ associado ao momento magnético anômalo, ou seja, Θ̂ = −µB

2
σµνF

µν ,

obtemos

∆1 = (n− 2)
µB

2

4
F µνFαβ tr [σµνσ

αβ] + iµB∇µF
αβ tr

[
σαβγ

µ ]

= n(n− 2)
µB

2

2
F µνFµν . (5.18)

O resultado acima é qualitativamente similar ao obtido para o modelo de Yukawa.

• Torção

Finalmente, considere o operador Θ̂ associado a torção absolutamente anti-simétrica

Θ̂ = ηγ5γµSµ. Como a matriz γ5 é definida somente em n = 4, consideramos somente esta

dimensão particular. Neste caso, temos

∆1 = 2η2SµSν tr
[
γ5γµγ5γν

]
− 2iη(∇µSν) tr

[
γ5γνγµ

]
= −8 η2SµS

µ . (5.19)

Conforme já discutido, em n = 4 o coeficiente A1 define as divergências quadráticas.

Assim, é fácil ver do resultado acima que tal forma de divergência é ambigua em n = 4.

5.3 Teoria de Yukawa

5.3.1 Coeficiente A2

Vamos agora explorar a estrutura das divergências logaritmicas ultravioletas em n = 4

associadas à teoria de Yukawa. Para isto, devemos derivar o coeficiente A2. Analogamente

a seção anterior, realizaremos tal objetivo através dos dois esquemas de cálculo relacionados

aos operadores Ĥ∗
1 e Ĥ∗

2.
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Fazendo uso do operador Ĥ∗
1, encontramos os seguintes operadores associados ao pri-

meiro esquema de cálculo

P̂ (1) =
{
(n− 1)m2 − 1

12
R +

1

2
(n− 1)h2ϕ2 + (n− 1)mhϕ

}
1̂ ,

Ŝµν
(1) = −1

4
γαγβRαβµν + 2ihγ[ν∇µ]ϕ+ 2(m+ hϕ)2γ[µγν], (5.20)

ao passo que os operadores

P̂ (2) =
{
(n− 1)m2 − 1

12
R +

n

4
h2ϕ2 + (n− 1)mhϕ

}
1̂ +

i

2
hγµ∇µϕ ,

Ŝµν
(2) = −1

4
γαγβRαβµν + ihγ[ν∇µ]ϕ+

1

2
(2m+ hϕ)2γ[µγν] (5.21)

foram obtidos através do segundo esquema de cálculo (associado ao operador Ĥ∗
2).

Deste modo, encontramos, a partir das Eqs.(4.23) e (4.25)2

A
(k)
2 (n, ϕ)

∣∣∣
ϕ
=

∫
M

d vol (x)
{
C

(k)
0 + C

(k)
1 ϕ+ C

(k)
2 ϕ2 + C

(k)
3 ϕ3 + C

(k)
4 ϕ4

}
, k = 1, 2,(5.22)

onde

C
(1)
0 :=

nh2

12
(n− 1)(∇ϕ)2 − nmh

6
�ϕ , C

(2)
0 :=

nh2

24
(n− 2)(∇ϕ)2 − nmh

6
�ϕ ,

C
(1)
1 :=

nmh

12
(3− n)R +

nm3h

3
(n− 3)(n− 1) +

nh2

6
(n− 1)�ϕ ,

C
(2)
1 :=

nmh

12
(3− n)R +

nm3h

3
(n− 3)(n− 1) +

n2h2

12
�ϕ ,

C
(1)
2 :=

nh2

24
(3− n)R +

nm2h2

6
(9− 4n+ 2n2) ,

C
(2)
2 :=

nh2

48
(2− n)R +

nm2h2

4
(n− 2)(n− 1) ,

C
(1)
3 :=

nmh3

3
(n− 3)(n− 1) , C

(2)
3 :=

nmh3

12
(n− 1) ,

C
(1)
4 :=

nh4

12
(n− 3)(n− 1) , C

(2)
4 :=

n2h4

96
(n+ 2). (5.23)

A diferença A
(1)
2 (n, ϕ)

∣∣∣
ϕ
− A

(2)
2 (n, ϕ)

∣∣∣
ϕ
pode ser escrita na forma

A
(1)
2 (n, ϕ)

∣∣∣
ϕ

− A
(2)
2 (n, ϕ)

∣∣∣
ϕ
=

∫
M

d vol (x)
{1

4

[
m2h2ϕ2 +mh3ϕ3 +

7

24
h4ϕ4

]
(n− 4)3

+
1

4

[
7m2h2ϕ2 − 1

12
Rh2ϕ2 − 1

6
(∇ϕ)2h2 + 7mh3ϕ3 +

25

12
h4ϕ4

]
(n− 4)2

+
[
3m2h2ϕ2 − 1

12
Rh2ϕ2 − 1

6
(∇ϕ)2h2 + 3mh3ϕ3 +

11

12
h4ϕ4

]
(n− 4)

+
1

3
h2�ϕ2

}
. (5.24)

2Como estamos interessados nos efeitos devidos aos campos de matéria, não consideramos em nossa

análise o setor gravitacional da correspondente teoria.
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É fácil ver que, assim como na expressão (5.15), tal diferença consiste de duas formas de

termos. Todos os termos da expressão acima, exceto o último, anulam-se em n = 4. Este

aspecto está em perfeito acordo com o fato das divergências logaritmicas ultravioletas em

n = 4 (definidas a partir do coeficiente A2) serem universais. Por outro lado, o último

termo na Eq.(5.24) tem origem absolutamente diferente. Ele mostra a não-universalidade

dos termos de superf́ıcie nas divergências logaritmicas ultravioletas. Conforme mostrado

em [167], a ambiguidade no termo �ϕ2 nas divergências a 1-loop leva, no caso não-massivo,

a uma ambiguidade no correspondente termo na anomalia do traço e, finalmente, resulta

no termo ambiguo Rϕ2 na ação efetiva induzida por anomalia.

5.3.2 Fatores de forma e funções β

Neste trabalho estamos principalmente interessados nas correções quânticas a 1-loop asso-

ciadas aos campos de matéria3. Assim, é suficiente calcularmos as integrais envolvendo as

funções f3, f4 e f5 em (4.27). Deste modo, substituindo as Eqs.(5.20) e (5.21) na Eq.(4.27),

e usando as notações,

t = sm2, u =
τ

t
= − �

m2
, Y = 1− 1

a
ln

(
2 + a

2− a

)
, a2 =

4�
�− 4m2

, (5.25)

bem como os resultados conhecidos para as integrais [169],4(
m2

4πµ2

)ω−2 ∫ ∞

0

dt e−t f(tu)

tωu
=

[(
1

12
− 1

a2

)(
1

ε
+ 1

)
− 4Y

3a2
+

1

18

]
+O(2− ω),(

m2

4πµ2

)ω−2 ∫ ∞

0

dt e−t 1

tωu
=

[
a2 − 4

4a2

(
1

ε
+ 1

)]
+O(2− ω),(

m2

4πµ2

)ω−2 ∫ ∞

0

dt e−t t1−ωf(tu) =

(
1

ε
+ 2Y

)
+O(2− ω), (5.26)

onde

1

ε
:=

1

2− ω
+ ln

(
4πµ2

m2

)
, (5.27)

podemos apresentar a contribuição quântica a 1-loop para a ação efetiva associada aos

termos relevantes ∇µϕ∇µϕ, Rϕ2 e ϕ2ϕ2 de modo geral como{
Γ̄(1)

}(1,2)
=

1

2

∫
M

d vol (x)
{
∇µϕ k

(1,2)
kin (a)∇µϕ+ ϕ2 k

(1,2)

Rϕ2 (a)R + ϕ2 k
(1,2)

ϕ2ϕ2(a)ϕ
2
}
, (5.28)

3Para mais detalhes sobre a derivação das correções quânticas associadas ao setor gravitacional, veja

[169− 171].
4Tais integrais estão avaliadas em quatro dimensões. Portanto, nesta seção, nossa análise se restringe

ao caso quadri-dimensional.

67



onde

k
(1)

Rϕ2(a) = − h2

9(4π)2 a2
(−14a2 + 45Y a2 − 168Y ) ,

k
(1)

ϕ2 ϕ2(a) =
2h4

3(4π)2 a2
(−8a2 + 27Y a2 − 96Y ) ,

k
(1)
kin(a) = − 2h2

3(4π)2 a2
(a2 + 12Y ) , (5.29)

correspondem aos fatores de forma obtidos a partir do primeiro esquema de cálculo (através

do operador Ĥ∗
1), ao passo que

k
(2)

Rϕ2(a) = − h2

3(4π)2 a2
(−3a2 + 10Y a2 − 36Y ) ,

k
(2)

ϕ2 ϕ2(a) =
2h4

3(4π)2 a2
(6Y a2 − a2 − 12Y ) ,

k
(2)
kin(a) = − h2

3(4π)2 a2
(a2 + 3Y a2 + 12Y ) , (5.30)

representam os correspondentes fatores de forma associados ao segundo esquema de cálculo

obtidos a partir do operador Ĥ∗
2.

Vamos, agora, analisar o comportamento das expressões anteriores em função da es-

cala de energia. Em altas energias, observamos que o limite ultravioleta (a → 2) destas

expressões coincidem

k
(1,2) UV

Rϕ2 := lim
a→2

k
(1,2)

Rϕ2 (a) = − h2

6(4π)2
ln (a− 2),

k
(1,2) UV

ϕ2 ϕ2 := lim
a→2

k
(1,2)

ϕ2 ϕ2(a) =
h4

(4π)2
ln (a− 2),

k
(1,2) UV
kin := lim

a→2
k
(1,2)
kin (a) = − h2

(4π)2
ln (a− 2). (5.31)

A razão é que este limite está relacionado às divergências logaritmicas em n = 4 e, por-

tanto, são universais. Entretanto, isto não é válido para os próprios fatores de forma,

conforme pode ser observado das Eqs.(5.29) e (5.30). Por outro lado, em baixas energias,

o limite infravermelho (a → 0) para os mesmos fatores de forma apresentam resultados

68



diferentes

k
(1) IR

Rϕ2 := lim
a→0

k
(1)

Rϕ2(a) =
11h2

60(4π)2
a2 +O(a4),

k
(2) IR

Rϕ2 := lim
a→0

k
(2)

Rϕ2(a) =
23h2

180(4π)2
a2 +O(a4),

k
(1) IR

ϕ2 ϕ2 := lim
a→0

k
(1)

ϕ2 ϕ2(a) = − 7h4

10(4π)2
a2 +O(a4),

k
(2) IR

ϕ2 ϕ2 := lim
a→0

k
(2)

ϕ2 ϕ2(a) = − 7h4

30(4π)2
a2 +O(a4),

k
(1) IR
kin := lim

a→0
k
(1)
kin(a) =

h2

10(4π)2
a2 +O(a4),

k
(2) IR
kin := lim

a→0
k
(2)
kin(a) =

2h2

15(4π)2
a2 +O(a4), (5.32)

explicitando, mais uma vez, o fenômeno da anomalia multiplicativa.

Outra maneira de se observar a anomalia multiplicativa em teorias massivas é através

das funções β f́ısicas. Tais funções β para a carga efetiva C podem ser definidas no

arcabouço do esquema de renormalização de subtração de momentos como [52]

βC := lim
n→4

M
dC

dM
, (5.33)

onde a subtração das divergências é feita em p2 =M2, sendoM o ponto de renormalização.

Este resultado é diferente da função β obtida para a mesma quantidade através do esquema

de renormalização de subtrações mı́nimas, o qual é dado por

βMS
C := lim

n→4
µ
dC

dµ
. (5.34)

Vale dizer que ambas as afirmações anteriores são também válidas para as funções γ, as

quais são relacionadas à renormalização dos termos cinéticos (γkin) na teoria de campo

escalar.

Na representação de momentos, podemos reescrever a última expressão das Eqs. (5.25)

na forma

a2(p) =
4p2

p2 + 4m2
. (5.35)

Notemos que para o cálculo da função β dada pela Eq. (5.33), a derivada pdC
dp

pode

ser apresentada na forma

p
dC

dp
= p

da

dp

dC

da
=
p2

a

da2

dp2
dC

da
. (5.36)
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Assim, substituindo a Eq. (5.35) na Eq. (5.36), a derivada (5.33) pode ser expressa

em termos do parâmetro a através da expressão [92]

− p
dC

dp
= (4− a2)

a

4

dC

da
. (5.37)

Usando este procedimento, encontramos o seguinte conjunto de funções β associadas

aos fatores de forma (5.29) e (5.30)

β
(1)
ξ (a) := −p

dk
(1)

Rϕ2(a)

dp
=

h2

12(4π)2 a2

{
a2(15a2 − 56) + (228a2 − 672− 15a4)Y

}
,

β
(2)
ξ (a) := −p

dk
(2)

Rϕ2(a)

dp
=

h2

6(4π)2 a2

{
a2(5a2 − 18) + (74a2 − 216− 5a4)Y

}
,

β
(1)
λ (a) := −p

dk
(1)

ϕ2 ϕ2(a)

dp
= − h4

2(4π)2 a2

{
a2(9a2 − 32) + (132a2 − 384− 9a4)Y

}
,

β
(2)
λ (a) := −p

dk
(2)

ϕ2 ϕ2(a)

dp
= − h4

(4π)2 a2

{
a2(a2 − 2) + (10a2 − 24− a4)Y

}
,

γ
(1)
kin(a) := −pdk

(1)
kin(a)

dp
=

2h2

(4π)2 a2

{
a2 + (12− 3a2)Y

}
,

γ
(2)
kin(a) := −pdk

(2)
kin(a)

dp
=

h2

4(4π)2 a2

{
a2(a2 + 4) + (48− 8a2 − a4)Y

}
. (5.38)

Tais funções β admitem o mesmo comportamento qualitativo associado aos fatores de

forma (5.29) e (5.30), ou seja, seu limite ultravioleta é independente do esquema de cálculo

β
(1,2) UV
ξ := lim

a→2
β
(1,2)
ξ (a) =

h2

3(4π)2
,

β
(1,2) UV
λ := lim

a→2
β
(1,2)
λ (a) = − 2h4

(4π)2
,

γ
(1,2) UV
kin := lim

a→2
γ
(1,2)
kin (a) =

2h2

(4π)2
, (5.39)

ao passo que seu limite infravermelho indica, novamente, uma ambiguidade no teorema de

Appelquist e Carazzone [159]

β
(1) IR
ξ := lim

a→0
β
(1)
ξ (a) =

11h2

30(4π)2
a2 +O(a4) ,

β
(2) IR
ξ := lim

a→0
β
(2)
ξ (a) =

23h2

90(4π)2
a2 +O(a4) ,

β
(1) IR
λ := lim

a→0
β
(1)
λ (a) = − 7h4

5(4π)2
a2 +O(a4) ,

β
(2) IR
λ := lim

a→0
β
(2)
λ (a) = − 7h4

15(4π)2
a2 +O(a4) ,

γ
(1) IR
kin := lim

a→0
γ
(1)
kin(a) =

h2

5(4π)2
a2 +O(a4) ,

γ
(2) IR
kin := lim

a→0
γ
(2)
kin(a) =

4h2

15(4π)2
a2 +O(a4) . (5.40)
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Vemos que em todos os casos o desacoplamento nas Eqs.(5.40) é quadrático, de acordo

com o teorema de Appelquist e Carazzone. Contudo, estes resultados estão associados a

coeficientes diferentes, os quais são dependentes do esquema de cálculo empregado.

5.4 Sobre a origem da anomalia multiplicativa

Como podemos entender o surgimento da anomalia multiplicativa em TQC? Dito de outro

modo, como podemos entender a diferença obtida em nossos cálculos por meio de nossa

análise baseada nos operadores Ĥ∗
1 e Ĥ∗

2? Vamos notar que a operação de introduzir o

operador Ĥ∗, através da Eq.(5.6), pode ser vista de diferentes maneiras.

Primeiramente, devemos lembrar que os limites de coincidência [âk]
∣∣
x→x′ dos coefi-

cientes HMDS permitem analisar a renormalização da ação efetiva em uma dada di-

mensão do espaço-tempo para numerosos modelos de TQC. Por exemplo, no espaço 2-

dimensional o limite de coincidência [â1]
∣∣
x→x′ define as divergências logaritmicas. No

espaço 4-dimensional, [â2]
∣∣
x→x′ define as divergências logaritmicas, enquanto [â1]

∣∣
x→x′ está

associado às divergências quadráticas. No espaço 6-dimensional, [â3]
∣∣
x→x′ define as di-

vergências logaritmicas, [â2]
∣∣
x→x′ determina as divergências quadráticas e [â1]

∣∣
x→x′ define

as divergências quárticas. De modo geral, [âk]
∣∣
x→x′ define as divergências logaritmicas em

2k dimensões.

Como vemos da Eq.(4.12), o heat kernel ÛĤ pode ser escrito como uma série as-

simptótica nos coeficientes HMDS âk. Uma importante observação é que as expressões

gerais para os coeficientes âk não dependem da dimensão do espaço-tempo. Entretanto,

seu traço funcional Ak depende da dimensão n [172, 173]. Como uma consequência, a ação

efetiva (4.24) também dependerá da dimensão n. Como já discutido anteriormente, as di-

vergências logaritmicas ultravioleta são universias e independentes do esquema de cálculo.

Desta forma, os limites de coincidência [âk]
∣∣
x→x′ serão universais em 2k dimensões, e não-

universias em qualquer outra dimensão diferente de 2k. É fácil entender o significado

desta última afirmação. A parte finita da ação efetiva (4.24) em 2ω dimensões é dada

por uma soma de todos os coeficientes Ak com k > ω. Como tais coeficientes são depen-

dentes do esquema de cálculo em 2ω dimensões, a parte finita da ação efetiva, bem como

as divergências tipo-potências, serão não-universais nesta particular dimensão [164]. Na

verdade, esta diferença é exatamente o que observamos ao calcular os coeficientes HMDS,

os fatores de forma e as funções β através dos dois esquemas de cálculo definidos a partir
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dos operadores Ĥ∗
1 e Ĥ∗

2.

Outra posśıvel forma de entender tal diferença em nossos resultados pode ser vista a

partir da relação (5.7). Como exemplo, considere a teoria da eletrodinâmica quântica,

na qual o operador Θ̂ assume a forma Θ̂ = eAµγ
µ. Para o segundo esquema de cálculo,

baseado no operador Ĥ∗
2, temos

ln sDet Ĥ · Ĥ∗
2 = ln sDet Ĥ + ln sDet Ĥ∗

2 . (5.41)

Os dois termos do lado direito desta equação são invariantes de calibre por razões óbvias.

O primeiro termo é resultado de uma integração funcional invariante de calibre, ao passo

que o segundo termo não se transforma sob tal transformação, simplesmente por não

depender do potencial eletromagnético Aµ. Por outro lado, o termo do lado esquerdo

desta equação não é invariante de calibre. Assim, a violação desta simetria na relação

acima está diretamente relacionada à violação das identidades (2).

Vale a pena mencionar que os fatores de forma, bem como as funções β obtidos, corres-

pondem a quantidades não-locais. Logo, é fácil ver que esta ambiguidade na ação efetiva

não pode ser associada à ambiguidades relacionadas ao processo de renormalização, onde

os contratermos necessários para cancelar as divergências constituem expressões locais se-

gundo o teorema de Weinberg [94, 95]. Deste modo, temos encontrado uma nova forma

de ambiguidade na ação efetiva, denominada anomalia multiplicativa não-local, a qual é

independente do esquema de renormalização.5

5Outra possibilidade é considerar alguma versão não-usual de TQC, por exemplo, na presença de um

potencial qúımico. Neste caso, pode-se observar a anomalia multiplicativa no setor local da teoria, a qual

depende deste parâmetro, e não necessariamente se reduz à dependência do parâmetro µ. Para mais

informações, veja [174, 175].
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Caṕıtulo 6

Correções quânticas a 1-loop para

gravitação massiva

Resumo1

No presente caṕıtulo as divergências a 1-loop são calculadas para um recente modelo pro-

posto de gravitação massiva livre de fantasmas, onde a ação depende tanto da métrica

quanto do campo tensorial externo f . A estrutura não polinomial do termo massivo é

reduzida a uma forma padrão por meio do campo tensorial auxiliar, o qual é determinado

on-shell depois que os cálculos quânticos são realizados. Como deve-se esperar, os contra-

termos não reproduzem a forma da ação clássica. Além do mais, o resultado tem a forma

de uma série de potências em f .

1O conteúdo deste caṕıtulo se refere à seguinte publicação:

Buchbinder, I. L.; Pereira, D. D. & Shapiro, I. L.: Phys. Lett. B 712, 104 - 108 (2012).
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6.1 Introdução

É bem sabido que a relatividade geral é a teoria dinâmica não-linear do campo tensorial

simétrico gµν no espaço-tempo curvo [5, 130]. Na aproximação linear, esta teoria descreve a

propagação de part́ıculas não-massivas com representação de spin 2 do grupo de Poincaré.

A teoria dinâmica de part́ıculas massivas com representação de spin 2 do grupo de Poincaré

foi constrúıda por Fierz e Pauli [96] em termos de um campo tensorial de segundo rank

no espaço-tempo de Minkowski. Assim, é natural pensar que deveria existir uma teoria

dinâmica não-linear em termos de um campo tensorial simétrico de segundo rank cujo

limite linear corresponde à teoria de Fierz-Pauli. Entretanto, durante muito tempo tal

teoria não tem sido construida.

Uma maneira evidente de se encontrar uma generalização não-linear para a teoria de

Fierz-Pauli seria adicionar alguma forma de termo à lagrangiana da relatividade geral.

Poderia ser uma constante cosmológica, porém no limite linear o termo cosmológico não

fornece um verdadeiro termo massivo à teoria de Fierz-Pauli. Como um resultado, a

única maneira de se inserir um termo de massa na lagrangiana da relatividade geral é

usar, além da métrica, um campo tensorial extra de segundo rank (métrica de referência)

e encontrar um acoplamento entre a métrica e este campo tensorial extra de tal forma

que na aproximação linear para ambos a métrica e este campo tensorial extra no espaço-

tempo de Minkowski, tal acoplamento deva gerar um verdadeiro termo de massa na teoria

de Fierz-Pauli.

A extensão da relatividade geral descrita acima foi estudada em detalhes por Boulware

e Deser [100, 101]. Eles mostraram que inserindo um termo de massa com a ajuda de um

campo tensorial extra de segundo rank pode produzir, em geral, uma teoria inconsistente,

tendo assim a propagação de um campo fantasma (fantasmas de Boulware-Deser). No

entanto, recentemente, houve um enorme progresso na construção de uma famı́lia de teo-

rias dinâmicas não-lineares que estão livres do problema de fantasmas de Boulware-Deser

(para uma revisão sobre o assunto, veja a lista de trabalhos [102− 110]). Como um resul-

tado, no presente momento podemos ter lagrangianas que satisfazem ao seguinte conjunto

de condições: (i) descrevem consistentemente um campo tensorial dinâmico não-linear de

segundo rank livre de fantasmas, (ii) tem um número de graus de liberdade extra se pro-

pagando igual ao campo tensorial massivo de spin 2, (iii) depende da métrica de referência

e de algum parâmetro de massa m, tal que no limite m = 0 reproduz a lagrangiana da
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relatividade geral sem constante cosmológica, (iv) reproduz a lagrangiana da teoria de

Fierz-Pauli na aproximação linear para a métrica dinâmica e a métrica de referência no

espaço-tempo de Minkowski.

Neste caṕıtulo, estudamos alguns aspectos quânticos para um modelo recentemente

proposto de gravitação massiva livre de fantasmas de Boulware-Deser [112]. Para ser mais

preciso, iremos calcular as divergências a 1-loop para uma teoria de gravitação massiva

mı́nima [107− 110] e investigar sua estrutura. É claro, a teoria da gravitação massiva

é, assim como a relatividade geral, não-renormalizavel, desde que a lagrangiana da gra-

vitação massiva deve incluir a lagrangiana da relatividade geral e, portanto, deve levar

à contratermos quadráticos no tensor de curvatura na aproximação de 1-loop. A fim de

encontrarmos as divergências a 1-loop, faremos uso do método de campo de fundo, bem

como da técnica de Schwinger-DeWitt.

Embora a teoria sob consideração seja não-renormalizável, pode-se esperar que ela

apresente muitas caracteŕısticas interessantes no domı́nio quântico. Em primeiro lugar,

podemos citar a complicada estrutura dos ı́ndices tensoriais no termo massivo. Além do

mais, sua decomposição em campos de fundo e quântico (o qual é o elemento básico do

método de campo de fundo) é não-trivial. Em segundo lugar, o determinante funcional

definindo a ação efetiva a 1-loop tem uma estrutura diferente e, de fato, muito mais

complicado quando comparado ao caso não-massivo da relatividade geral. Portanto, o

método efetivo de avaliação pode exigir alguma modificação no método de cálculo. Em

terceiro lugar, é interessante estudar se as divergências a 1-loop da teoria de gravitação

massiva desaparecem on-shell, como é o caso da relatividade geral não-massiva. Em quarto

lugar, espera-se que as divergências a 1-loop da teoria de gravitação massiva dependam da

métrica de referência. Como um resultado, obtem-se as divergências a 1-loop em termos

de funcionais covariantes gerais espećıficos dependendo da métrica de referência. Eles

podem ser considerados como posśıveis candidatos para ações da métrica de referência

se tratarmos tal métrica como um campo dinâmico. A questão da lagrangiana para a

métrica de referência é amplamente discutida na literatura (veja por exemplo [107− 110]).

Finalmente, em quinto lugar, podemos mencionar que qualquer novo modelo gravitacional

merece um estudo de seus aspectos quânticos; pois só assim poderemos ampliar nossa visão

de uma teoria de gravitação quântica e lançar uma luz sobre o papel desempenhado pela

gravitação no domı́nio quântico.
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6.2 Linearização do termo massivo

Considere a ação para o modelo mı́nimo quadri-dimensional de gravitação massiva [107− 110]

S[gµν ] ≡ S0[gµν ] + Sm[gµν ] =

∫
M

d vol (x)
[
R + 2Λ + m2 tr

(√
g−1f

) ]
, (6.1)

onde m é um parâmetro de massa, Λ é a constante cosmológica e f corresponde a um

campo tensorial externo (também conhecido por métrica de referência). A expressão g−1f

na ação Sm significa

g−1f := gµαfαν . (6.2)

Segundo [107− 110], temos que considerar Λ = −3m2. Entretanto, é mais conveniente

realizar todos os cálculos para um valor arbitrário de Λ e fixá-lo somente no resultado

final.

Para calcularmos as divergências a 1-loop para a teoria em consideração, devemos

calcular a derivada funcional segunda da ação com respeito à métrica gµν . Tal cálculo

para o termo Sm é não-trivial, desde que as matrizes gµν e fνα não comutam. Evitaremos

este obstáculo considerando uma teoria classicamente equivalente à teoria (6.1) formulada

em termos da métrica dinâmica gµν e do campo auxiliar φµ
ν .

2

É fácil ver que a teoria (6.1), constrúıda a partir da métrica dinâmica gµν , é classica-

mente equivalente à teoria constrúıda em termos da métrica gµν e do campo auxiliar φµ
ν

com a seguinte ação

S̃[gµν , φ
µ
ν ] = S0[gµν ] + S̃m[gµν , φ

µ
ν ], (6.3)

onde a ação S̃m[gµν , φ
µ
ν ] é agora dada por

S̃m[gµν , φ
µ
ν ] :=

m2

2

∫
M

d vol (x)
[
gµνfναφ

α
µ + (φ−1)µµ

]
. (6.4)

De fato, a equação de movimento que obtemos a partir da ação (6.3) ao efetuarmos uma

variação com respeito ao campo auxiliar φµ
ν tem a forma

δS̃

δφµ
ν

=
δS̃m

δφµ
ν

= 0 , (6.5)

cuja solução pode ser apresentada como

φµ
ν =

[ (
g−1f

)−1/2 ]µ
ν . (6.6)

2Para maiores detalhes sobre a técnica do campo auxiliar, veja a referência [176].
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Assim, substituindo tal solução na ação (6.3), obtemos a ação (6.1), mostrando por-

tanto que tais ações são classicamente equivalentes. Tendo isto em mente, iniciaremos

nosso estudo a partir da ação (6.3).3

6.3 Método de campo de fundo e forma bilinear para

a ação

O primeiro passo é obter a forma bilinear para a ação (6.3). Segundo o método de campo

de fundo [20− 22], os campos φµ
ν e gµν são substitúıdos por somas de campos quânticos

e de fundo como segue

φµ
ν → φµ

ν + ψµ
ν , gµν → gµν + hµν . (6.7)

Nas expressões acima φµ
ν e gµν são campos de fundo, ao passo que ψµ

ν e hµν correspondem

a campos quânticos. Por meio de uma álgebra simples, podemos obter a forma bilinear

para as ações S0 e S̃m como

S
(2)
0 + Sgf =

1

2

∫
M

d vol (x)hµν Ĵµν,αβ h
αβ, (6.8)

e

S̃m
(2) = m2

∫
M

d vol (x)
{ 1

2
hαβ Ĝαβ,µν h

µν − 1

2
ψα

β Âα
β,µ

ν ψµ
ν + B̂β

α ψ
α
β

}
. (6.9)

Na Eq.(6.8), temos adicionado o assim chamado termo de fixação de calibre mı́nimo [23]

Sgf = −1

2

∫
M

d vol (x) χµχµ, (6.10)

onde

χµ := ∇λh
λ
µ −

1

2
∇µh . (6.11)

Os operadores Ĵµν,αβ, Ĝαβ,µν , Âα
β,µ

ν e B̂β
α, os quais foram introduzidos nas Eqs.(6.8)

e (6.9), têm a forma

Ĵµν,αβ :=
1

2
Kµν,αβ�+Rµανβ + gνβRµα − 1

2
(gµνRαβ + gαβRµν)−

1

2
(R + 2Λ)Kµν,αβ,

Ĝαβ,µν := −1

4
Kαβ,µν

[
gστfτλφ

λ
σ + (φ−1)σσ

]
− 1

2
gαβfνσφ

σ
µ + gµβfνσφ

σ
α,

Âα
β,µ

ν := −1

2

[
(φ−1)σα(φ

−1)βµ(φ
−1)νσ + (φ−1)σµ(φ

−1)να(φ
−1)βσ

]
,

B̂β
α := −1

2
hβλfλα, (6.12)

3Assumimos que essa equivalência é também satisfeita no ńıvel quântico, uma vez que não há qualquer

fonte para uma posśıvel anomalia.
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onde definimos

Kαβ,µν := δαβ,µν −
1

2
gαβgµν (6.13)

e usamos a notação

δαβ,µν :=
1

2
(gαµgβν + gανgβµ) (6.14)

Nas expressões (6.13), deve-se assumir simetrização em ambos os pares de ı́ndices µν e

αβ. Pode-se notar ainda que a expressão Ĵµν,αβ na Eq.(6.13) corresponde ao usual termo

para a gravitação quântica de Einstein com constante cosmológica, ao passo que os demais

termos estão associados à parte massiva.

É fácil ver que a integral funcional sobre o campo quântico ψµ
ν pode ser tomada

imediatamente. De fato, é bem conhecido que a seguinte identidade é válida para matrizes

hermitianas A(y, x) [81]:∫
M

D[ψ] exp
{
− i

2

∫
dy

∫
dxψ(y)A(y, x)ψ(x) + i

∫
dxB(x)ψ(x)

}
=

(
sDetA

)−1/2 × exp
{ i
2

∫
dy

∫
dxB(y)A−1(y, x)B(x)

}
. (6.15)

Vamos notar que a quantidade
(
sDetA

)−1/2
corresponde ao determinante de uma matriz

numérica. Desde que assumimos regularização dimensional aqui, tal objeto é irrelevante

para as correções quânticas para a ação efetiva e, portanto, será omitido de nossa análise.

Desta forma, usando a Eq.(6.15) no funcional gerador das funções de Green, podemos

apresentar a forma bilinear para a ação (6.3) como segue

S̃(2) = S
(2)
0 + Sgf + S̃(2)

m =
1

2

∫
M

d vol (x) hαβ Ĥαβ,µν h
µν ,

onde o operador Ĥαβ,µν é dado por

Ĥαβ,µν := Ĵµν,αβ +m2Ĝαβ,µν +
1

4
m2fβλ(Â

−1)α
λ,µ

σfνσ . (6.16)

De modo a obtermos a matriz inversa Â−1, consideremos o seguinte procedimento.

O resultado (6.15) é válido para uma matriz hermitiana Â. Portanto, precisamos tomar

somente a parte simétrica de tal matriz. Considere primeiro a matriz Ā, a qual não é

simetrizada. Pode-se facilmente obter sua inversa (embora seja um pouco mais complicado

realizar a mesma operação relativa a sua parte simétrica). Podemos escrevê-la como

Āα
β,µ

ν = −(φ−1)σα(φ
−1)βµ(φ

−1)νσ, (6.17)
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de modo que a correspondente matriz inversa possui a forma

(Ā−1)β
α,σ

ρ = −φρ
τφ

τ
βφ

α
σ. (6.18)

Considere, agora, a seguinte estrutura simétrica

Xβ
α,σ

ρ = −φρ
τφ

τ
βφ

α
σ − φα

τφ
τ
σφ

ρ
β. (6.19)

Assim, chegamos na equação

Âµ
ν ,α

β ×Xβ
α,σ

ρ = Zµ
ρ,σ

ν = δρµδ
ν
σ + Y µ

ρ,σ
ν , (6.20)

onde

Y µ
ρ,σ

ν :=
1

2
(φ−1)

ρ
µφ

ν
σ +

1

2
(φ−1)

ν
σφ

ρ
µ. (6.21)

Finalmente, obtemos a inversa para a matriz simetrizada na forma de uma série

(Â−1)µ
ν ,α

β = Xµ
ν ,λ

σ × (Z−1)σ
λ,α

β, (6.22)

onde a matriz (Z−1)σ
λ,α

β é dada por

(Z−1)σ
λ,α

β = δλσδ
β
α − Y σ

λ,α
β + Y σ

λ,ρ
τ Y τ

ρ,α
β − Y σ

λ,ρ
τ Y τ

ρ,χ
δ Y δ

χ,α
β + ... . (6.23)

Agora, multiplicando o operador Ĥαβ,µν pelo operador 2K̂−1
λσ,

αβ, onde

K̂−1
λσ,

αβ := δλσ,
αβ −1

2
gλσg

αβ,

temos

2K̂−1
αβ,

λσ Ĥλσ,µν ≡ Ôαβ,µν = δαβ,µν�+ Π̂αβ,µν . (6.24)

Na expressão acima, o operador Π̂αβ,µν tem a forma

Π̂αβ,µν = 2Rαµβν + 2gβνRαµ − gαβRµν − gµνRαβ −RKαβ,µν − 2Λδαβ,µν

+
m2

2
fρ(α(Â

−1)β)
ρ,µ

τfντ −
m2

4
gαβfσρ(Â

−1)σρ,µ
τfντ + 2m2fνσφ

σ
(βgα)µ

− m2

2
δαβ,µν

[
gστfτλφ

λ
σ + (φ−1)σσ

]
. (6.25)

Na próxima seção faremos uso do resultado acima para a obtenção das divergências a

1-loop associadas a ação efetiva da teoria.
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6.4 Derivação das divergências a 1-loop

As correções quânticas a 1-loop podem ser apresentadas na forma padrão (3.42), onde o

operador Ĥ corresponde a parte bilinear da ação com respeito aos campos quânticos.

Vale salientar que a parte divergente da expressão Tr Ln Ĥ pode ser obtida calculando

a expressão Tr Ln (K̂−1Ĥ) e então subtraindo a expressão Tr Ln K̂−1, isto é,

−Tr Ln Ĥ = −Tr Ln (K̂−1Ĥ) + Tr Ln K̂−1. (6.26)

Contudo, como estamos interessados na parte divergente logaritmica da ação efetiva, a

contribuição do último termo pode ser seguramente omitida na regularização dimensional.

A fim de obtermos as correções quânticas a 1-loop para a ação efetiva, faremos uso da

técnica de Schwinger-DeWitt apresentada no caṕıtulo (4). No arcabouço da regularização

dimensional, a quantidade Γ̄
(1)
div pode ser apresentada na forma [40]

Γ̄
(1)
div = − µn−4

(4π)2(n− 4)
Tr

{
1̂

180
(R2

µναβ −R2
µν) +

1

2
P̂ 2 +

1

12
Ŝ2
µν

}
, (6.27)

onde µ é o parâmetro de regularização dimensional. Na expressão acima, os operadores

P̂ e Ŝµν são definidos conforme as expressões (4.21), sendo os demais termos de superf́ıcie

ignorados.

Em nosso caso, assim como na usual gravitação de Einstein [177], o termo ĥµ = 0, e

isso essencialmente simplifica nossos cálculos.

Para nosso modelo constrúıdo a partir da ação (6.3), o operador P̂ assume a forma

P̂αβ,µν = 2Rαµβν + 2gβνRαµ − gαβRµν − gµνRαβ −
5

6
Rδαβ,µν

+
1

2
Rgαβgµν − 2Λδαβ,µν −

m2

2
δαβ,µν

[
gστfτλφ

λ
σ + (φ−1)σσ

]
(6.28)

+ 2m2fνσφ
σ
(αgβ)µ +

m2

2
fρ(α(Â

−1)β)
ρ,µ

τfντ −
m2

4
gαβfσρ(Â

−1)σρ,µ
τfντ .

Por outro lado, segundo as Eqs. (4.21), quando ĥµ = 0 o operador Ŝλτ é dado na forma

Ŝλτ = [∇λ,∇τ ]. (6.29)

Assim, aplicando este último comutador ao campo hµν , encontramos a expressão

hµν [∇λ,∇τ ]h
µν = −2Rµ

ξλτhµνh
ξν = hµν [−2Rµαλτgνβ]h

αβ, (6.30)

a qual nos permite apresentar o operador Ŝλτ na forma

Ŝλτ = [Sλτ ]µν,αβ = −2Rµαλτgνβ. (6.31)
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Deste modo, substituindo os operadores P̂ e Ŝλτ encontrados na expressão (6.27),

obtemos depois de um longo trabalho algébrico a parte divergente para a ação efetiva a

1-loop

Γ
(1)

div |Λ=−3m2 = − 2µn−4

(4π)2(n− 4)

∫
M

d vol (x)
{53

90
E +

7

20
R2

µν +
1

120
R2

+
m2

2
R(λ|α|σ)βfστ (Â

−1)λ
τ
(α

|ρ|fβ)ρ −
m2

48
R
[
948 + 236

(√
g−1f

)µ
µ

+ +5
(
g−1f

)λ
β(Â

−1)αλ,
ασ
(
g−1f

)β
σ + 5fαλ(Â

−1)βλ,ασfβσ − 5fαβ(Â
−1)αβ,µνfµν

]
+

m2

4
Rλα

[
12
(√

g−1f
)
αλ

+
(
g−1f

)β
ρ(Â

−1)λ
ρ
(α

|τ |fβ)τ + fλρ(Â
−1)βρ(α

|τ |fβ)τ

− 2fστ (Â
−1)στα

ρfλρ

]
+
m4

16

[
1440 + 12

(
g−1f

)λ
β(Â

−1)αλ,
ασ
(
g−1f

)β
σ

+ 12fαλ(Â
−1)βλ,ασfβσ − 12fαβ(Â

−1)αβ,µνfµν − 240
(√

g−1f
)µ

µ + 24
(
g−1f

)µ
µ

+ 4
(√

g−1f
)µ

µ

(√
g−1f

)ν
ν +

(
g−1f

)λ
(ρ(Â

−1)τ)λµ
σ
(
g−1f

)ν
σ

(
g−1f

)ρ
θ(Â

−1)τθµα
(
g−1f

)α
ν

+
(
g−1f

)λ
(ρ(Â

−1)τ)λ
µ
σ

(
g−1f

)σ
ν

(
g−1f

)ρ
θ(Â

−1)τθνα
(
g−1f

)α
µ

− 4
(√

g−1f
)λ

λ

(
g−1f

)β
φfθ(α(Â

−1)β)
θαφ + 2

(√
g−1f

)λ
λfαβ(Â

−1)αβ,µνfµν

− 4fρθ

(√
g−1f

)λ

(αfφ)λ(Â
−1)ρθαφ + 2fαθfλφ

(√
g−1f

)λ

ρ(Â
−1)ρθαφ

+ 2fβλ
(
g−1f

)β
φ

(√
g−1f

)λ
θ(Â

−1)α
θαφ + 2

(
g−1f

)θ
λ

(
g−1f

)λ
φ

(√
g−1f

)α
ρ(Â

−1)ρθα
φ

+ 2
(
g−1f

)τ
θfλφ

(√
g−1f

)α
τ (Â

−1)λθα
φ
]}
, (6.32)

onde inclúımos a contribuição para os fantasmas independente da massa e usamos o valor

especial Λ = −3m2. Na expressão acima, E corresponde ao integrando do termo topológico

de Gauss-Bonnet e a expressão (Â−1)µναβ tem sido definida na Eq.(6.22). Deve-se notar

que a matriz (Â−1) é dada por uma série infinita de potências no campo externo fµν . Assim,

as divergências dadas através da expressão (6.32) têm uma estrutura não-polinomial neste

campo.

Vamos notar que antes de usarmos a condição Λ = −3m2, as divergências representam

a correspondente gravitação de Einstein [177] com a contribuição do termo cosmológico,

onde os demais termos correspondem à contribuição do termo massivo na ação (6.3). A

razão para um tal resultado é que realizamos nossos cálculos em uma situação em que a

simetria de difeomorfismo não é quebrada. Isto significa que tratamos o campo fµν como

um campo tensorial externo, o qual não viola a covariância geral da teoria. Portanto, o

número de graus de liberdade f́ısicos não se altera devido à adição do termo massivo na

ação (6.1). Na verdade, nossa abordagem segue a prática padrão quando, por exemplo,

as divergências na teoria de Yang-Mills com quebra espontânea de simetria são calculadas
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na fase não quebrada. Deve ser definitivamente interessante realizar tais cálculos na fase

quebrada, contudo não está imediatamente claro como isto pode ser implementado na

teoria não-abeliana suavemente quebrada tal como a gravitação quântica.

Uma observação interessante sobre a expressão (6.32) é que existe uma hierarquia

simples expĺıcita dos termos. Por exemplo, aqueles com derivadas superiores não dependem

da massa e/ou do campo externo fµν . Ao mesmo tempo, se considerarmos a ação clássica

com as estruturas algébricas apresentadas na expressão (6.32), notamos que não existem

derivadas atuando no campo externo fµν . Entretanto, embora não existam tais derivadas

do campo fµν , tal campo será dinâmico na ação (6.32) devido à mistura com o tensor de

Ricci e o escalar de curvatura.

A próxima questão seria ver o que acontece com o resultado (6.32) on-shell. Para

este fim, devemos derivar as equações clássicas de movimento e substitúı-las na expressão

(6.32). A equação de movimento para a teoria descrita pela ação (6.3), com Λ = −3m2,

tem a forma

Rµν − 1

2
Rgµν = −3m2gµν +

1

2
m2gµν

(√
g−1f

)α

α − 1

2
m2

(√
g−1f

)νµ

. (6.33)

Usando esta relação no resultado (6.32), chegamos no seguinte resultado on-shell

Γ
(1)

div |on shell = − µn−4

(4π)2(n− 4)

∫
M

d vol (x)
[53
45
E +m2R(λ|α|σ)βfστ (Â

−1)λ
τ
(α

|ρ|fβ)ρ

]
− m4µn−4

8(4π)2(n− 4)

∫
M

d vol (x)
[
1.5 · 32 · 111− 8fαλ(Â

−1)βλ,ασfβσ + 0.4 · 77
(√

g−1f
)µ

µ

+
7

5

(
g−1f

)µ
µ + 1.5 · 13 · 29

(√
g−1f

)µ
µ

(√
g−1f

)ν
ν

+
(
g−1f

)λ
(ρ(Â

−1)τ)λµ
σ
(
g−1f

)ν
σ

(
g−1f

)ρ
θ(Â

−1)τθµα
(
g−1f

)α
ν

+
(
g−1f

)λ
(ρ(Â

−1)τ)λ
µ
σ

(
g−1f

)σ
ν

(
g−1f

)ρ
θ(Â

−1)τθνα
(
g−1f

)α
µ

− 4
(√

g−1f
)λ

λ

(
g−1f

)β
φfθ(α(Â

−1)β)
θαφ +

[3
2

(√
g−1f

)λ
λ + 16

]
fαβ(Â

−1)αβ,µνfµν

− 4fρθ

(√
g−1f

)λ

(αfφ)λ(Â
−1)ρθαφ + 2fαθfλφ

(√
g−1f

)λ

ρ(Â
−1)ρθαφ

+ 2fβλ
(
g−1f

)β
φ

(√
g−1f

)λ
θ(Â

−1)α
θαφ + 2

(
g−1f

)θ
λ

(
g−1f

)λ
φ

(√
g−1f

)α
ρ(Â

−1)ρθα
φ

− 2
(
g−1f

)τ
θfλφ

(√
g−1f

)α
τ (Â

−1)λθα
φ −

[1
2

(√
g−1f

)µ
µ + 6

](
g−1f

)α

ρ(Â
−1)βρ(α

|τ |fβ)τ

+ 2
(√

g−1f
)α

λ

(
g−1f

)λ

ρ(Â
−1)βρ(α

|τ |fβ)τ + 2
(√

g−1f
)α

λ

(
g−1f

)β

ρ(Â
−1)λρ(α

|τ |fβ)τ

+
[
32− 5

2

(√
g−1f

)µ
µ

](
g−1f

)λ

β(Â
−1)αλ

ασ
(
g−1f

)β

σ

]
. (6.34)

Como vemos, o resultado on-shell acima não desaparece como é o caso da teoria não-

massiva [177].
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Considerações finais

“This is not the end. It is not even the beginning of the end.

But it is, perhaps, the end of the beginning.”

Sir. Winston S. Churchill

Sumário dos principais resultados e perspectivas futuras

Ao longo deste trabalho acadêmico, foram obtidos diferentes resultados acerca da aborda-

gem efetiva em teoria de campos. Segue, abaixo, um breve resumo dos resultados originais

aqui apresentados, bem como as posśıveis perspectivas de trabalhos futuros.

Resultados e considerações referentes ao Cap.(2)

A propagação de ondas eletromagnéticas monocromáticas em meios dielétricos não-

lineares isotrópicos foi investigada no limite eikonal da Óptica Geométrica.

O correspondente problema de auto-valores foi apresentado e resolvido para sistemas

caracterizados pelos coeficientes dielétricos ε(B) e µ constante, e também para µ(E) e ε

constante.

O fenômeno da birrefringência magneto-elétrica linear foi examinado para cada situação

em particular.

Os correspondentes vetores de polarização foram derivados.

A estrutura métrica efetiva associada à cada caso mencionado acima foi obtida.

Foi observado que, para certas classes de materiais não-lineares isotrópicos, como

ĺıquidos, satisfazendo as condições mencionadas acima, uma forma de birrefringência

magneto-elétrica linear ocorre como um efeito único, isto é, sem a presença de outras

formas de birrefringência padrão tais como os efeitos Kerr e Cotton-Mouton.

Como a magnitude destes outros efeitos é muito maior quando comparada ao corres-

pondente efeito magneto-elétrico, nossos resultados abrem portas para a implementação e

posśıvel medição deste fenômeno em condições laboratoriais.

Como uma proposta de trabalho futuro, podemos reproduzir tais efeitos para um sis-

tema dielétrico anisotrópico, onde os parâmetros dielétricos ε e µ dependam, também, da

direção dos campos externos aplicados.
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O efeito Jones corresponde a um outro efeito de birrefringência magnéto-elétrica no

qual os parâmetros dielétricos possuem a forma ε(E,B) e µc. Dentro do arcabouço da

eletrodinâmica não-linear, no contexto de meios materiais, podemos empregar o forma-

lismo descrito no Cap.(1) e buscar, de forma análoga, investigar a propagação luminosa

em materiais dielétricos caracterizados pelos parâmetros µ(E,B) e εc.

No contexto de campos intensos, podemos fazer uso da técnica do heat kernel junta-

mente do método de Schwinger-DeWitt e/ou da teoria de perturbação covariante para

examinarmos a propagação do fóton em diferentes estados de vácuo da eletrodinâmica

quântica no regime não-linear.

Resultados e considerações referentes ao Cap.(5)

Empregando o método do heat kernel, juntamente da técnica de Schwinger-DeWitt,

obtemos os dois primeiros coeficientes não-triviais da expansão assimptótica de Schwinger-

DeWitt para o modelo de Yukawa em TQC em espaços curvos através de dois diferentes

esquemas de cálculo.

Utilizando a teoria de perturbação covariante, derivamos os correspondentes fatores de

forma bem como as funções β para este modelo, dentro do esquema de renormalização de

subtração de momentos nos dois esquemas acima mencionados.

Destes resultados, encontramos um segundo exemplo da anomalia multiplicativa não-

local em TQC independente do esquema de renormalização. A partir deste, exibimos

uma ambiguidade no teorema de desacoplamento de Appelquist e Carazzone para a lei de

desacoplamento quadrático.

Apresentamos um modelo geral para o qual foi obtida a condição para ausência de

anomalia multiplicativa a ńıvel de A1, onde os resultados são verificados para diferentes

modelos conhecidos.

Com estes resultados, exploramos em detalhes duas novas formas de ambiguidades na

ação efetiva que surgem da derivação de determinantes funcionais fermiônicos por meio

do método do heat kernel, e que têm origens essencialmente diferentes.

A primeira toma lugar somente em teorias massivas e demonstra a profunda im-

portância e universalidade das divergências logaritmicas ultravioletas em TQC. Uma im-

portante observação se refere ao fato de que a universalidade das divergências logaritmicas

ultravioletas em uma particular dimensão implica, necessariamente, que a parte finita, bem
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como as divergências tipo-potências, são dependentes do esquema de cálculo empregado

nesta dimensão.

A outra forma de ambiguidade não depende se o campo quântico é ou não massivo,

e ocorre em termos de derivada total divergentes. Esta independência sobre a natureza

do campo quântico determina, no caso de determinantes fermiônicos, se a correspondente

teoria clássica é inicialmente conforme ou não. No caso de teorias conformes, tais ter-

mos de superf́ıcie divergentes contribuem para a anomalia conforme e finalmente para

termos locais na ação efetiva induzida por anomalia. Portanto, esta última forma de am-

biguidade é bem diferente daquela primeira mencionada acima, a qual é essencialmente

não-local e aparece somente em teorias massivas. O ponto comum é que ambas não podem

ser compensadas mudando os coeficientes nos contratermos locais infinitos, os quais são

introduzidos através do processo de renormalização.

Desde que as correções quânticas possuem tal ambiguidade na região infravermelha,

podeŕıamos nos perguntar qual dos dois esquemas de cálculo fornece um resultado correto.

Em nossa opnião, a vantagem deve ser dada para o primeiro esquema, definido a partir

do operador Ĥ∗
1, pois tal escolha é mais natural e além do mais preserva a invariância de

calibre na eletrodinâmica quântica.

Como uma proposta de trabalho futuro, podeŕıamos buscar obter outros exemplos

deste fenômeno para determinantes funcionais bosônicos.

É também um trabalho interessante investigar, de modo amplo, as posśıveis mani-

festações do fenômeno da anomalia multiplicativa não-local através de diagramas de Feyn-

man. Acreditamos que tais resultados possam nos ajudar a compreender melhor o verda-

deiro papel da anomalia multiplicativa em TQC.

Resultados e considerações referentes ao Cap.(6)

Desenvolvemos o método de campo de fundo e calculamos as divergências a 1-loop para

um modelo de gravitação massiva sugerido em [107− 110].

As divergências foram formuladas em termos de invariantes geométricos constrúıdos

a partir da métrica gµν e da métrica de referência fµν , e contém a matriz inversa (6.22),

a qual é uma série de potências infinitas em termos da métrica de referência fµν . Não

existem dúvidas que ações não-mı́nimas mais complicadas do que aquela proposta nas

referências citadas acima terão qualitativamente a mesma estrutura.
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O resultado (6.32) mostra que o correspondente termo ultravioleta da teoria de gra-

vitação massiva deve ser essencialmente mais complicado do que aquele associada à gra-

vitação quântica de Einstein. Juntamente com os usuais termos dependentes da métrica

de quartas derivadas, tal termo deve incluir, também, uma dependência na métrica de

referência fµν . Além do mais, este termo gera dinâmica devido à mistura com as compo-

nentes do tensor de curvatura. Portanto, os contratermos (6.32) podem ser considerados

como a ação funcional definindo a dinâmica da métrica de referência fµν .
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tempo curvo (tese de doutorado, Universidade Federal de Juiz de Fora–UFJF, 2010).

[94] Weinberg, S.; High-energy behavior in quantum field theory, Phys. Rev. 118, 838-849

(1960).

[95] Collins, J. C.; Renormalization, (Cambridge University Press, Cambridge, 1984).

[96] Fierz, M. & Pauli, W.; On relativistic wave equations for particles of arbitrary spin

in an electromagnetic field, Proc. Roy. Soc. Lond. A 173 211 (1939).

[97] van Dam, H.; & Veltman, M. J. G.; Massive and massless Yang-Mills and gravita-

tional fields, Nucl. Phys. B 22, 397-411 (1970).

[98] Zakharov, V. I.; JETP Letters (Sov. Phys.) 12, 312 (1970).

[99] Vainshtein, A. I.; To the problem of nonvanishing gravitation mass, Phys. Lett. B

39, 393-394 (1972).

[100] Boulware, D. G. & Deser, S.; Inconsistency of finite range gravitation, Phys. Lett.

B 40 227-229 (1972).

[101] Boulware, D. G. & Deser, S.; Can gravitation have a finite range?, Phys. Rev. D 6

3368-3382 (1972).

[102] de Rham, C. & Gabadadze, G.; Generalization of the Fierz-Pauli action, Phys. Rev.

D 82 044020 (2010).

94



[103] de Rham, C.; Gabadadze, G. & Tolley, A. J.; Resummation of massive gravity, Phys.

Rev. Lett. 106 231101 (2011).

[104] de Rham, C.; Gabadadze, G. & Tolley, A. J.; Comments on (super)luminality,

arXiv:hep-th/1107.0710.

[105] de Rham, C.; Gabadadze, G. & Tolley, A. J.; Ghost free massive gravity in the
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Tradução do t́ıtulo para a ĺıngua portuguesa: Geometria de grupos de trans-

formações.

96
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