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RESUMO

Este trabalho apresenta uma nova técnica para a resolucao do problema de estimacgao
de estados em sistemas elétricos de poténcia, denominada Holomorphic Embedding State
FEstimation Method (HESEM), a qual, em livre tradugao, corresponde ao titulo desta
dissertacao de mestrado. Na abordagem denominada Estimacao de Estados utilizando
o Método Holomorfico, diferentes tipos de medigoes podem ser empregados, incluindo

medigbes provenientes de Phasor Measurement Units (PMUs).

No método proposto, as equagoes algébricas que descrevem a operacao da rede
elétrica sao formuladas em funcao das tensoes fasoriais a serem estimadas em cada barra
do sistema. Essas equagoes sao, entao, transformadas em expressoes holomorficas a partir
da introducao de uma variavel complexa auxiliar, a qual garante que as equagoes admitam
derivadas analiticas em todo o dominio dos nimeros complexos. Em seguida, cada uma
das tensoes nodais do sistema sao representadas como a soma de multiplos termos de uma
série de Maclaurin. Esses termos sao determinados sequencialmente por meio de uma
metodologia recursiva, na qual cada termo de ordem n é obtido a partir do calculo do

termo de ordem n — 1.

Para garantir a unicidade da solugdo com um ntmero reduzido de termos calcula-
dos, emprega-se um processo matematico conhecido como continuacao analitica, usando
Aproximantes de Padé, permitindo expandir o raio de convergéncia de uma série numérica

complexa a partir do calculo de uma quantidade reduzida de termos da série original.

Dentre as vantagens do HESEM destaca-se sua capacidade de resolver as equagoes
da estimacao de estados por meio de uma técnica nao iterativa, garantindo a unicidade
da solucao e exigindo menor tempo computacional quando comparado aos métodos
tradicionais, como o critério dos Minimos Quadrados Ponderados (MQP). Adicionalmente,
as variaveis de estado sdo compostas por fasores de tensao expressos em coordenadas
retangulares e, diferentemente das abordagens baseadas em solugdes iterativas, nas quais
uma matriz Jacobiana contendo multiplas derivadas deve ser recalculada a cada iteracao,
no HESEM a matriz correspondente ¢é tinica e permanece inalterada ao longo de todo o

processo de solucao.

Simulac¢oes computacionais sao realizadas em diferentes sistemas de teste com o
objetivo de comprovar a viabilidade e a efetividade do método proposto. Os sistemas-teste
classicos de 14 e 33 barras sao utilizados para demonstrar a aplicabilidade do HESEM,
enquanto um equivalente do sistema de transmissdo brasileiro contendo 107 barras é

empregado para avaliar o desempenho do algoritmo e verificar sua escalabilidade.

Palavras-chave: Estimacao de estado. Phasor Measurement Unit. Sistemas de

poténcia. Fluxo de poténcia. Aproximantes de Padé. Fun¢oes holomorfas.



ABSTRACT

This work introduces the Holomorphic Embedding State Estimation Method (HESEM),
a new technique for state estimation in electric power systems. It supports different mea-

surement types, including data from Phasor Measurement Units (PMUs).

The approach formulates the algebraic equations that describe network operation
directly in terms of the bus voltage phasors to be estimated. These equations are then
converted into holomorphic expressions by introducing an auxiliary complex variable,
which ensures the resulting functions are analytically differentiable over the complex
domain. Next, all nodal voltages are represented as a sum of terms in a Maclaurin series.
The series coefficients are computed sequentially through a recursive procedure: each term

of order n is obtained from the term of order n — 1.

To obtain a unique solution while computing only a limited number of terms, the
method applies analytic continuation using Padé approximants, which effectively enlarges

the convergence region of a complex series from a reduced set of Maclaurin coefficients.

Among the main advantages of HESEM is its constructive, non-iterative solution
process, which ensures uniqueness and can reduce computational time when compared
to traditional approaches such as Weighted Least Squares (WLS). In addition, the state
variables are expressed as voltage phasors in rectangular coordinates. Unlike iterative
methods, where a Jacobian matrix with multiple derivatives must be recomputed at every
iteration, HESEM relies on a single matrix that remains unchanged throughout the entire

solution procedure.

The feasibility and effectiveness of the proposed method are validated through
simulations on different test systems. The classic IEEE 14-bus and IEEE 33-bus net-
works illustrate the applicability of HESEM, while a 107-bus equivalent of the brazilian

transmission system is used to assess performance and scalability.

Keywords: State estimation. Phasor Measurement Unit. Power systems. Load

flow. Padé approximants. Holomorphic functions.
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1 INTRODUCAO

O presente trabalho insere-se no contexto das principais metodologias empregadas
na estimagao de estados em Sistemas Elétricos de Poténcia (SEPs). Nesse tipo de sistema,
a forma como o estado operativo é estimado exerce influéncia direta sobre as analises de
rede e sobre as decisoes relacionadas a operagao, de modo que procedimentos inadequados
podem conduzir a avalia¢gbes que nao representam de forma exata as condigoes reais de
funcionamento do sistema. Diante desse cenario, esta dissertagao propoe o desenvolvimento
de uma nova metodologia para a estimacao de estados. Inicialmente, apresenta-se o contexto
no qual a metodologia proposta se insere, em seguida, discutem-se as motivacoes e os
objetivos que guiaram esta pesquisa. Por fim, descreve-se a organizacao da dissertacao,

oferecendo uma visao geral do contetido abordado em cada um dos capitulos subsequentes.

1.1 CONTEXTUALIZACAO

A presenca da energia elétrica em praticamente todas as atividades da sociedade faz
com que a operacgao dos SEPs seja tratada como uma funcao critica, na qual interrupgoes
e degradacoes de desempenho tém impacto técnico, econdmico e social. A medida que
as redes se tornaram mais extensas e dinadmicas, aumentou também a necessidade de
acompanhar continuamente suas condi¢oes operativas e de apoiar decisdoes com maior
rapidez e precisao. Com isso, os centros de supervisao e controle passaram a ter papel
fundamental na operacao em tempo real, reunindo medic¢oes da rede e apoiando as decisoes
do operador. Como essas medi¢oes nem sempre sao precisas e podem conter erros, torna-se
necessario empregar métodos capazes de reconstruir, com confiabilidade, a condigdo de

operacao do sistema.

Nas ultimas décadas, a estimacao de estados passou a ocupar posicao central nas
rotinas de supervisao e controle de SEPs, pois é por meio dela que se reconstréi o perfil
de tensoes em todas as barras da rede a partir de um conjunto de medi¢oes que assegure
a observabilidade do sistema (Cheng et al., 2023). Em centros de operagao modernos,
essa tarefa é tipicamente executada em plataformas baseadas em sistemas Supervisory
Control and Data Acquisition (SCADA). Conhecendo-se a topologia da rede e dispondo-se
de grandezas medidas em campo, torna-se possivel inferir o estado operativo completo do
SEP monitorado (Darmis; Korres, 2024).

Nesse contexto, a formulacao mais difundida para a reconstrucao do estado é o
método dos MQP, usualmente resolvido por algoritmos iterativos, como o método de
Gauss—Newton. A ideia central consiste em minimizar a soma dos erros quadraticos
ponderados entre as medigoes disponiveis e seus valores estimados, expressos como fungoes
das tensoes nodais do sistema (Abur; Exposito, 2004). Essa abordagem tem origem no

trabalho de Fred Schweppe, que propos o uso do MQP para estimar os fasores de tensao
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nas barras do sistema, consolidando os fundamentos da formulacao classica da estimacao
de estados (Schweppe; Wildes, 1970).

Para que essa formulagao produza resultados confiaveis, é essencial que o sistema
seja observavel, isto é, que exista um conjunto de medigoes suficiente para determinar o
estado mais provavel da rede, em geral descrito pelas magnitudes e angulos de tensao em
todas as barras. Em termos praticos, isso conduz ao problema de alocacao de medidores.
Deve-se garantir um conjunto minimo de dispositivos instalados em barras e ramos
adequados, de modo que a solugao seja obtida de forma consistente e com boa qualidade
numérica (Monticelli; Wu, 1986; Castillo et al., 2006). Em redes de transmissao, essa

condicao tende a ser mais facilmente atendida devido a maior disponibilidade de medigoes.

Em sistemas de distribuicao, entretanto, a aplicacao direta de metodologias conce-
bidas para transmissao encontra limitagoes importantes. Além de caracteristicas como
elevadas relagoes R/X, topologias predominantemente radiais ou fracamente malhadas,
bem como susceptancias de linha frequentemente despreziveis, destaca-se a escassez de
medigoes em tempo real (Oliveira et al., 2018). Esse conjunto de fatores dificulta a im-
plantacao de monitoramento continuo em redes de média tensao em larga escala, afetando

particularmente a observabilidade e, por consequéncia, a precisao das estimativas.

Em paralelo, o cenario de medigao passou por uma expansao relevante a partir
da década de 1990 com o advento das tecnologias de sincrofasores. As Unidades de
Medigao Fasorial (do inglés Phasor Measurement Units (PMUs)) passaram a fornecer
fasores de tensdo e corrente sincronizados via Global Positioning System (GPS), com
elevadas taxas de aquisi¢do de dados, tipicamente da ordem de 2880 amostras por segundo,
ampliando o conjunto de informagdes disponivel para a estimacao de estados (Phadke;
Thorp, 2008). Em grande parte das formulacoes voltadas a redes de transmissao, esses
fasores sao representados em coordenadas retangulares, por meio do calculo de suas partes
real e imaginéria, o que tem orientado parcela expressiva dos desenvolvimentos recentes

nessa area (Oliveira et al., 2018; Melo; Teixeira; Mingoranga, 2023).

Ainda assim, no ambiente mais desafiador da distribuicao, a falta de medic¢oes
obtidas em tempo real costuma ser mitigada pela incorporacao de fontes complementares
de informagao. Uma estratégia recorrente é o emprego de pseudomedidas obtidas a partir
de dados histéricos de carga, como médias de faturamento mensal, agregacoes de demanda
em centros de carga e perfis tipicos de consumo, de modo a complementar as medigoes
convencionais. Além disso, barras com injecao nula de poténcia podem ser tratadas como
restrigdes de igualdade, ou incorporadas diretamente na fungao objetivo do problema de
estimagao, contribuindo para restaurar a observabilidade da rede monitorada (Duan; Li,
2013).

Com a consolidagao do conceito de redes inteligentes (smart grids), a infraestrutura

de medicao tornou-se ainda mais heterogénea. Medidores inteligentes (smart meters),
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instalados em unidades consumidoras, passaram a disponibilizar medi¢oes de poténcia
ativa e reativa com maior granularidade espacial, que podem ser integradas a leituras
fornecidas por PMUs e por sistemas SCADA. Essa integragdo tem motivado arquiteturas
hibridas de estimagao de estados apoiadas em Infraestrutura Avangada de Medi¢ao (AMI,
do inglés Advanced Metering Infrastructure) (Mingoranca; Melo; Santos, 2023; Souza et al.,
2020). Nessas arquiteturas, diferentes tipos de medigoes sao tratados de forma conjunta,

respeitando suas distintas granularidades temporais.

Embora esses dispositivos apresentem diferentes taxas de amostragem, tecnologias
de comunicacao e niveis de precisao, o uso coordenado de seus dados permite inferir o
estado mais provavel da rede monitorada (Cheng et al., 2023). Ademais, ha evidéncias de
que medidores inteligentes modernos também podem fornecer informacoes sincronizadas
via GPS (Morello et al., 2024; Khan; Hayes, 2020; Yadav; Biswal, Vemuganti, 2024; Khan;
Hayes, 2023), o que tende a facilitar sua integragao com medigdes fasoriais provenientes
de PMUs.

1.2 MOTIVACOES

Dentre os principais métodos matematicos empregados para estimar o estado ope-
rativo mais provavel de um sistema elétrico destacam-se os métodos iterativos, tal como o
Gauss—Newton. Apesar da existéncia de diversas formulagoes alternativas, considerando
diferentes escolhas de variaveis de estado em coordenadas polares ou retangulares, aborda-
gens baseadas em otimizacao, métodos desacoplados e estimadores lineares, as técnicas
mais amplamente difundidas permanecem sendo aquelas fundamentadas em processos
iterativos. Tais métodos dependem da inicializagao das variaveis de estado e podem

conduzir a obtencao de miultiplas solu¢oes para o problema de estimagao de estados.

As limitagoes associadas a convergéncia, a dependéncia das condigoes iniciais e
a existéncia de multiplas solugoes sao amplamente reconhecidas na literatura, afetando
algoritmos rotineiramente empregados em centros de controle, tanto em aplicagoes de

estimacao de estados quanto de fluxo de poténcia.

Nesse contexto, o desenvolvimento do método Holomorphic Embedding Load-flow
Method (HELM), proposto em 2012, evidenciou que o problema de fluxo de poténcia pode
ser resolvido por meio de um procedimento essencialmente nao iterativo, fundamentado
em conceitos avangados da andlise de niimeros complexos (Trias, 2012). Nessa abordagem,
as equacoes algébricas do fluxo de poténcia sao reformuladas de modo a constituirem
fungoes holomorfas de uma variavel complexa auxiliar, permitindo a construcao da solucao
e assegurando a unicidade do estado obtido (Trias, 2018; Dominguez; Echavarren; Rouco,
2024; Lima; Melo; Filho, 2024).

De forma sucinta, uma func¢ao holomorfa é uma fun¢gdo de uma ou mais variaveis

complexas que é complexamente diferenciavel em todo o dominio considerado. Em
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particular, quando essa funcao pode ser decomposta em partes real e imaginaria com
derivadas bem definidas, essa condicao é equivalente ao atendimento das relagoes de
Cauchy—Riemann (Trias, 2018).

Ao introduzir uma varidavel de incorporacao holomérfica nas equacoes do fluxo de
poténcia, os fasores de tensao em cada barra passam a ser representados por séries de
Maclaurin em funcao dessa variavel complexa, cujos coeficientes sao calculados recursiva-
mente, termo a termo. Em seguida, técnicas de continuacao analitica, em particular os
aproximantes de Padé, sao empregadas para ampliar o raio de convergéncia das séries e
reduzir o nimero de termos necessarios no processo de célculo (Trias, 2018), aumentando

a eficiéncia computacional e reduzindo o tempo de execugao dos algoritmos.

Como consequéncia direta dessa formulacao, o HELM dispensa explicitamente
o uso de matrizes Jacobianas e a definicdo de condig¢bes iniciais para as variaveis de
estado. A trajetéria da solucao é construida ao longo do préoprio processo de incorporacao
holomorfica, e o ponto operativo é obtido de maneira nao iterativa (Trias, 2012; Dominguez;
Echavarren; Rouco, 2024; Lima; Melo; Filho, 2024). Essas caracteristicas conferem ao
método propriedades relevantes de robustez numérica e garantia de unicidade da solugao no
contexto do fluxo de poténcia. Entretanto, até onde alcanca a literatura consultada, fungoes
holomorfas ainda nao foram exploradas de forma sistematica no problema de estimacao
de estados, seja em formulagoes baseadas exclusivamente em medi¢bes convencionais de
sistemas SCADA, seja em arranjos hibridos que combinam tais medi¢oes com fasores

sincronizados provenientes de PMUs.

Apesar da existéncia dessa alternativa nao iterativa, a pratica corrente em estimacgao
de estados permanece amplamente dominada por métodos numéricos iterativos. Tanto
no fluxo de poténcia quanto na estimacao de estados, esses métodos sao implementados
por meio da solucao sucessiva de sistemas de equagoes nao lineares, a partir de um valor
inicial para o vetor de variaveis de estado, recorrendo a linearizacoes locais e ao calculo
de derivadas para a constru¢ao de matrizes Jacobianas (Tamura; Mori; Iwamoto, 1983;
Thorp; Naqavi, 1997; Yorino; Harada; Cheng, 1997). Em determinadas condigbes de
operacao, especialmente em situagoes de mau condicionamento numérico ou em sistemas
préximos ao carregamento maximo, essas matrizes podem tornar-se mal condicionadas
ou até singulares, comprometendo a convergéncia dos algoritmos e a robustez da solucao
numérica obtida (Deng; Chiang, 2013; Abur; Exposito, 2004).

Para além das questoes relacionadas a convergéncia, a propria estrutura do espago
de solugoes do problema de estimacao de estados configura um desafio adicional. Na
formulacao classica baseada no método dos MQP, bem como em variantes mais recentes,
podem surgir miltiplas solugoes matematicamente admissiveis, sobretudo quando um
nimero elevado de pseudomedidas de carga é incorporado ao modelo (Abur; Exposito,

2004; Abur; Exp6sito, 1997; Yilmaz; Abur, 2024). Nessas circunstincias, a garantia de
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unicidade da solugao estimada torna-se particularmente dificil.

Sob uma visdo mais ampla de operagao e monitoramento, tais limitagoes numéricas
e estruturais contrastam com o cenario atual de medi¢do em SEPs. Observa-se um avanco
grande no desenvolvimento de estimadores de estado baseados em arquiteturas hibridas,
que integram medigoes fasoriais provenientes de PMUs, medi¢oes convencionais de sistemas
SCADA e leituras de medidores inteligentes, explorando de forma conjunta o potencial
dessas diferentes tecnologias (Cheng et al., 2023). Esse contexto refor¢a a demanda
por métodos de estimacao de estados que aliem baixo custo computacional, estabilidade
numérica e capacidade de integrar, de maneira coerente, o conjunto diversificado de
medicoes atualmente disponivel, de modo a embasar aplicagoes de monitoramento em

tempo real e apoiar a avaliacao da seguranga e da estabilidade de SEPs.

1.3 OBJETIVOS

O objetivo principal deste trabalho é propor, desenvolver e avaliar uma nova
metodologia para a estimacao de estados em SEPs, denominada Holomorphic Embedding
State Estimation Method (HESEM). A abordagem é formulada para o problema de
estimacao de estados e utiliza o formalismo do HELM, originalmente empregado em fluxo
de poténcia, como base matematica. Nesta proposta, o HELM fornece as equagoes de
suporte, enquanto a HESEM define o procedimento de estimacao adotado. Espera-se que a
metodologia proposta desempenhe um papel relevante no avango das técnicas de estimagcao
de estados em SEPs e, como consequéncia, contribua para a melhoria da eficiéncia e da

seguranca da operacao de sistemas elétricos.

Para atingir o objetivo geral deste trabalho, foram definidos os seguintes objetivos

especificos:

o Propor e validar matematicamente a incorporacao holomérfica das equagoes de
estimacao de estados associadas as medicoes coletadas do sistema, as quais sao

descritas em funcao das variaveis de estado;

o Implementar computacionalmente o método proposto utilizando o software MA-

TLAB;

o Aplicar o método proposto a estimagao de estados em sistemas teste de transmissao,
de distribuicao classicos e em sistemas de maior porte, como o sistema equivalente

brasileiro de 107 barras;

o Comparar os resultados obtidos pelo método proposto com aqueles fornecidos pelo
método dos MQP iterativo, tradicionalmente empregado na resolu¢ao do problema

de estimagao de estados.
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1.4 PUBLICACOES DECORRENTES

A principal contribuicdo desta dissertacao consiste no desenvolvimento da metodo-
logia de estimacao de estados em SEPs resolvida pelo método holomérfico. As pesquisas
desenvolvidas nesse contexto resultaram na elaboracao e publicacao dos trabalhos apresen-
tados a seguir. O trabalho atualmente submetido e em revisdo por pares esta destacado

em cinza:

e Rodrigues, F. M.; de Melo, I. D.; de Oliveira, B. C.; Falcao, D. M. Recursively Re-
weighted Holomorphic Embedding State FEstimation Method for Bad Data Suppression.
Submetido a IEEE Transactions on Power Systems, 2026.

e Rodrigues, F. M. e S.; de Melo, I. D.; de Oliveira, B. C.; Falcao, D. M. Ho-
lomorphic Embedding State Estimation Method using Phasor Measurement Units.
IEEFE Transactions on Power Systems 2025.

o Rodrigues, F. M. e S.; de Melo, I. D.; de Oliveira, B. C. Método para Controle
de Tensao em Barras Remotas usando o Fluxo de Poténcia Holomoérfico. In: SBA.
Anais do XI Simpdsito Brasileiro de Sistemas FElétricos, 2025. Sao Joao Del Rei,
2025.

o Rodrigues, F. M. e S.; de Melo, I. D.; de Oliveira, B. C. Analise da Estabilidade
de Tensao em Redes de Distribuicao: uma abordagem considerando o Fluxo de
Poténcia Holomorfico. In: SBA. Anais do XXV Congresso Brasileiro de Automdtica,
2024. Rio de Janeiro, 2024.

o Rodrigues, F. M. e S.; de Melo, I. D.; Lima, G. R. S. Analise fractal das multiplas
solugoes do fluxo de poténcia em sistemas elétricos. In: SBQEE. Anais da XV
Conferéncia Brasileira sobre Qualidade da Energia Elétrica, 2023. Sao Luis, 2023.

1.5 ESTRUTURACAO DO DOCUMENTO

Este trabalho esta organizado em cinco capitulos, conforme descrito a seguir:

o Capitulo 1: Introducao

O primeiro capitulo desta dissertagao é dedicado a contextualizacao da técnica de
estimacgao de estados aplicada aos SEPs. Nele, apresenta-se a metodologia mais
difundida na literatura, bem como suas limitacoes de convergéncia, aspecto que
motivou o desenvolvimento deste trabalho. Por fim, sdo descritos os objetivos
da dissertacao e as principais contribuicoes cientificas resultantes do processo de

desenvolvimento deste documento.
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o Capitulo 2: Estimagao de Estados em Sistemas Elétricos: Fundamentos e
Estado da Arte

No segundo capitulo é apresentado um apanhado geral da técnica de estimacao
de estados em SEPs, incluindo os equacionamentos da modelagem de incertezas
nas medi¢oes, culminando na formulagao geral do método dos MQP. Por fim,
apresenta-se uma linha cronolégica das principais contribuigoes sobre o tema até os

dias atuais.

o Capitulo 3: Método Holomoérfico para o Fluxo de Poténcia: Fundamentos
e Estado da Arte

O terceiro capitulo apresenta de forma detalhadas o equacionamento do HELM
aplicado ao problema de fluxo de poténcia. O nivel de detalhamento matemaético
empregado neste capitulo foi adotado para facilitar a compreensao do capitulo
seguinte. Além disso, o capitulo reine uma revisao do estado da arte sobre o tema,

destacando sua evolucao desde 2012 até os dias atuais.

o Capitulo 4: Metodologia Proposta

O quarto capitulo constitui o foco deste trabalho e apresenta a metodologia proposta
para um algoritmo de estimacgao de estados nao iterativo, baseado em incorporagao
holomérfica. O capitulo traz o equacionamento detalhado do método, além de um
fluxograma e de um exemplo tutorial resolvido passo a passo, com o objetivo de

esclarecer sua aplicacao.

o Capitulo 5: Resultados e Discussoes

No pentltimo capitulo sao apresentados os resultados das simulagoes computacionais
do método proposto, aplicadas aos sistemas IEEE de 14 e IEEE 33 barras e ao
sistema teste brasileiro de 107 barras. Nesse capitulo, diferentes planos de medigao
sdo avaliados e seus resultados sdo comparados com os valores de referéncia obtidos
pelo fluxo de poténcia. Por fim, apresenta-se uma analise comparativa de desempenho

entre o método proposto e a principal ferramenta utilizada atualmente na literatura.

o Capitulo 6: Consideracoes Finais

O 1ultimo capitulo apresenta as consideragoes finais alcancadas nesta dissertacao,

juntamente com potenciais recomendacoes para futuras pesquisas.
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2 ESTIMACAO DE ESTADOS EM SISTEMAS ELETRICOS: FUNDA-
MENTOS E ESTADO DA ARTE

Neste capitulo sao apresentados os fundamentos da estimacgao de estados em
SEPs, com énfase na formulacao classica por MQP, que constitui a base conceitual para
os desenvolvimentos posteriores desta dissertagao. Considerando que a estimagao de
estados e o método de MQP sao amplamente consolidados na literatura e empregados de
forma rotineira em centros de controle, opta-se por uma exposi¢ao mais sucinta, centrada
nas principais hipoteses de modelagem, na formulagao matematica do problema e no
procedimento numérico de solucao. Na sequéncia, € realizada uma revisao da literatura
sobre estimacao de estados em sistemas de transmissao e de distribuigao, destacando as

contribui¢oes mais relevantes, tendéncias recentes e desafios encontrados em cada contexto.

2.1 ESTIMACAO DE ESTADOS

A estimacao de estados é uma das técnicas mais importantes para o monitoramento
e a supervisao de redes elétricas, pois permite reconstruir a condi¢do operacional do
sistema a partir de informagoes parciais (medigoes obtidas de partes do sistema) e sujeitas
a incertezas referentes ao processo de instrumentagao (erros aleatérios de medigoes) (Cheng
et al., 2023). Em geral, sua implementagao ocorre nos centros de controle, integrada aos
sistemas SCADA, nos quais um processador de topologia consolida a configuracao da
rede em tempo real, com base nos dados de admitancias de elementos da rede, status
de disjuntores, chaves seccionadoras e possiveis contingéncias que afetem a configuracao
dos sistema. Com base nessa topologia e em um conjunto de medigoes disponiveis
continuamente (tipicamente associadas com erros aleatérios inerentes ao processo de
instrumentagao e medicao), a estimagao de estados torna possivel obter as tensdes em
todas as barras do sistema, fornecendo uma visao global do estado operativo, mesmo

quando nem todas as grandezas sao diretamente medidas (Darmis; Korres, 2024).

O desenvolvimento formal da estimacao de estados em SEPs teve inicio na década
de 1970, sendo formalizada por Fred Schweppe e sua equipe do Massachusetts Institute
of Technology (MIT) (Schweppe; Wildes, 1970), a partir da incorporagdo de conceitos
estatisticos e da teoria da regressao linear ao problema de monitoramento de redes elétricas,
respeitando as equagoes algébricas do fluxo de poténcia. Trabalhos pioneiros estabeleceram
as bases matematicas do problema ao reconhecer que as medigoes disponiveis em centros
de controle sdo afetadas por incertezas e que, portanto, a determinacdo do estado do

sistema deve ser tratada como um problema de natureza estatistica.

Do ponto de vista da modelagem, as medigoes coletadas em campo, tais como
poténcias ativas e reativas, tensoes e correntes, nao correspondem exatamente aos seus
valores reais, mas a versoes correspondentes contaminadas por erros aleatérios associados

aos instrumentos de medicao (transformadores de potencial e corrente) e aos canais de
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comunicacao (protocolos de comunicagao, sincronismo e envio de dados ao centro de
controle). Esses erros sdo geralmente tratados como varidveis aleatérias, sendo comumente
modelados por distribuicoes gaussianas de média nula, uma vez que esse modelo reproduz
adequadamente o comportamento observado na pratica e facilita o tratamento matematico
do problema (Abur; Exposito, 2004). Desta forma, uma medi¢do genérica z pode ser
modelada como a soma do valor verdadeiro p (associado ao valor médio de esperanga da
amostragem coletada) e de um erro aleatério com distribuicdo gaussiana e, conforme apre-
sentado na Equagao (2.1). Onde, o representa o desvio padrao do erro e estd diretamente

relacionado a classe de exatidao dos instrumentos de medigao.
2=+ e(0,0), (2.1)

Sob essa hipotese, a incerteza associada a medigdo é completamente caracterizada
pela sua Fungdo Densidade de Probabilidade (FDP) (Melo, 2022). No caso de erro

gaussiano, a FDP da medicao z é dada por:

FDP(2) = ¢ ()", (2.2)

A partir da Equacao (2.2), a estimagao do valor mais provavel associado a uma
medicao z pode ser interpretada como um problema de maximizacao da FDP. Em outras
palavras, maximizar (2.2) se reduz a minimizar o termo quadratico presente no expoente

da distribuicao Gaussiana, ou seja:

min J = (Z_“)2. (2.3)

20

Quando o problema é estendido para um conjunto de multiplas medicoes coletadas,
cada uma é associada a um desvio padrao especifico e obtém-se um critério de minimizacao
baseado na soma dos residuos ao quadrado normalizados pelas respectivas variancias.
Essa generalizacao conduz a formulagdo dos Minimos Quadrados Ponderados (MQP),

amplamente empregada na estimacao de estados em SEPs.

2.1.1 Minimos Quadrados Ponderados

Sendo X o vetor de varidveis de estado a ser estimado e ¢;(X) a fungao que relaciona
esse vetor a i-ésima medicdo, o problema de estimacao de estados pode ser formulado
conforme mostrado na Equagao (2.4), onde m representa o ntmero total de medigoes
disponiveis e ¢; denota o desvio padrao associado a i-ésima medigao:

2
"z — gi(x
min J(X) =) (z@()) . (2.4)
i=1 gi
Definindo A(X) = [¢1(X) -+ ¢m(X)]", a funcio objetivo J(X) pode ser reescrita

em termos madtriciais como:

J(&) = [z - h(&)] R [z — h(%)]. (2.5)
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Na representagdo matricial em (2.5), o vetor z é composto por todas as medi¢oes
utilizadas no processo de estimagao de estados, enquanto o vetor A(X) representa o conjunto
de equacoes de medicao, contendo os valores estimados correspondentes, calculados em
fungao do vetor de variaveis de estado. A matriz de covariancia R é formada por elementos

dispostos na diagonal principal, correspondentes as variancias das medicoes individuais,
2

dadas por o7;.

No método tradicional dos MQP, a solucao do problema de estimagao é obtida
a partir da derivada da funcdo objetivo J(X), contida em (2.5), em relagdo ao vetor de
estados, impondo-se que sua derivada seja igual a zero. Dessa forma, as condi¢bes de

otimalidade do problema devem ser satisfeitas, conforme expresso pela Equagao (2.6), na

qual a matriz Jacobiana das medigoes é definida como H(X) = 82&5‘):
0J(x
(AX) =-HE)'R [z )] =0. (2.6)
0x
Assumindo-se a expansao de a‘g—g() em série de Taylor ao redor de X!, obtém-se, em

cada iteracao, um sistema linear cuja solucao fornece a correcao do estado atualizado a
cada iteracao. Essa atualizacao é computada pelo método de Gauss—Newton, conforme a

Equagao (2.7), em que X' representa a estimativa na iteracao t.
=% - [HTEHRT'HE)] T H(F)R Tz — A(R)). (2.7)

A solugao do sistema linear (2.7) é obtida de forma iterativa, atualizando-se o vetor
de variaveis de estado X a cada passo do algoritmo. O processo é encerrado quando a
correcao calculada entre duas iteragoes consecutivas torna-se suficientemente pequena, isto
é, quando a norma de X' — %! fica abaixo de uma tolerancia pré-estabelecida e, de modo
que:
)A(t—f—l _ )A(t

<e. (2.8)

2.1.2 Revisao de Metodologias para Estimacao de Estados

Esta subsecao ¢ destinada a reunir alguns dos principais métodos desenvolvidos
para a estimagao de estados em SEPs, a partir da fundamentagao teérica proposta por
(Schweppe; Wildes, 1970), na qual o vetor de variaveis de estado é composto por angulos e
magnitudes de tensdo em todas as barras do sistema. A partir de medigoes coletadas de
forma esparsa, essas informagoes sao utilizadas em um centro de controle para se obter o

estado mais provavel do sistema.

Além da técnica tradicional dos MQP, outras abordagens ganharam destaque, per-
mitindo o amadurecimento da estimacao de estados desde sua concepcao até os dias atuais.
Dentre essas, destacam-se a técnica de transformagao ortogonal, utilizada para facilitar

a convergéncia dos métodos de estimagao (Monticelli; Murari; Wu, 1985), e a aplicagao
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de metodologias para a andlise da observabilidade da rede com um ntmero reduzido de
medidores (Monticelli; Wu, 1986). Essas abordagens baseiam-se fundamentalmente na

analise da matriz Jacobiana formada durante o processo de estimacao de estados.

Cronologicamente, apos as primeiras publicacoes acerca do tema, diversos algo-
ritmos foram propostos com o objetivo de lidar com a existéncia de erros grosseiros
provenientes dos medidores instalados em campo. Na técnica tradicional, o estimador de
estados assume a presenca de erros aleatorios oriundos do processo de instrumentacao, os
quais sao minimizados iterativamente. Contudo, quando erros sistematicos, também deno-
minados erros grosseiros ou bad data, estao presentes no vetor de medig¢oes utilizado pelos
algoritmos, o processo de estimacao pode resultar em solugoes com baixa acuracia. Nesse
sentido, Mili e Cutsem (1988) ressaltou a necessidade de, apds a realizagao do processo
de estimagao, detectar a presenca de erros grosseiros para posteriormente identificid-los e

remové-los do plano de medicao.

A técnica mais amplamente utilizada para a deteccdo de erros grosseiros é a
aplicagao do teste da qui-quadrada. Para a identificacao desses erros, realiza-se a analise
dos residuos de medi¢ao normalizados maximos, a partir de inferéncias estatisticas e testes
de hipéteses (Mili; Phaniraj; Rousseeuw, 1990). Uma vez identificada a medigao errdnea,
esta pode ser excluida do plano de medigao, desde que o sistema permaneca observavel

apoés sua retirada.

O método LAV (Least Absolute Value) foi desenvolvido a partir dos trabalhos de
Singh e Alvarado (1994). Nessa abordagem, a equacao de estimagao que visa minimizar o
somatoério das diferencas quadraticas entre as medigoes e seus valores estimados corres-
pondentes é substituida por uma formulagdo que busca minimizar o valor absoluto dessas
diferencas. Essa abordagem mostra-se mais robusta frente a introducdo de multiplos erros

grosseiros nas medigoes.

A remocao de erros grosseiros do plano de medicao pode resultar na perda da
observabilidade da rede, fazendo com que o estimador de estados apresente divergéncia
ou problemas de convergéncia, uma vez que a retirada de medidas criticas pode interferir
negativamente no processo de estimacao. Nesse contexto, uma alternativa proposta consiste
na aplicacao de técnicas de robustez estatistica com o objetivo de suprimir iterativamente
os erros grosseiros existentes no plano de medigao (Mili; Phaniraj; Rousseeuw, 1990). Com
base nessa premissa, diversos algoritmos denominados estimadores robustos de estados
foram propostos, conforme descrito em (Mili et al., 2002). Esses métodos sdo desenvolvidos
a partir da aplicacao de técnicas avancadas de estatistica que permitem a supressao de

dados espturios em um conjunto de medicoes.

Em outra vertente, as técnicas de estimagao também foram aprimoradas com o
objetivo de contornar problemas de convergéncia e a fragilidade da aplicacao direta do

método de Gauss-Newton sem o uso de técnicas de esparsidade, fatoragao e particionamento
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matricial. Destaca-se o desenvolvimento de métodos desacoplados (Monticelli; Garcia,
2002), nos quais as medigdes que interferem predominantemente nos calculos de poténcia
ativa e reativa sao separadas em dois grupos, permitindo o calculo dos angulos e das
magnitudes de tensdo de forma desacoplada, de maneira andloga as técnicas empregadas

no fluxo de poténcia desacoplado.

O método de Peters e Wilkinson (Gu et al., 2007) representou uma das principais
inovagdes metodologicas apos a publicagdo dos trabalhos pioneiros de Schweppe. Por meio
de técnicas de fatoracao voltadas a melhoria da convergéncia do estimador de estados em
casos de mal condicionamento matricial, esse método possibilitou a obtencao de solucoes

para sistemas sobrecarregados e numericamente mal condicionados.

Além disso, a formulacao do problema de estimagao de estados como um modelo de
otimizagdo tornou-se um marco relevante nesse contexto (Korres, 2002). Nessa abordagem,
além da minimizacao da soma quadratica dos residuos de medi¢ao, novas equacoes sao
adicionadas ao modelo sob a forma de restrigoes de igualdade. Como exemplo, para
medi¢oes com elevada acuracia e alta confiabilidade de seus valores reais, a utilizacao
de restrigoes de igualdade mostra-se adequada, como nos casos de barras com injecao
de poténcia nula, também denominadas barras de passagem. Em cenarios com baixa
observabilidade, o uso desse tipo de restricao contribui para um melhor condicionamento
do sistema linear resolvido iterativamente, permitindo a obtencao de estimativas mais
acuradas ao final do processo de estimacao. Esse tipo de informagao adicional sobre o

sistema é comumente denominado medida virtual na literatura.

O uso de restricoes de desigualdade também constitui um marco relevante na
evolucao dos estimadores de estados. Desde os trabalhos iniciais de Handschin, Langer e
Kliokys (1995) e Clements, Davis e Frey (2002), restrigoes de desigualdade passaram a ser
utilizadas para inferir sinais de fluxos de poténcia e poténcias injetadas, permitindo uma
melhor representacao do sistema quando essas grandezas modelam cargas ou geracao de
poténcia. Posteriormente, o uso dessas inequagoes possibilitou a introducgdo do conceito de
pseudomedidas, definidas como dados obtidos a partir de séries histéricas e informagoes
mensais de faturamento de consumidores. Embora apresentem baixa acuracia, essas
informacoes podem ser utilizadas para complementar a escassez de medi¢des em tempo
real em redes com observabilidade deficitaria (Singh; Pal; Jabr, 2010).

Outro marco importante foi o desenvolvimento da tecnologia de sincrofasores, que
possibilitou a obten¢ao nao apenas das magnitudes, mas também dos angulos dos fasores,
coletados em pontos geograficamente distantes de um sistema elétrico supervisionado.
Nesse contexto, foi implantado em Atlanta o primeiro sistema trifisico de monitoramento
de grandes areas utilizando PMUs, permitindo o monitoramento continuo de grandezas
elétricas e de correntes harmonicas propagando-se em linhas de transmissao (Fardanesh et
al., 1998; Meliopoulos et al., 2008).
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O uso de PMUs consolidou-se como uma tecnologia que representa uma mudanca
significativa nos sistemas de monitoramento, pois possibilitou a obtencao de informacoes
em tempo real com elevadas taxas de amostragem. Essas caracteristicas permitem nao
apenas a estimacao da dindmica da rede elétrica monitorada, mas também a melhoria
significativa das estimativas de estado em regime permanente. Isso se deve ao fato de
as PMUs fornecerem informacoes angulares sincronizadas por meio do GPS, oferecendo
medigoes de alta precisdo e sincronismo temporal, o que facilita andlises de estabilidade e
segurancga de SEP (Abbasy; Ismail, 2009; Su; Liu, 2015).

Os métodos de estimacao de estados desenvolvidos antes da ampla disseminacao
das PMUs passaram por revisdoes com o objetivo de incorporar essas novas possibilidades
aos algoritmos classicos, permitindo maior efetividade no monitoramento da dindmica do
sistema por meio de técnicas estaticas e dinamicas. Nesse contexto, destacam-se aplicagoes
baseadas no filtro de Kalman (Karimipour; Dinavahi, 2015; Zhao; Netto; Mili, 2016; Zhao,
2017; Zhao et al., 2019).

Outra técnica relevante é a minimizacao da correntropia, descrita por Miranda,
Santos e Pereira (2009). Essa abordagem é caracterizada pela modificagao da fungao
objetivo a ser minimizada durante o processo de estimacao de estados, incorporando
conceitos avangados de estatistica e teoria da informacao. Essa técnica permite mitigar
erros grosseiros introduzidos por medi¢oes angulares incorretas provenientes de PMUs
(Nogueira et al., 2023).

O arcabouco teorico estabelecido pelas técnicas desenvolvidas para o monitoramento
de redes de transmissao, incluindo sistemas de alta e extra-alta tensao, serviu como base
para o desenvolvimento de estimadores de estados aplicados a redes de distribuicao.
Esses estimadores possibilitam o monitoramento de sistemas de média tensao a partir do
uso combinado de medigoes em tempo real, micro-PMUs, que sao versoes modulares e
compactas das PMUs tradicionais, adequadas para instalagao em niveis de média e baixa
tensao, além de medig¢oes com diferentes granularidades temporais, exigindo frequentemente

o emprego de técnicas hibridas de estimacao de estados.

Além disso, a aplicacdo direta de estimadores classicos em sistemas de distribuicao
nao se mostra plenamente efetiva devido as particularidades dessas redes, tais como
impedancias assimétricas, trechos de linhas curtos, alimentadores predominantemente
radiais e a escassez de medigdes em tempo real distribuidas ao longo da rede. Essas
caracteristicas tornam desafiadora a tarefa de estimar grandezas elétricas em cada centro

de carga e transformador de média tensao.

Nesse sentido, uma das primeiras modificacbes propostas por Baran e Kelley
(1994) e Baran e Kelley (1995) foi a adogao de pseudomedidas de carga, geralmente
obtidas a partir de dados de faturamento e consumo médio mensal de cada consumidor,

agregados em pontos de carga da rede. Embora pouco precisas, as pseudomedidas permitem
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complementar as informacgoes coletadas por um ntimero reduzido de medidores instalados
na rede. Adicionalmente, o vetor de varidveis de estado, tradicionalmente composto
por tensoes fasoriais em cada barra, é substituido por correntes de ramo nas linhas de
distribui¢ao (Baran; Kelley, 1995). Essa mudanga possibilitou a obtengao de estimativas
mais satisfatorias para sistemas de distribuicdo, uma vez que os angulos de tensao nessas
redes sao geralmente muito pequenos entre barras consecutivas. Por outro lado, as correntes
de ramo apresentam maior abertura angular, fornecendo maior variabilidade e permitindo
a obtencao de equacgoes linearmente independentes, o que contribui para uma estimacao

mais eficaz do estado operativo da rede.

A partir dessa abordagem, diversas outras metodologias foram desenvolvidas
com o objetivo de aprimorar a estimacao de estados em redes de distribuicao. Uma
das caracteristicas mais desafiadoras nesse contexto é a modelagem de redes trifasicas
desequilibradas (Baran; Kelley, 2002).

Ainda no contexto do monitoramento de redes de média tensao, o conceito de
redes elétricas inteligentes foi fundamental para a introducao dos chamados medidores
inteligentes, ou smart meters. Esses sensores digitais foram desenvolvidos para a medicao
de poténcia ativa e reativa proximo aos consumidores, permitindo observar o consumo e a
demanda em intervalos de tempo continuos, tradicionalmente de quinze em quinze minutos
(Alimardani et al., 2015). O avango tecnoldgico, contudo, possibilitou o surgimento de

equipamentos com diferentes granularidades temporais e niveis de acuracia (Melo, 2022).

O uso combinado de PMUs, micro-PMUs, medidores inteligentes e pseudomedidas
tornou-se uma tendéncia na evolucao dos estimadores de estado aplicados a sistemas de
distribuicao, conforme destacado nas revisoes de literatura apresentadas por Primadianto
e Lu (2016) e Dehghanpour et al. (2018).

Nesse contexto, Oliveira et al. (2018) prop6s um modelo de otimizagao com restrigoes
de desigualdade que utiliza pseudomedidas e um ntimero limitado de apenas duas PMUs
por alimentador trifasico, considerando a radialidade intrinseca da maioria dos sistemas
de média tensao. Essa abordagem permite estimar com precisao os estados operativos do
sistema ao longo do dia, representando uma estratégia de baixo custo para implementacao

em centros de controle e operacao de sistemas de distribuicgao.

A aplicacao do método de pontos interiores com barreiras de seguranca para o
monitoramento de grandezas elétricas trifasicas e componentes harmonicas em tempo real
foi proposta por Melo et al. (2019). Essa abordagem alia modelos de redes desequilibradas
estimadas no dominio da frequéncia, possibilitando a estimacao de indices de qualidade de

energia relevantes para o acompanhamento da qualidade do fornecimento aos consumidores.

Com base nessa mesma abordagem, demonstrou-se ser possivel utilizar estimadores
de estados para a identificacao de perdas nao técnicas de energia, comumente associadas

a furtos de energia elétrica (Souza et al., 2020), para o monitoramento de curvas didrias
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de carga e geracao, para a identificacao de erros grosseiros introduzidos nas medic¢oes de
PMUs Oliveira, Melo e Souza (2021), bem como para a estimagao da tensao entre neutro
e terra, conhecida como NEV (Neutral-to-Earth Voltage), em sistemas multiaterrados com

a presenca de quatro condutores (Melo; Teixeira; Mingoranga, 2023; Diogo et al., 2024).

O uso do filtro de Kalman com medigoes provenientes de PMUs para o moni-
toramento de microrredes de média tensdao também foi explorado por Melo e Antunes
(2022) e Nogueira et al. (2023), considerando variagoes de frequéncia, operacao ilhada de
microrredes e a representacao de dispositivos do tipo grid-forming, os quais contribuem

ativamente para a variacao da frequéncia da rede monitorada.

O presente trabalho insere-se nessa linha de pesquisa, uma vez que, na publicacao
de 2025, Rodrigues et al. (2025) propde o uso de fungdes holomorfas para a resolugao
analitica do problema de estimacao de estados por meio do método holomérfico, com base
em medicoes fasoriais sincronizadas. A relevancia desse trabalho no contexto do estado da
arte reside na adogao de uma técnica distinta das abordagens iterativas tradicionais. Essa
metodologia permite o uso de PMUs tanto para o monitoramento de redes de transmissao
quanto de distribuicao, nao apresentando problemas de convergéncia ou instabilidade
numérica. Diferentemente das técnicas baseadas em processos iterativos, essa abordagem
mostra-se eficaz independentemente dos valores iniciais usualmente adotados na estimacao

de estados.

Em sintese, as referéncias discutidas nesta subsecao estdo reunidas na Figura 1, na
qual foi elaborada uma linha do tempo com os principais marcos relacionados a estimagao
de estados em SEPs. De forma visual, a figura organiza cronologicamente as contribuigoes
da literatura, permitindo observar a progressao das abordagens propostas e situar este

trabalho no contexto do desenvolvimento histoérico do tema.



Observabilidade

Estimador "“hibrido” combinando trans-
formac3o ortogonal e técnicas de espar-
sidade para melhorar robustez numé-
rica/convergéncia. Monticelli, Murari e
Wu (1985).

Implementacdo pratica de bad data proces-
sing no pés estimacdo de estados (detec-
tar, identificar e remover). Mili e Cutsem
(1988).

Estimacdo robusta via WLAV/LAV (mini-
mizag&o do valor absoluto do erro) para
reduzir sensibilidade a multiplos bad data.
Singh e Alvarado (1994).

Uso de pontos interiores para resolver o
problema de estimacdo de estados com
restrices de forma eficiente e numerica-
mente estavel. Handschin, Langer e Kliokys
(1995).

Qualidade de energia

Monitoramento/estimac3o de harméni-
cos com medic¢Bes sincronizadas GPS para
acompanhamento em larga area. Fardanesh
et al. (1998).

Observabilidade

Estimador rapido desacoplado (separando
predominantemente efeitos de P — 6 e
Q@ — V) para reduzir custo e melhorar es-
tabilidade numérica. Monticelli e Garcia
(2002).

Tratamento explicito de restricdes de de-
sigualdade (ex.: sinais/limites de fluxos e
injecBes) na formulacdo de estados. Cle-
ments, Davis e Frey (2002).

Observabilidade

Solu¢3o do estimador de estados em siste-
mas mal-condicionado via fatora¢des (mé-
todo de Peters—Wilkinson) para aumentar
robustez em casos sobrecarregados. Gu et
al. (2007).
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Figura 1 — Linha do tempo de contribuicoes relacionadas a Estimacao de Estados.

Formulagdo fundacional da estimacdo de
estados em SEPs via MQP com estados em
magnitudes e dngulos de tensdo. Schweppe
e Wildes (1970).

Observabilidade

Procedimento de anélise de observabilidade
e identificacdo de medidas criticas a partir

da estrutura do estimador. Monticelli e Wu
(1986).

Estrutura estatistica para detec-
¢3o/identificac3o de erros grosseiros com
testes de hipéteses (x? e residuos normali-
zados). Mili, Phaniraj e Rousseeuw (1990).

Primeiras adaptacdes para estimacio de
estados em distribuicdo usando pseudomedi-
das para suprir escassez de sensores. Baran
e Kelley (1994).

Substituicdo do vetor de estados por corren-

tes de ramo para redes radiais de distribui-
¢3o. Baran e Kelley (1995).

Revisdo de estimadores robustos e técnicas
de supressido iterativa de outliers em esti-
mac3o de estados. Mili et al. (2002).

Formulagdo do estimador de estados como
otimizagdo com restricGes de igualdade

(ex.: injecBes nulas/medidas virtuais) para
melhorar condicionamento. Korres (2002).

Evolucdo do estimador por correntes de
ramo incorporando melhorias de modela-
gem/medic3o (ex.: uso de tens3o e aspec-
tos de rede trifasica/desequilibrada). Baran
e Kelley (2002).

Arquitetura/abordagem distribuida para
monitoramento/estimagdo com sincrofaso-
res em sistemas de grande porte. Meliopou-
los et al. (2008).
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Alocacgdo 6tima de PMUs com critério unifi-
cado (observabilidade + noc3o de medidas
criticas) voltado a estimacdo de estados.
Abbasy e Ismail (2009).

Pseudomedida

Modelagem de pseudomedidas de

carga (ex.: via abordagem probabilis-
tica/estatistica) para viabilizar a estimac3o
de estados em distribuicdo com baixa ins-
trumentacdo. Singh, Pal e Jabr (2010).

Estimacgdo dinamica

Estimagdo dindmica com EKF (ou varia-
¢Bes) usando PMUs para rastrear estados
do sistema ao longo do tempo. Karimipour
e Dinavahi (2015).

Estimador dindmico robusto do tipo
IEKF/GM-IEKF com PMUs para acom-
panhar transitérios e reduzir impacto de
outliers. Zhao, Netto e Mili (2016).

Estimac¢3o dinamica

Modelagem de correlagdo de medi-
¢Bes/ruidos em estimagdo dindmica para
aumentar consisténcia das estimativas.
Zhao (2017).

Estimac3do de estados em redes de distribu-
icdo trifasica descentralizada com PMUs,
usando correntes de ramo como estados
(radialidade e baixa instrumentacdo). Oli-
veira et al. (2018).

Estimacgdo dinamica

Sintese do estado da arte em estimac&o
dindmica (motivacgdes, filtros, desafios e
tendéncias). Zhao et al. (2019).

Detecgdo/identificagdo/correcdo de bad
data em estimacgdo de estados em redes
de distribuicdo trifasica baseada em PMUs
(abordagem hibrida e residuos normaliza-
dos). Oliveira, Melo e Souza (2021).

Estimacao dinamica

Estimacdo de estado e frequéncia de micror-
redes via Kalman, combinando medigdes
sincronizadas (PMUs) e n3o sincronizadas
(smart meters). Melo e Antunes (2022).

O06066606060666066660666086

Func3o objetivo baseada em méaxima cor-
rentropia aplicada a estimac3o de estados
para robustez a medi¢cSes espurias. Mi-
randa, Santos e Pereira (2009).

Estimador baseado em PMUs (hibrido com
pseudo-medi¢cdes) para melhorar rastrea-
mento/monitoramento do sistema e compa-
rar com o estimador convencional. Su e Liu
(2015).

Estimac3o de estados em distribuicido com
smart meters nao sincronizados e discus-
sdo do impacto de assincronia/atualizacdo
temporal nas estimativas. Alimardani et al.
(2015).

Revisdo dos métodos e desafios de estima-
¢3o de estados em distribuicdo (modelagem,
medic3o, observabilidade e particularidades
de distribuicdo). Primadianto e Lu (2016).

Survey amplo de estimac¢do de estados em
distribuicdo: formulacdes, pseudomedidas,
alocacdo de medidores, topologia, renova-
veis e ciberseguranca. Dehghanpour et al.
(2018).

Qualidade de energia

Estimacdo harmoénica em distribuicdo via
modelos de otimiza¢do por ordem harmé-
nica e com poucas PMUs, considerando

perfis didrios de carga. Melo et al. (2019).

Aplicacdes

Identificacdo/detec¢cdo de perdas n3o téc-

nicas com apoio de estimacdo de estados e
testes/heuristicas de inconsisténcia. Souza
et al. (2020).

Qualidade de energia

Sistematizacdo didatica de estimacdo de es-
tados conectando redes inteligentes e temas
de qualidade de energia (visdo “abordagem
sistémica”). Melo (2022).
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Aplicacdo do critério de maxima correntro-
pia para mitigar erros grosseiros em medi-
¢Bes fasoriais. Nogueira et al. (2023).

Aplicagdes

Estimac3do conjunta do estado e da tensdo
NEV (neutral-to-earth voltage) em redes
multiponto aterradas. Melo, Teixeira e —
Mingoranga (2023).

Estimador de estados trifasico a quatro
fios considerando neutro e impedancias de
aterramento, com pseudomedidas tratadas

como desigualdades. Diogo et al. (2024).

Holomérfico

Proposicido do HESEM: estimac3o de esta-
dos holomoérfica baseada no formalismo do
HELM e em medicGes fasoriais sincroniza-
das (PMUs). Rodrigues et al. (2025).

000646

2.2 CONCLUSOES PARCIAIS

Neste capitulo foi apresentada uma visao geral da estimagao de estados em SEPs,
com énfase na modelagem das incertezas associadas as medigoes e na formulacao do método
dos MQP. Em seguida, foi conduzida uma revisao do estado da arte, sintetizando a evolugao
das principais contribuigoes da literatura e estabelecendo a base tedrica necesséaria para o

desenvolvimento dos capitulos subsequentes.
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3 METODO HOLOMORFICO PARA O FLUXO DE POTENCIA: FUN-
DAMENTOS E ESTADO DA ARTE

Neste capitulo sao apresentados os fundamentos do Método Holomoérfico para o
calculo do fluxo de poténcia, que constitui um dos pilares desta dissertacao e serve de base
para a metodologia proposta para estimacao de estados. Considerando que se trata de uma
abordagem ainda menos difundida na literatura, opta-se por uma exposicao mais detalhada
de seus conceitos, hipoteses e etapas de formulagao, com o objetivo de tornar explicita a
légica que sustenta o método e facilitar a leitura dos desenvolvimentos posteriores. Na
sequéncia, é realizada uma revisao da literatura relacionada ao método, destacando as

principais contribuicoes, extensoes e aplicagoes, bem como limitagoes e desafios reportados.

3.1 METODO HOLOMORFICO

O calculo do fluxo de poténcia é fundamental para a operacao e o planejamento de
SEPs, pois permite determinar o perfil de tensoes e os fluxos de poténcia nos ramos a partir
dos dados de carga, geracao e parametros da rede. Em geral, esse problema ¢ resolvido
por métodos numéricos iterativos amplamente utilizados, como Newton—Raphson e suas
variantes, baseados em sucessivas linearizagoes das equagoes nao lineares do sistema. Apesar
de sua eficicia, tais métodos podem apresentar limitagoes associadas a dependéncia de
uma solugao inicial adequada e a dificuldades de convergéncia em regimes de carregamento
elevado, em situacoes de mal condicionamento numérico e na proximidade de pontos

criticos de operagao (Melo; Rodrigues; Lima, 2023).

Diante dessas limitagoes, Trias (2012) introduziu um novo método para a resolucao
das equacgoes do fluxo de poténcia, proporcionando uma solugao tnica e estavel. Esse
método, denominado Holomorphic Embedding Load-flow Method (HELM), elimina a
necessidade de estimativas iniciais para as variaveis a serem calculadas, pois essas sao
determinadas diretamente pelo algoritmo por meio de um processo chamado célculo da
solucao germinal. Além disso, a solugao é obtida de forma nao iterativa, garantindo um
tempo computacional reduzido e eficiente. Essas caracteristicas decorrem da formulagao

analitica adotada pelo método, a qual se apoia em conceitos de analise complexa.

O HELM fundamenta-se no conceito de fun¢des holomorfas. Uma fun¢ao holomorfa
¢ uma funcao de variavel complexa que satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann em uma
regiao do plano complexo, sendo, portanto, diferenciavel em todos os pontos desse dominio.
Essa importante propriedade permite que tais fungoes sejam representadas por meio de
sua expansao em série de Maclaurin, conforme mostrado na Equagao (3.1). No contexto
do método holomoérfico aplicado a sistemas de poténcia, essa representagao em série é

utilizada para modelar as grandezas elétricas de interesse, em particular as tensoes nodais.

f@) =3 flnl o = 0]+ f1) a+ f2] @+ 13 O (3)
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3.1.1 Incorporagao holomérfica

Uma vez modelado o sistema de poténcia no dominio fasorial, a poténcia complexa

“1” pode ser escrita em funcao do seu fasor de tensao, a partir

injetada em uma barra
das leis de Kirchhoff. Considerando o conjunto das N barras do sistema, obtém-se as
Equagoes de Balango de Poténcia (EBPs) apresentada na Equacao (3.2). Nessa expressao,
Y;r corresponde a admitancia generalizada entre as barras “i” e “k”, a qual incorpora
simultaneamente as admitancias dos ramos e os termos shunt associados as barras.

N S@p *

ZYMVk = ( ‘Z/ ) , Vi € N. (32)

k=1 g

Seguindo a formulagao proposta por Trias (2012), introduz-se uma variavel com-
plexa, denotada por «, as EBPs descritas em (3.2), de modo que as variaveis de estado
passem, por definicao, a serem tratadas como func¢oes holomorfas dessa variavel. Existem
diversas formas de se realizar essa incorporacao. Neste trabalho, adota-se a estratégia
em que todos os termos especificados em (3.2) sao multiplicados pelo pardmetro de incor-
poracao «, enquanto as incégnitas passam a ser representadas como fungoes dessa nova

variavel.

3.1.1.1 Barra de carga

Sob essa parametrizagao proposta, a modelagem matematica de uma barra de

wpn
1

carga pertencente ao conjunto PQ do sistema pode ser expressa na forma apresentada
na Equagao (3.3).

N
> YilVila) = a (P = jQIT) Wi (") — a¥{"Vi(a), Vi PQ. (3.3)
k=1

Observa-se, em (3.3), a presenga do termo W;*(a*), o qual corresponde ao inverso
da tensao V;*(a*), conforme definido na Equacao (3.4). A introdugao dessa varidvel desem-
penha papel central na formulacao do método e sera utilizada ao longo do desenvolvimento

sempre que apropriado (Subramanian; Feng; Tylavsky, 2013).

Wi(e") = o, VieN. (3.4)

3.1.1.2  Barra de geragao

Para as barras de geracao, concentradas no conjunto PV, adota-se um procedimento
analogo, cuja formulagao é apresentada na Equagao (3.5). Entretanto, como a poténcia
reativa nao é previamente especificada nesse tipo de barra, sua representagao também é
parametrizada em fungao de «, devendo ser tratada como incégnita juntamente com as
tensoes nodais.

% YiiVila) = (aPf™ = jQi(e)) Wi (") — aY¥;"Vi(a), Vi€ PV. (3.5)

%
k=1
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3.1.1.3 Barra de referéncia

A modelagem para a barra de referéncia, ou slack, representada pelo conjunto
unitario V@, é apresentada na Equagao (3.6). Note que uma formulagao especial é atribuida

a essa barra, pois sua tensao complexa deve sempre ser especificada.

Vi(e) =1+ a (VP —=1), VieVe. (3.6)

3.1.2 Séries de MacLaurin

A representagdo matematica de cada barra do sistema ¢é construida a partir de
func¢oes holomorfas associadas as tensoes nodais e, no caso das barras do conjunto PV,
as respectivas poténcias reativas. Por meio da parametrizacao em funcao de « escolhida,
garante-se que, ao se tomar o« = 1, as EBPs do fluxo de poténcia convencional sejam
integralmente recuperadas, caracterizando a condigdo de operacao nominal. Nessa configu-
racgao, a avaliagao das fungoes V;(a) e Wi(a), Vi € N, e Q;(a), Vi € PV, no ponto o = 1,
conforme definido em (3.3), (3.5) e (3.6), corresponde a solugao estével do fluxo de poténcia.
Nesse sentido, o objetivo central do método consiste em determinar explicitamente essas

funcgoes.

A partir dessa modelagem holomérfica, a determinacao das variaveis de estado do
problema, isto é, as tensoes em todas as barras e as poténcias reativas nas barras do tipo
“PV?”, é realizada por meio do desenvolvimento das fungoes V;(«), W;(a) e Q;(«) em séries
de Maclaurin, de forma anéloga a representagao genérica apresentada em (3.1), conforme
indicado nas Equagoes (3.7), (3.8) e (3.9).

ZV Vi[0] + Vi[lJa + -+ Vi € N. (3.7)
Z W n = W 0] + Wil]a" +---Vi e N, (3.8)
ZQ@ — Q0] + Q:[1]a+---Vi € PV. (3.9)

Dessa forma, resolver o problema de fluxo de poténcia utilizando o HELM equivale
a determinar os coeficientes das séries que representam as fungoes V;(«a), Wi(a) e Q;(«),
até uma ordem n adequada e soma-los, uma vez que a solu¢ao do fluxo de poténcia é

determinada avaliando-se essas séries em o = 1.

3.1.2.1  Solugao germinal

Para determinar recursivamente os coeficientes das séries de Maclaurin das tensoes
nodais, dos inversos das tensoes nodais e das poténcias reativas, descritas em (3.7), (3.8)

e (3.9), respectivamente, é necessario especificar uma condigao inicial para o pardmetro
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de incorporacao a. Essa condicao, denominada solugdo germinal, é obtida avaliando-se
as equagoes holomorfas no ponto a = 0. Conforme discutido em Subramanian, Feng e
Tylavsky (2013), tal ponto corresponde & operacao do sistema na auséncia de cargas e de

geracao, isto é, um estado em que nao ha correntes circulantes na rede.

Considerando a formulac¢ao holomorfa da barra slack, apresentada em (3.6), e a

expansao em série de Maclaurin de V;(«) definida em (3.7), obtém-se:

Vo + Villla+--- =1+ a (VS —1), VieVe. (3.10)

Ao impor a condi¢do a = 0 na Equagdo (3.10), obtém-se o primeiro coeficiente da

série, que representa a funcao holomorfa da tensao na barra slack:
Vil =1, VieVe. (3.11)

Em seguida, combinando-se (3.3), (3.7) e (3.8), a equacgao de injecao de poténcia

nas barras de carga pode ser escrita em termos das séries de Maclaurin como:

VI (VO] Velller ) = (BE7 = JQIT) (V04 Wil )

— oY (V0] + Vi[lla+--+), Vi€ PQ.

Avaliando a Equagao (3.12) em a = 0, observa-se que todos os termos do lado direito

sao proporcionalmente multiplicados por « e, portanto, anulam-se. Assim, obtém-se:

i\/: YiVi[0] =0, ViePQ. (3.13)

k=1
A Equagao (3.13) descreve o equilibrio de correntes na rede em condi¢ao sem
injecoes de poténcia nas barras do tipo “P@Q”. Sob a hipdtese usual de que a rede é
conectada e de que a matriz de admitancias de transmissao Y* nao contém admitancias
de derivacao, tal equilibrio s6 pode ser satisfeito se todas as tensoes nodais compartilharem

o mesmo valor. Como em (3.11) foi fixado V;[0] = 1 na barra slack, conclui-se que:

Vij)]=1, VieN. (3.14)

Os coeficientes associados as fungdes reciprocas das tensoes nodais W;(«) podem
ser obtidos a partir da relagao apresentada na Equagao (3.15) em conjunto com as com

suas respectivas expansoes em série.

Wi(a) = . (3.15)

Substituindo expansoes definidas em (3.7) e (3.8) na Equagao (3.15), obtém-se:

Wilo] + Willla+ - = — —, VieN. (3.16)



37

Ao avaliar (3.16) em o = 0 e utilizar o resultado obtido em (3.14), conclui-se que:

W;[0] = —1, VieN. (3.17)

Como W;[0] é real, tem-se também W;[0] = 1 para todas as barras.

Por fim, para determinar ();[0] nas barras do tipo “PV”, combina-se o resultado

obtido em (3.5), (3.7), (3.8) e (3.9), o que leva a seguinte expressao em séries:

2_: Vil (Vil0] + Vi[la + - ) = (P — j (Qi[0] + Qi[a + -+ )) (W[0] + W7 [La" +

— oY (Vi[0] + Vi[lla+--+), Vi€ PV.

(3.18)
Impondo a = 0 em (3.18), resulta:
N
> YiVil0l = —j Q0] W [0], ViePV. (3.19)
k=1

Por outro lado, como a solugdo germinal é tal que V;[0] = 1 para todas as barras,
conforme (3.14), e W*[0] = 1, de acordo com (3.17), a soma no lado esquerdo de (3.19)

representa novamente uma condi¢ao de auséncia de correntes, o que implica:

Qi[0] =0, ViePV, (3.20)

Em sintese, a solu¢ao germinal do HELM ¢ caracterizada por V;[0] = 1 e W;[0] =1
em todas as barras, enquanto );[0] = 0 nas barras “PV”. Esses coeficientes iniciais sdo
utilizados como condicao de partida para o calculo recursivo dos termos de ordem superior

das séries de Maclaurin das grandezas de interesse.

3.1.2.2  Termos de ordem superior

Uma vez obtida a solugdo germinal, isto é, os coeficientes de ordem zero das séries
Vi(a), Wi(a) e Qi(«), descritas em (3.7), (3.8) e (3.9), respectivamente, torna-se necessario
estabelecer uma formulacao recursiva que permita calcular os coeficientes de ordem superior
(n > 1). Essa formulagao é obtida a partir do desenvolvimento algébrico de (3.10), (3.12),
(3.16) e (3.18), nas quais se introduzem as representagoes em séries de Maclaurin das

grandezas envolvidas.

3.1.2.2.1 Desenvolvimento matemadtico: Inverso das tensoes

Partindo da relacao entre V;(«) e W;(«), dada em (3.16), tem-se que o produto

dessas séries é identicamente igual a 1, o que pode ser escrito como:

(Vil0] + Villa + Vi[2Ja® + -+ ) (Wi[0] + Will]a + Wi[2]a® + -+ ) =1, Vie N. (3.21)
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Uma forma direta de explorar (3.21) consiste em realizar a multiplicagao das séries
de Maclaurin e, em seguida, igualar os coeficientes associados a uma mesma poténcia de

a em ambos os lados da igualdade. Esse procedimento resulta no seguinte sistema de

equagoes:
VO =1 = W=
VO|Wi[1] + Vi[1]Wi[0] =0 =  W,[1] = _%[1/]1-?(‘)/];[0]’
Vi[1] Wi[1] + V;[2] W;[0]

VO] Wil2] + Vi Wil + Vi[2] Wi[0] =0 = W2 = —— -[A- 0]

Vi € N.
(3.22)

Observa-se que as equagoes em (3.22) seguem um padrao bem definido: para cada
ordem n > 1, o coeficiente W;[n| depende apenas dos coeficientes de ordem igual ou inferior

de Vi(a) e W;(a). De forma compacta, esse padrao pode ser generalizado para:

1

n—1
> Viln—k|Wilk], n>1,VieN. (3.23)
k=0

Dessa forma, (3.23) estabelece um procedimento recursivo: cada novo coeficiente
W;[n] é calculado a partir do conhecimento dos coeficientes V;[0], . ..,V;[n] e dos termos
Wi[0], ... ,Wi[n — 1]. Assim, o conjunto completo de coeficientes de W;(«) pode ser obtido
sucessivamente, ordem a ordem, com base apenas nos coeficientes previamente conhecidos

de Vi(«).
3.1.2.2.2 Desenvolvimento matemdtico: Barra de referéncia

Para a barra slack, parte-se de (3.10) e compara-se, termo a termo, os coeficientes
de o em cada lado da igualdade, assim como foi desenvolvido na subsecdo anterior. Dessa
forma, além do termo de ordem zero V;[0] = 1, previamente definido como solugao germinal,
obtém-se que o coeficiente de primeira ordem é dado por V;[1] = V,*” — 1, enquanto todos
os coeficientes de ordem superior, V;[n] com n > 1, sdo nulos. De forma compacta, para as
barras do conjunto V@, tem-se:

Ve —1, sen=1,
Viln] = Vi e V0. (3.24)
0, sen > 1,

3.1.2.2.3 Desenvolvimento matemdtico: Barra de carga

O mesmo raciocinio pode ser estendido as barras do tipo “P@”. Considerando

(3.12), a igualdade dos coeficientes associados as poténcias de a gera, para as primeiras
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ordens, o seguinte conjunto de equagoes:

N
> YR Vill] = (P77 — Q) Wi (0] - Y Vi[o],
k=1

N
> YiVil2] = (P — @) Wi = YV,
k=1 (3.25)

7

N
STYIVAB] = (PP — Q) Wi 2] — Y Vi[2),
k=1

Vi € PQ.

Observa-se que, para cada ordem n > 1, o lado esquerdo envolve apenas os
coeficientes Vi [n|, enquanto o lado direito depende de termos ja conhecidos das séries V;(«)

e W;(a), de ordem inferior. Esse padrao pode ser generalizado para:

N
S Y Viln] = (PF? — Q)Y Wiln —1] = Y"Vi[n—1], n>1,Vie PQ.  (3.26)
k=1
A Equagao (3.26) define, portanto, um sistema linear para os coeficientes Vj[n]
em cada ordem n, cuja solucao é obtida a partir dos valores ji conhecidos de V;[n — 1] e
Para explorar separadamente as componentes real e imaginaria das tensoes nodais,
adota-se a decomposicio Vi = Gy + jBix e Vi[n] = Vi¢[n] + jV;7™[n]. Substituindo essas

expressoes em (3.26) e reorganizando os termos, obtém-se:

N
Y (G Vicln] = B, Vi™[n]) + 5 (G, Vi [n] + Ba Vi[n]) =
k=1 (3.27)

(Pesp Qesp) W*[n . 1] Y;sh V;[?”L . 1]7 n > 1’ Vi e PQ

A comparagao das partes real e imaginaria em ambos os lados de (4.37) leva a dois

conjuntos de equacgoes lineares acopladas:

Z;(C%kVZehﬂ-—f%kVZ"ﬂnD Re {(P{™ = jQi) Wi ln — 1] = YVi[n — 1]}, (3.28)

n>1,ViePQ,
N

DGVl + BV = I { (B QWi =1y =)

n>1,ViePQ.

Na forma matricial, (3.28) e (3.29) podem ser expressas como:
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Vin]
vimin]
Ga —Ba -+ Gy —By -+ Giv —Bin| |V/¢[n] _
By Ga -+ By Gy -+ Bin Gin V;m[n} - ( )
. 3.30
Vin]
Vi (nl]
Re (PSP — Q"YW n — 1] = Y Vin — 1
e{ (B — QM) Wil =1 =Y "Viln -} L pg
Im {(PF = jQi™) Wiln — 1] = YViln — 1]

3.1.2.2.4 Desenvolvimento matemdtico: Barra de geragdo

Para as barras do tipo “PV”, pode-se, de forma analoga ao procedimento adotado
para as barras “P(@)” na subsecao anterior, obter uma formulacao recursiva em forma
matricial que relaciona as injegoes liquidas de poténcia nas barras de geragao aos fasores
de tensao do sistema. Partindo de (3.18) e igualando os coeficientes associados a uma
mesma ordem em « em ambos os lados da expressao, obtém-se as seguintes relagoes de

igualdade:

Z: Vil Vi[1] = PPPW[0] — 5 (Qi[OJW (1] + Qi1] W7 [0])

- Y;Sh‘/;'[o]v

S VIVAEZ) = PO 5 (@O T2) + QU + Q.2 o)

- Y;Shv;[l]v

SOV = PP 2] —  (QOIWY 8]+ QLW 2] + Qi 1] + Q3w o))

- YiShV;[z]v

Vie PV.
(3.31)

A partir das expressoes explicitadas para as ordens n = 1, n = 2 e n = 3, observa-se
um padrao recorrente na estrutura das equagoes. Em cada ordem n, o lado esquerdo
permanece como uma combinacao linear dos coeficientes Vi[n] ponderados pelos elementos
da matriz de admitancias de transmissao Y. Ja o lado direito é composto por trés
contribuigdes: (i) um termo proporcional & poténcia ativa especificada P, multiplicada

por W [n — 1]; (ii) uma soma de termos que envolve a poténcia reativa Q);[m| convolvida
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com os coeficientes W;*[n — m]|, para m variando de 0 até n; e (iii) um termo associado a
admitancia de derivacio Y;*" e ao coeficiente de tensido V;[n — 1]. Esse padrao, claramente
identificado nas ordens iniciais, permite a escrita de uma expressao compacta e valida para

qualquer n > 1, resultando na forma recursiva geral apresentada na Equagao (3.32).

N
> Y Viln] = PPPWin — —]ZQz [Win—m] = Y"Vin—1], n>1,Vi€PV.
k=1

(3.32)

Nota-se que o segundo termo do lado direito em (3.32) pode ser interpretado como
uma convolucao discreta entre as sequéncias de coeficientes ); e W;. Para explicitar
a contribuicao de cada par (Q;[m], W [n — m]) na formagao do coeficiente de ordem n,

reescreve-se essa soma na forma expandida, conforme mostrado na Equagao (3.33).

ZQZ JWiln—m] = Q:[0] Wi [n] + Qi[1] W} [n— 1]+ Qi[2] W/ [n — 2]+ - - + Qi[n] W[0].
(3.33)

Na expressao (3.33), ao se analisar o coeficiente de ordem n da série de Maclaurin,
verifica-se que o termo Q;[n] aparece sempre multiplicado por W7[0]. Como, pela solucao
germinal, tem-se W;[0] = 1, esse produto reduz-se simplesmente a (;[n|. De forma analoga,
o termo W/ [n] esta associado a @;[0]. Entretanto, também pela solu¢do germinal, sabe-se
que @Q;[0] = 0, o que faz com que a contribui¢do proporcional a W;*[n] seja nula. Com
essas observagoes, a soma em (3.33) pode ser reescrita destacando-se o termo de ordem n

e restringindo o somatorio aos indices intermediarios 1 < m <n — 1, o que leva a:
ZQl |Win—m ZQl |Win—m]+Qi[n], n>1,ViePV. (3.34)

Reescrevendo a equacao recursiva das barras do tipo “PV” considerando a simplifi-
cagdo em (3.34), obtém-se:

n—1

}: ) = o= 1) =5 (5 Qe Wil ] + Qb

m=1

(3.35)
~Y"in—1], n>1,VicPV.

Uma vez que o HELM possui carater recursivo, para uma dada ordem n > 1, assume-
se que todos os coeficientes de ordem inferior (n — 1, n — 2, ...) ji foram determinados
em etapas anteriores do processo. Essa observagao permite reorganizar (3.35) de modo
a agrupar, no lado esquerdo, todos os termos que envolvem coeficientes de ordem n > 1,
enquanto os termos que dependem apenas de coeficientes de ordem estritamente inferior
sao deslocados para o lado direito e tratados como conhecidos. Dessa forma, (3.35) pode
ser reescrita na forma:

iWWMHw1fWW«——NZ@ W%—O

k=1

(3.36)
—Y"in—-1], n>1,ViecPV.
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Aplicando-se, também, a decomposicao em partes real e imaginaria as tensoes
nodais e as admitancias presentes no lado esquerdo de (3.36), obtém-se, de forma anéloga
ao procedimento adotado no equacionamento das barras do tipo “P@Q)”, dois conjuntos

acoplados de equagoes lineares, conforme apresentado nas Equagoes (3.37) e (3.38).

;(Gikvﬁe[n] — By Vi™[n]) =

Re Pt 11— (5 @l Wil — ) - ¥V - 1| nz 1Py,
" (3.37)

;(Gikvﬁm [n] + BV “[n]) + Qi[n] =

Im{ﬁ%@%—i}ﬂ(%&%%ﬁWh—mo—Kmmn—ik n>1,vie PV
" (3.38)

As expressoes (3.37) e (3.38) completam a formulagao recursiva das tensdes nas
barras do tipo “PV”. Do ponto de vista estrutural do modelo, entretanto, é importante
notar que, nessa formulagao, a poténcia reativa passa a ser tratada como uma variavel livre
adicional. Para que o problema permaneca determinado, torna-se necesséaria a inclusao da
Equacao (3.39) no conjunto de equagoes holomérficas. Essa equagao impoe o médulo de
tensao desejado na barra, garantindo que o valor obtido na avaliagdo em o = 1 convirja para
o nivel especificado e, simultaneamente, assegurando que o sistema algébrico resultante
seja determinado, isto é, que o nimero de equagoes independentes coincida com o niimero
de incognitas (Trias et al., 2018).

Vi(@)Vi (o) =1+ o(|VEP2 = 1), Vie PV. (3.39)

Dando sequéncia, substituem-se em (3.39), as expansoes em séries de Maclaurin
das tensoes V;(a) e V*(a*), o que leva a expressao:
(Vil0] + Viltlar + Vif2Jo® - ) (V0] + Vi [la” + V72 (07)? + -+ ) =

(3.40)
L+ a(|VEPP? —1), ViePV.

Em seguida, procede-se a igualdade, em ambos os lados de (3.40), dos coeficientes

associados as mesmas poténcias de a e a*, obtendo-se, para as primeiras ordens:
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V[0l V(o) =1
= Vi[o] = V(0] = 1,
ViIOL VL] 4+ Vi V0] = [V — 1,
= Ve = (e - 1),

Vi[01 Vi [2] + Vil VP[] + V2] ViT[O] = O,
= V2] = — 3V Vi (1],

2 (3

Vi[O Vi [3] + Vi[1] Vir[2] + Vi[2] V7 [1] + Vi[3] V7 [0] = O,

= V73] = = (VI V(2] + Vil2 Vi)
Vi e PV.

(3.41)
As igualdades em (3.41), obtidas para as ordens iniciais de «, evidenciam o padrao
seguido pelos coeficientes de V;(«). Em n = 0, recupera-se a solugao germinal; em n = 1,
obtém-se a corre¢ao inicial em fungdo do médulo especificado |V**?| e, para n > 1, verifica-
se que a parte real de V;[n] passa a depender apenas de combinagoes entre coeficientes

de ordem inferior, na forma de uma soma do tipo convoluc¢ao. Essa estrutura permite

escrever a seguinte expressao geral:

—_

) sen=>0
SV P = 1), sen—=1 ViePV. (3.42)

L (S VMV = k) sen > 1

Uma vez conhecidos os valores de V/¢[n|, Vi € PV, a partir de (3.42), esses
coeficientes podem ser substituidos em (3.37) e (3.38). Dessa forma, todas as parcelas que
dependem apenas de termos ja determinados sdo reunidas no segundo membro, enquanto
permanecem no primeiro membro apenas as incognitas associadas a ordem n. Essa
reorganizacao conduz, para cada ordem n, a um sistema linear que pode ser expresso em

forma matricial da seguinte maneira:
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Vi<[n]
Vi™(n]
Ga —Ba -+ 0 =By -+ Gin —Bin| | Qiln] Gii
: = - Vi“[n]
By Ga -+ 1 Gy -+ By Gy | |Vi™[n] B;;
Vinl
V" [n]|
Re{ PErWiln = 1) = j ('S Qulm] Wy ln = m]) = YeViln — 1]}
i . n>1,ViePV.
i { Pzl = 1) = ('S Qulm Wyl = m]) = Y7Viln — 1]}
m=1
(3.43)

3.1.2.3 Sistema matricial

Combinando (3.24), (3.30) e (3.43), é possivel montar o seguinte sistema de equagoes

matricial:
M1 0 o 0 0 0 0 A Tvren] ] ... 0 T
0 1 o0 0 0 0 me[n} 0
Gan -Ba -+ 1 =By - Gim —Bim -+ Qi[n] Gy :
Bix Ga - 0 Gy -+ Bin Gim | |Vl == |-+ Bu - Vir[n]
Gml _B'rnl 0 _Bmz Gmm _Bmm U V#f [n] T Grﬂi o vre
B G e 0 G o+ Bom Gmm T Vy%m [n} oo B [n]
L J %/__/ L _
Yec x[n] va

Im

Re{ PEPWiln — 1] — 5 (X0 Qilm) Win — m]) — Y Viln — 1]
PEPWEn —1] — 5 (S Qilm) Wi n —m]) — Y Vi[n — 1]
Re {(P5? — jQuP) Wi [n — 1] = Y3 Vin[n — 1]}
Im { (PSP — jQ&P)Win — 1] = YV, [n — 1]}

y[n]
(3.44)
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Para um sistema com N barras, das quais Npy sao do tipo “PV”, o sistema em
(3.44) pode ser interpretado de forma compacta da seguinte maneira. Denotando o ntiimero

total de incognitas por N, = 2N, tem-se:

Yiee € RYNe o x[n] € RN Y, € RV-Nev o yre[p] ¢ RVPY y[n] € RY-.

O vetor de incognitas x[n] reine todas as variaveis da ordem n, isto é, as compo-
nentes real e imaginaria das tensoes em todas as barras (slack, “PQ” e “PV”), bem como
os coeficientes @Q);[n] das poténcias reativas nas barras do tipo “PV”. No caso das barras
“PV”, a componente real V;"*[n] ndo é incluida em x[n], pois é previamente calculada pela

expressao geral (3.42), sendo substituida por @);[n| como variavel adicional.

A matriz Y. representa a estrutura recursiva do problema e retine, em um tinico
bloco, os coeficientes que multiplicam as incognitas de ordem n. As duas primeiras
linhas correspondem as equagoes da barra slack, derivadas de (3.24), enquanto os demais
blocos sao obtidos a partir das formula¢des matriciais das barras do tipo “PQ” e “PV?7”,
dadas por (3.30) e (3.43), construidas a partir da separa¢ao em partes real e imaginaria
em (3.28)—(3.38). Do ponto de vista numérico, Y. depende apenas da topologia e da

classificagdo das barras, podendo ser tratada como uma matriz fixa ao longo das recursoes.

O termo —Yy V*®[n] isola a contribuicdo das componentes reais das tensoes nas
barras do tipo “PV” na ordem n. O vetor V™[n] contém os valores V“[n], i € PV,
previamente obtidos por (3.42), enquanto a matriz Y, coleta os coeficientes que, nas
equacoes das barras do tipo “PV”, multiplicam essas componentes reais. Dessa forma,
todos os termos proporcionais a V;"¢[n] sdo remanejados para o segundo membro, passando

a ser tratados como termos conhecidos na ordem n.

Por fim, o vetor y[n| agrupa as contribui¢oes de excitagdo de ordem n, isto é,
todos os termos que dependem apenas de pardmetros do sistema (poténcias especificadas,
admitancias, tensoes de referéncia) e de coeficientes calculados em ordens anteriores (V;[k],
Wilk], Q:[k] com k < n). Nas posicoes associadas a barra slack, aparecem os termos
ligados a V;"* conforme (3.24); nas barras do tipo “PV” surgem as combinagoes envolvendo
PP Qi[m], Wiln — m] e Y*"; e nas barras do tipo “PQ” surgem os termos dependentes
de PP, Q5P e Y avaliados com V;[n — 1]. Assim, para cada ordem n > 1, (3.44)
reduz-se a solucao de um sistema linear com matriz Y ... fixa e termo de excitacao dado
por Yo, V*[n] + y[n], permitindo construir recursivamente os coeficientes das séries de

Maclaurin até a ordem desejada.

Uma vez obtidos esses coeficientes, a solugao do fluxo de poténcia é recuperada
ao se avaliar as tensoes em o = 1. Em alguns casos, a soma parcial da série pode exigir
muitos termos para fornecer uma avaliagao estdvel, o que aumenta o custo computacional.
Para atenuar esse efeito, empregam-se aproximantes de Padé como técnica de continuacao

analitica, substituindo-se a série por uma funcao racional construida a partir dos coeficientes



46

ja calculados. Nesta dissertagao, a formulagao adotada e o procedimento de obtencao dos
coeficientes seguem Subramanian, Feng e Tylavsky (2013) e sao apresentados em detalhe

no Capitulo 4.

Conforme ja discutido, busca-se uma solugao precisa, tnica e estavel para as EBPs
ao se avaliar, em a = 1, as func¢des holomorfas que representam as tensoes nodais do
sistema. O critério de convergéncia adotado para o HELM é analogo ao empregado nos
métodos classicos da literatura: ao final de cada recursao, calculam-se os mismatches de
poténcia por meio do sistema de Equagoes (3.45) usando as tensoes obtidas na avaliagdo
em « = 1, e considera-se que a solucao foi alcancada quando o maior mismatch torna-se

inferior a uma tolerancia e pré-estabelecida.
max |AP, AQ| <e.
AP, = P{ — PU(Vi (o
AQ; = QF — Q' (Vj(a

1), VjeN), Vie PQUPYV. (3.45)
1), Vj e N), ViePQ.

3.1.3 Revisao do Método Holomoérfico em Analise de Redes Elétricas

Esta subsecao tem como objetivo apresentar a evolucao temporal do HELM deste
sua idealizagao até os dias atuais. Como ja mencionado neste capitulo, o algoritmo do
HELM, proposto por Trias (2012), surge como uma alternativa de solucionador do problema
do fluxo de poténcia. Até entao, a principal metodologia aplicada nos calculos nao lineares
envolvendo SEPs eram técnicas iterativas, conhecidas pela forte dependéncia da estimativa
que inicializa o algoritmo. Foi nesse cendrio em que o HELM ganhou relevancia, por se
tratar de uma metodologia recursiva que dispensa estimativas iniciais da solucao. Além
disso, com base nessa pesquisa, diversos pesquisadores buscaram se aprofundar no tema
representando uma metodologia alternativa ao tradicional Newton-Raphson usado para

calculo do fluxo de poténcia.

Quando foi apresentado na literatura, a formulacao do HELM tratava de sistemas
envolvendo apenas barras de carga. Isso mudou quando Subramanian, Feng e Tylavsky
(2013) propuseram a primeira abordagem para incluir barramentos de gera¢ao no problema.
Assim, reformula-se as restrigoes dessas barras de modo a contornar a dependéncia da
poténcia reativa, introduzindo uma nova equacao adicional que impde o controle da
magnitude de tensdo na barra, permitindo estender o método a redes com multiplas

unidades geradoras.

Um ano depois, com mais detalhes, Subramanian (2014) detalhou, em sua dis-
sertacao, outra técnica para adicionar o controle da tensao especificada as barras de
carga. A dissertagdo também compara técnicas iterativas como o classico método de
Newton-Raphson em coordenadas polares com o HELM, evidenciando sua aplicabilidade
em SEPs.
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A anélise das solugoes instaveis associadas ao fluxo de poténcia também passaram
a ser objeto de estudos no campo do HELM. O trabalho apresentado por Feng (2015)
propos um procedimento de incorporagao holomérfica para obter solugoes instaveis durante
a resolucao do fluxo de poténcia para redes de baixa tensao, importantes para os estudos

de estabilidade e seguranca de SEPs.

Em seguida, a escolha da forma como o problema ¢é incorporado com a variavel
holomorfica passou a ser investigada como um fator determinante para o desempenho do
método. Nesse cenario, o trabalho apresentado por Li (2015) analisou o efeito de diferentes
formas de incorporagao holomoérfica no HELM considerando convergéncia e estabilidade
numérica do método. O estudo evidenciou que pequenas modifica¢cbes na parametrizacao
do problema podem alterar significativamente o numero de termos necessarios para obter

a convergéncia do problema.

Seguindo a linha evolutiva de pesquisa, a aplicabilidade do HELM foi além das
aplicagoes em sistemas de transmissao, passando a ser explorado também em redes de
distribuicao, nas quais a estrutura tipicamente radial e miltiplos cenarios de carregamento
tornam imprescindivel o desenvolvimento de abordagens mais eficientes. Nesse contexto,
Rao e Tylavsky (2016) propuseram um procedimento de redugao de rede no qual um trecho
radial a jusante, composto por diversas barras e ramos, é substituido por um equivalente
nao linear concentrado na barra de conexao, de modo que, ao se aplicar uma tensao nessa
barra, o equivalente reproduza o mesmo efeito elétrico. Com isso, mantém-se o impacto
desse conjunto de ramais sobre a rede remanescente, reduzindo o porte do problema e

tornando mais eficiente a andalise em diferentes condi¢oes operativas.

Ampliando o escopo inicial do HELM, Trias e Marin (2016) estenderam o método
para sistemas em corrente continua. Por meio de um incorporagao holomérfica apropriado,
os autores mostram que a abordagem se adapta naturalmente a redes CC, incluindo cenarios
emergentes em sistemas com presenca de elos High Voltage Direct Current (HVDC),
preservando o carater construtivo do HELM, isto é, a obtencao a solucao estavel do

sistema quando ela existe.

A incorporacao de dispositivos de controle também passou a ser considerada na
evolugdo do HELM. Em (Basiri-kejani; Gholipour, 2017), os autores propoem uma mo-
delagem por incorporacao holomérfico para controladores Sistema de Transmissao CA
Flexivel (FACTS) baseados em tiristores, de modo a representar, no préprio equacio-
namento do fluxo de poténcia, as restricoes e relagdes nao lineares impostas por esses
equipamentos. Com isso, o método passa a contemplar explicitamente a presenca de
recursos de compensacao e controle tipicos de sistemas de transmissao, ampliando a apli-
cabilidade do HELM para estudos em que a operagao do sistema ¢ fortemente influenciada

por dispositivos eletronicos de poténcia.

Além do uso como solucionador do fluxo de poténcia, o HELM passou a ser
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explorado em tarefas de monitoramento em tempo real. Em (Liu et al., 2017a), o método
¢é utilizado para reconstruir a curva P—V de areas de carga e estimar a margem até o

colapso de tensao, com identificacdo do ponto de maximo carregamento via aproximantes

de Padé.

Na mesma linha das aplicacoes voltadas a reconstrucao da curva P—V para andlise
de estabilidade, Wang, Liu e Sun (2018) propuseram uma metodologia para calcular essa
curva de forma mais robusta em regioes de carregamento elevado, proximas ao ponto de
maximo carregamento. A proposta divide o tracado em multiplos estagios, combinando
etapas de predicao e correcdo, a fim de controlar o erro acumulado sem recorrer a esquemas
iterativos tradicionais. Assim, o método busca preservar a precisao do tragado da curva

P—V em condigoes nas quais abordagens diretas podem perder acuracia.

No contexto da operacao, em que a regulagao de tensao pode exigir a coordenagao
de diferentes fontes de geracao de reativo, o HELM também foi adaptado para problemas
de controle de tensao. Em (Liu et al., 2019), os autores propdem uma abordagem de
controle remoto de tensao baseada no HELM, na qual a incorporacao holomoérfica é
combinada com modificagoes na modelagem de tipos de barra para representar a regulacao
de tensao em uma barra de escolha por meio de geracao de poténcia reativa de geradores
espalhados no sistema. Além disso, é utilizada uma matriz de fatores de participagdo para
distribuir as injecoes de poténcia reativa entre multiplos geradores, resultando em um
esquema, coordenado de controle remoto que mantém a tensdo especificada no barramento

monitorado.

Dando sequéncia as aplicagoes do HELM relacionadas a analise de estabilidade de
tensdo, Chen, Wang e Xu (2020) propuseram o uso do método para o célculo do fluxo de
poténcia continuado. A abordagem adapta a incorporacgao holomérfica para tracar a curva
P—V do sistema a medida que um parametro de carregamento é variado, permitindo

identificar o ponto de maximo carregamento do sistema.

Com o avanco das aplicagoes do HELM e o crescente interesse da comunidade,
também surgiram iniciativas voltadas a disponibilizacao de ferramentas computacionais
acessiveis para sua utilizagdo. Nesse contexto, Molina, Ortega e Mutioz (2021) apresentaram
o HELMpy, um pacote open source desenvolvido em Python 3 que retune solucionadores
de fluxo de poténcia, incluindo o HELM. A contribui¢ao do trabalho estd em facilitar a
reproducao de resultados e a adogao do método em ambientes académicos e de pesquisa,
oferecendo uma implementagao modular que permite comparar o HELM com solucionadores

tradicionais no mesmo arcabougo computacional.

Avancando na direcao de aplicagdes em redes de distribuicao, Heidarifar, Andrianesis
e Caramanis (2022) estenderam o HELM para o calculo do fluxo de poténcia em redes
trifasicas desbalanceadas, contemplando explicitamente cargas do tipo ZIP. O trabalho

adapta a incorporagao holomérfica a modelagem trifasica, permitindo representar de forma
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mais realista a dependéncia da poténcia consumida com a tensao e considerar efeitos de
desbalanceamento tipicos de sistemas de distribuicao. Com isso, a proposta amplia o
dominio de aplicacaio do HELM em cenéarios de distribuicao, aproximando o método de

condi¢Oes operativas mais proximas das redes reais.

Visando reduzir o esforco computacional em andlises de estabilidade de tensao, Sun
et al. (2023) propds um método baseado na incorporagao holomérfica multidimensional
para acelerar a avaliagao estatica de estabilidade. A ideia central do trabalho foi obter,
via HELM, expressoes analiticas do fluxo de poténcia e, a partir delas, derivar offline
expressoes multivaridaveis de sensibilidade V—@). Em seguida, essas sensibilidades sao
computadas online para diferentes condigoes de operagao, permitindo identificar barras
fracas e estimar a proximidade do ponto de colapso de tensao sem a necessidade de

recalcular repetidamente o fluxo de poténcia.

Considerando a necessidade de tratar incertezas inerentes a cargas e geracao, Lima,
Melo e Filho (2024) propuseram o Interval Holomorphic Embedding Load Flow Method
como uma extensao do HELM para andlise intervalar. A abordagem modela demandas e
injecoes como intervalos, permitindo obter faixas de variacao para as variaveis de estado
em vez de valores pontuais. Dessa forma, o método fornece uma forma direta de propagar
incertezas de carga e geracao ao resultado do fluxo de poténcia, mantendo a estrutura
baseada em incorporacao holomérfica para avaliar, em um tnico procedimento, limites

superiores e inferiores das grandezas elétricas de interesse.

No contexto de controle de tensao, Lima, Oliveira e Oliveira (2025) propuseram
uma estratégia de regulacao por transformadores com comutacao de taps baseada no
HELM. O trabalho incorpora o tap como variavel de controle no equacionamento e utiliza
uma formulacdo fundamentada na multiplicagao total de polinébmios para organizar os
termos resultantes da incorporagao holomoérfica, permitindo atualizar a solu¢ao do fluxo
de poténcia sob diferentes posicoes de tap de forma sistematica. Assim, o método oferece
um procedimento direto para ajustar o tap visando atender niveis de tensao especificados,
mantendo a estrutura do HELM aplicada a um problema de controle discreto amplamente

presente na operacao de SEPs.

Em sintese, o HELM evoluiu de um solucionador alternativo de fluxo de poténcia
para uma familia de abordagens aplicada a diferentes problemas em SEPs. A Figura 2
destaca de forma visual através de uma linha do tempo a evolucao do HELM ao longo do
tempo. Destaca-se que as referéncias citadas aqui representam apenas alguns exemplos

dentre os diversos trabalhos publicados entre 2012 e 2026 sobre o tema.
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distribuicdo malhadas Shamseldein (2022).
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3.2 CONCLUSOES PARCIAIS
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Pacote open source em Python reunindo
solucionadores, incluindo o HELM Molina,
Ortega e Mufioz (2021).

Extens3o do HELM para redes trifasicas

desbalanceadas com cargas ZIP Heidarifar,
Andrianesis e Caramanis (2022).

Incertezas

HELM intervalar para propagacgido de in-
certezas de carga e geracdo Lima, Melo e
Filho (2024).

Controle de tensio

Controle de tens3o via tap-changing trans-
former com multiplicac3o total de poliné-
mios Lima, Oliveira e Oliveira (2025).

Neste capitulo foi apresentado, de forma detalhada, o método holomoérfico aplicado

ao problema de fluxo de poténcia. Esse aprofundamento foi adotado por se tratar de

uma abordagem mais recente e menos difundida quando comparada aos métodos classicos

de estimacgao de estados, servindo também como base para a compreensao da metodo-

logia proposta nos capitulos seguintes. Por fim, foi realizada uma revisao da literatura,

sintetizando a evolugdo e as principais contribuigoes relacionadas ao tema.
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4 METODOLOGIA PROPOSTA

Neste capitulo é apresentada a metodologia proposta para a estimacao de estados
em SEPs, construida a partir da formulacao classica de estimagcao e dos principios do HELM
aplicado a problemas de redes elétricas. Como, até o momento, ndao foram identificados
na literatura trabalhos especificos de estimagao de estados holomérfica, ndo se apresenta
uma revisao dedicada a esse tema, mas sim a consolidacao dos fundamentos desenvolvidos
nos capitulos anteriores. Apés a fundamentacao que abordou a modelagem estatistica das
medicoes e a estrutura do estimador por MQP, bem como a formulacao holomorfica para
o calculo do fluxo de poténcia, este capitulo integra esses conceitos em uma abordagem
unificada e original, na qual as variaveis de estado sdo obtidas por meio de uma incorporagao

holomoérfica do problema de estimacao de estados.

4.1 ESTIMADOR DE ESTADOS HOLOMORFICO

Na metodologia proposta neste trabalho, o conjunto de medigoes é construido para
refletir a forma como os dados sdo efetivamente disponibilizados em SEPs modernos, isto
é, a partir de diferentes fontes e tecnologias de aquisi¢ao (Cheng et al., 2023; Mingoranga;
Melo; Santos, 2023). A Equagao (4.1) expressa essa ideia ao definir um vetor de medigoes
que integra informacoes de naturezas distintas. Assim, o vetor inclui medi¢oes de poténcia
ativa e reativa liquidas nas barras, bem como medigoes dos fluxos de poténcia ativa e
reativa nos ramos do sistema, além de medigoes fasoriais obtidas por Phasor Measurement
Units (PMUs), representadas pelas componentes real e imagindria dos fasores de tensao
e de corrente. Em (4.1), z contém M medigoes, e N denota o conjunto das barras do
sistema.

7= Vi Vi e T PeQue ooy P Qi ¥(kim) €NL - (4.1)

A partir da aquisi¢ao de multiplas medigoes distribuidas pela rede, torna-se possivel
inferir o estado operativo do sistema. Neste trabalho, o estado é representado pelo vetor
definido na Equacao (4.2), no qual N denota o nimero total de barras do sistema. Adota-
se a representacao das variaveis de estado por meio das tensoes nodais em coordenadas
retangulares, separando-as em suas componentes real e imaginaria. O acento circunflexo é

empregado para indicar as grandezas estimadas, reunidas no vetor X.
S Crre {rim Yrre Yrim Crre Yrim1T
X:[‘/vl 7‘/1 7‘/27‘/2 7"‘7VN7VN] . (42)

Dessa forma, o vetor de estado possui 2N elementos. A partir dessas componentes,
a magnitude e o angulo do fasor de tensao em cada barra podem ser obtidos diretamente

por relagoes algébricas usuais.
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4.1.1 Modelagem matematica das medigcoes

No processo de estimacao de estados, as medigdes disponiveis nao sao utilizadas de
forma isolada, elas precisam ser comparadas com valores calculados a partir do modelo
elétrico da rede. Por esse motivo, ao lado do vetor de medi¢oes z, define-se um conjunto
de fungoes de medigao h(x), responsavel por mapear o vetor de estados estimado X para
o espago das grandezas observadas. Em outras palavras, enquanto z retine os valores
medidos, h(X) retine os valores que o modelo prevé para essas mesmas grandezas, e a

estimagao procura tornar essa diferenca a menor possivel.

Para ilustrar a construcao das fungoes de medicao, considere a medicao da poténcia
complexa Sj tomada na barra k € (g, , sendo (2g, o conjunto de barras com medigoes de
poténcia. A relacdo entre essa grandeza e o estado do sistema é descrita pela Equacgao
(4.3), na qual Vi, denota o fasor de tensdo estimado na barra “k” desse mesmo conjunto.
Nessa formulagdo, V" representa a admitancia shunt conectada a barra “k”, ao passo
que Y} agrega as admitancias associadas as ligagoes diretamente conectadas a barra,
desconsiderando-se o elemento shunt.

al tr Y, gk ’ shy)
Z Yir Vin = <A> - Y "Vi, Vk € Qg,. (4.3)
m=1 V;c

As poténcias ativa e reativa podem ser expressas em funcao das tensoes nodais

estimadas do sistema, reunidas no vetor de estado X, a partir das componentes real e

imagindria da relagao apresentada na Equacao (4.4).

SER) =V [fj Vi v, + Y,jhf/k] , Vk € Qs,. (4.4)
m=1

O valor medido do fluxo de poténcia complexa no ramo que conecta as barras “k”
e “m” também pode ser expresso diretamente em funcao das tensdes nodais estimadas.
A Equacao (4.5) formaliza essa relac¢do, incorporando os pardmetros elétricos do ramo:
a admitancia série ypn,, a susceptancia shunt b;", e, quando aplicavel, a relacio de tap
do transformador ag,,. Para linhas de transmissao, adota-se ax,, = 1, enquanto, para
transformadores, considera-se b;", = 0. Além disso, define-se {)s, como o conjunto de
ramos do sistema que dispoem de medi¢oes de fluxo de poténcia, de modo que (4.5) é

aplicada para todo ramo (k,m) € Qg,, .
S (X) = Vk* {ykmakm(akmvk — Vm) —l—ijZ@Vk} , Y(k,m) € Qg,, . (4.5)

De maneira equivalente, a corrente no ramo “km” é obtida a partir da mesma
estrutura elétrica, resultando na expressao apresentada na Equacao (4.6). Define-se Qy,
como o conjunto de ramos do sistema que dispdoem de medig¢oes de corrente, de modo que

(4.6) ¢ aplicada para todo ramo (k,m) € €, .
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Ja as medicOes fasoriais de tensao possuem correspondéncia imediata com as
variaveis de estado, uma vez que o fasor de tensao na barra “k” é expresso diretamente
por suas componentes em coordenadas retangulares, conforme a Equagao (4.7). Define-se
Qy, como o conjunto de barras do sistema que dispéem de medicoes fasoriais de tensao,

de modo que (4.7) é aplicada para toda barra k € Qy, .

A,

Vi(X) = V7 + 5Vim™ Yk € Qy,. (4.7)

4.1.2 Incorporagao holomoérfica no modelo de medicao

Para estimar, de forma recursiva, os elementos do vetor de estado X, faz-se necessaria
a incorporagao holomérfica das equagoes de medigao apresentadas em (4.4), (4.5), (4.6) e
(4.7). Em particular, cada relacdo que compoe o modelo de medicao deve ser reescrita de

modo a assegurar a holomorfia das variaveis de estado envolvidas no plano complexo.

Assim como proposto por Trias (2012) na formulagao original do HELM, introduz-
se nas equacoes do problema uma variavel complexa de incorporacao, denotada por «,
com o proposito de construir uma formulagao holomoérfica para as variaveis de estado a
serem estimadas. No método proposto, essa incorporacao é implementada ao multiplicar
por « todas as grandezas provenientes do vetor de medic¢oes z, enquanto as variaveis de

estado passam a ser definidas como fungoes desse pardmetro, isto é, X = X(«).

Ao aplicar esse modelo de parametrizagao a (4.4), obtém-se a formulagao apresen-
tada na Equacao (4.8), que relaciona a medicao de Sk, ao vetor de estado X. Observa-se que,
nessa expressio, o termo Y também é multiplicado por «, pois, embora nao constitua

uma medigao, trata-se de um parametro conhecido do sistema.

N
aSp = Vi) | Y Vi V(o) + oY Vi(a) |, VE € Qs,. (4.8)

m=1
O mesmo procedimento de incorporagao holomérfica é aplicado as equagoes de
medicao associadas aos fluxos de poténcia e corrente nos ramos do sistema. Em particular,
ao aplicar o modelo de parametrizacao em (4.5) e (4.6), obtém-se, respectivamente, as

formulagoes incorporadas apresentadas nas Equagoes (4.9) e (4.10).

A A,

Sp = Vi (@) [Yomim (akm Vi(@) + Vin(a) + jbinVi(a)|, ¥(km) € Qs (4.9)
T = Ykm @ (A Vi (@) = Vin(@)) + 5658 Vi(a), Y(k,m) € Qp,, . (4.10)

Além disso, a equagao de medigao de tensao no barramento “k”, descrita em (4.7),
também pode ser incorporada holomorficamente por meio da parametrizacao apresentada
na Equagao (4.11).

N _

Vk(Od) =14+« (Vk — 1), Vk € QVk- (4.11)
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A Tabela 1 sintetiza as expressoes do modelo de medicao consideradas neste
trabalho, apresentando, para cada tipo de grandeza, a forma classica e sua correspondente

formulagao holomorfica.

Tabela 1 — Equagodes classicas e holomorficas segundo o tipo de medicao.

Medigao Equacgao classica Equacao holomoérfica
kazk © Vi(®) = Vi + jVim Vi(a) =1+ a (Vi —1)
A
Sk, Vk € N al
5 _ N N Q% _ Yrk( % tr Y sh)
Qs, Sp®) =V | Y YV + Y aSp = Vi (a) zjlYkam(Oé) + aY"Vi(a)
m=1 m=
Sun Y 53,6 = 0 [t i ) @5 = 100 i ki) V)
QS m . - 15h Y, :|
k N jbilﬁnd} + 5ot Vie(@)
fkma Vk € I_km<§(> = Ykm Akm (akmvk — Vm) ajkm = Ykmakm (akmvk<a) - Vm(a))
Q. + bt D + j b V(@)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Ressalta-se que, assim como na formulacao do HELM, existem diferentes estratégias
para introduzir o parametro de incorporacao « nas equacoes de estimacao de estados. Neste
trabalho, adota-se a forma definida na Tabela 1 por assegurar que, ao avaliar a = 1, todas
as grandezas medidas sejam recuperadas sem alteragoes. Consequentemente, X(o = 1)

corresponde a estimativa do estado operativo do sistema obtida pelo método proposto.

Dessa forma, o objetivo central do método consiste em determinar as funcgoes
holomorfas Vk(a) para todas as barras k do conjunto N, uma vez que a avaliacdo em o = 1
fornece diretamente a solugdo do problema de estimacao de estados. Contudo, obter essas
fungoes diretamente a partir das equacoes incorporadas nao ¢, em geral, simples. Por essa

razao, elas sao representadas por meio de expansoes em séries de Maclaurin.

4.1.3 Séries de Maclaurin

O fato de as tensoes estimadas serem, por definicao, fungoes holomorfas permite
representa-las por meio de séries de Maclaurin, que constituem um caso particular das séries
de Taylor, conforme indicado na Equagao (4.12). Com essa representagio, o problema de
estimagao de estados pode ser reinterpretado como a determinagao dos coeficientes da

expansao, isto é, dos n termos que compoem cada série.

Vile) = 3" Viln] @™ = V0] + Vi[1] a4 Vi[2] ® 4 -+, VE € N. (4.12)
n=0

Uma vez obtidas essas expansoes para todas as barras k € N, a estimativa do

estado operativo ¢é recuperada avaliando-se as séries em o = 1, o que, na pratica, equivale
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a somar os n termos calculados, obtendo-se entdao Vi (a = 1) para cada barra.

4.1.3.1 Solugdo germinal

Assim como na formulagao original do HELM, para iniciar o processo recursivo de
determinagao dos n termos que compoem (4.12) é necesséario definir uma condicao inicial
para o parametro de incorporacao «. Essa condi¢ao, denominada solucao germinal, é

obtida avaliando-se o modelo de medicoes no ponto a = 0.

4.1.3.1.1 Solugao germinal: medicoes de tensao

Considerando a modelagem holomorfa para uma medicao de tensao Vj, conforme
descrito em (4.11), e aplicando a expansao sem séries de Maclaurin proposta em (4.12)

para as funcoes de tensao obtém-se:

A A,

Velo] + Vi[la+ - = 1+4a (Vi —1), VkeQy,. (4.13)

Substituindo a = 0 na Equagao (4.13), obtém-se o termo inicial da expansao em

série que descreve as tensoes nas barras para as quais hd medicao de tensao:
Vil0] =1, Vke Q. (4.14)
4.1.3.1.2 Solugcao germinal: medicoes de poténcia

Aplicando-se o mesmo procedimento de expansao em séries de Maclaurin ao modelo
de medicao de poténcia liquida nas barras k € (1g,, obtém-se a relacao apresentada na
Equagao (4.15).

aSy = (V,:[O] + VX[t + - ) ivj v (Am[o] + Vull]o + )
m (4.15)
+ oYy (Vo] + Vi[la+ -+ ) |, Wk € Qs,.
Avaliando-se (4.15) em a = 0, chega-se a:
N N A~
0= V0] Y Y V.0, Vk e Qg,. (4.16)
m=1

A Equacio (4.16) impde que o produto entre Vi*[0] e o termo SN_ V" V,,[0] seja
nulo. Para que isso ocorra, é necessario que pelo menos um desses fatores seja igual a
zero. Entretanto, impor Vi [0] = 0 ndo é compativel com a premissa de solu¢do germinal

adotada no HELM, na qual essa solugao representa um estado do sistema energizado em
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vazio de carga, com tensoes bem definidas. Assim, por conveniéncia e coeréncia com essa

interpretacao, adota-se a condicao de que o termo do somatoério seja nulo, isto é:
N A
S YE V[0 =0, Vk e Qsg,. (4.17)
m=1

Essa condigao pode ser interpretada como um equilibrio elétrico no qual nao ha
injecoes equivalentes de corrente associadas as medi¢oes de poténcia, caracterizando a
condicao de vazio de carga. Sob a hipodtese usual de que a rede é conectada e de que a
matriz de admitancias de transmissao Y é composta apenas por admitancias série (isto é,
nao inclui admitancias de derivagdo), esse equilibrio s6 é possivel quando todas as tensoes

nodais do sistema compartilham o mesmo valor complexo.

Como na secao anterior foi estabelecido que Vi[0] = 1 para as barras com medigao
de tensao, isto ¢, Vk € {2y, , conclui-se que a constante comum associada a solucao germinal
para as séries de Maclaurin das tensoes nodais estimadas em todas as barras deve assumir

esse mesmo valor. Sendo assim:

Vil =1, VkeN. (4.18)
4.1.3.1.3 Solucao germinal: medicoes de fluxo de poténcia

A escolha V;[0] = 1, Vk € N, mostrou-se consistente para iniciar a expansio
recursiva quando se tratam medig¢oes nodais, como tensao e poténcia liquida. Entretanto, ao
considerar medicoes de fluxo de poténcia em ramos, surge uma particularidade importante.
Mesmo sob a soluc¢ao germinal, a modelagem do ramo pode prever uma contribui¢ao nao
nula associada ao elemento shunt da linha e, em certos casos, ao tap do transformador.
Essa caracteristica torna-se evidente ao aplicar a representacao em séries diretamente na

equacao incorporada de fluxo.

Partindo-se de (4.9) e substituindo as fungbes das tensoes estimadas por suas
expansoes em série com em (4.12), obtém-se a forma expandida do modelo de medigao de
Skmi

) % ‘) 5 4.19

— (VlO] + Viu [t + )) + g b, (Vil0] + Vi[Wa+ -+ ) | (4.19)
V(k,m) S stm'

Avalia-se a Equagao (4.19) em a = 0. Como ozgzm’ L, =0 Vi(0) = Vi[0] e

Vm(()) = Vm[O], resulta:

A A

0 = Vi 10] | shomin (i Vel0] = Vaf0]) + 5022101, Wlkim) € 9, (4:20)



Aplicando-se agora a solugao germinal previamente definida, Vj 0] = Vm[O] =1,

obtém-se a condicao implicita:
0 = Yrmrm (akm — ) + 50 Y(km) € Qg (4.21)

A Equagao (4.21) evidencia que, mantendo-se a incorporagao (4.9) tal como estd,
a condicao germinal Vi [0] =1, VEk € N nao torna automaticamente nula a expressao do
modelo para o fluxo em ramos. De fato, em linhas de transmissao considera-se na equagao
apm = 1, 0 que anula o termo série, mas permanece a contribuicao do shunt. Por outro
lado, em transformadores é comum adotar bj" = 0, porém taps diferentes de 1 fazem com

que o0 termo Yemagm (g — 1) ndo se anule.

Para eliminar a inconsisténcia observada no ponto a = 0, introduz-se uma funcao
auxiliar holomorfa, denotada por Si»(«), incorporada ao modelo do fluxo no ramo. Essa
funcao é definida de modo a compensar, na condi¢do germinal, os incrementos associados
aos elementos do ramo que permanecem nao nulos. Com isso, a equagdo incorporada para

a medicao de Sy, passa a ser escrita como:

S = Vi (@) [Uhmtm (@ Vi(@) = Vin(a)) + 505, Vi(@)] + SB(a), V(km) € Qs,,,.
(4.22)

Por ser holomorfa por definigao, a fun¢ao S"(«) admite representagao em série

de Maclaurin, de forma andloga as tensoes estimadas.

1ncr Z SIHCI“ n 1ncr[ ]+ SIHCI'[ ] o _"_ 1ncr[2] 042 _"_ R v(k,’m) E stm (423)

Substituindo-se a expansao (4.23), juntamente com a representacio em séries das

tensoes estimadas no modelo (4.22), tem-se:

aS;,, = (Vk* 0] + Vi [1]a* + - )

Ykem Okm <a’km (‘A/k[O] + Vi[l]o + - - )

A,

_ (Vm[0]+vm[1]a+...)> + b (Vk[O]Jﬂ;}CmaJr ) (4.24)

+ (Simerio] + SEerta+ -+ ), V(kom) € Qs,,,.

Aplicando-se a condigao de solugao germinal, isto é, avaliando a Equacdo (4.24) em
a = 0, e utilizando o resultado previamente estabelecido de que Vi [0] = 1 para todas as
barras k € N, determina-se diretamente o primeiro coeficiente da série associada a S{™ ().

Em particular, impoe-se que o modelo satisfaga a condi¢ao germinal, o que conduz a:

0] = — Yrm Qe (akm - 1) — b Y(km) € Qg (4.25)
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4.1.3.1.4 Solugdo germinal: medigoes de corrente em ramos

De forma analoga ao caso das medi¢des de fluxo de poténcia, a incorporacao
holomorfica da corrente no ramo “km” pode apresentar uma inconsisténcia em a = 0

quando se adota a condicao Vi [0] =1, Yk € N. Isso ocorre porque a expressao de Lim

sh

inclui contribuigoes estruturais do ramo associadas ao tap ag,, € ao termo shunt b

as

quais nao se anulam automaticamente sob a condicao estabelecida.

Para contornar essa inconsisténcia, introduz-se uma fungao holomorfa auxiliar,

denotada por Iiner

oer(), a qual é incorporada ao modelo de medigao da corrente no ramo. Essa

funcao é definida de forma a compensar, na condi¢ao germinal, os incrementos associados
ao tap e ao elemento shunt do ramo. Assim, a equacao incorporada correspondente a

medicao de I, km Passa a ser expressa por:
lim = Yt (W Vi (@) = Vin(@)) + 5 b, Vie(@) + 15 (), V(km) € Q. (4.26)

Como 12" () é holomorfa por defini¢ao, ela admite expansao em série de Maclaurin.

Assim, escreve-se:

L (@) = >0 It " = Lo [0] + Loe [ e+ Lo [2] o + -, V(kym) € Q. (4.27)
n=0

Substituindo-se a expansao (4.27), juntamente com a representacao em séries das

tensoes estimadas no modelo (4.26), tem-se:

. (4.28)
)

— (VanlO] + Vo[ -+ ) | + 5 b, (Vi[O] + V[ + - -

+ (I (0] + I+ -+ ), Y(km) € Q...

Ao impor a condi¢do germinal @ = 0 em (4.28) e utilizar Vi[0] = V,,[0] = 1,

determina-se diretamente o termo de ordem zero da funcao auxiliar, obtendo-se:

)
incr - 15h

IR 0] = = Yam Gt (@hm — 1) = G b, V(km) € Q.. (4.29)
Com essa escolha, o modelo incorporado passa a satisfazer a condi¢ao germinal e
permanece compativel com a expansao recursiva adotada para as tensdes nodais. Assim,
ao final desta etapa, ficam estabelecidos tanto o coeficiente de ordem zero das tensoes
quanto os termos iniciais das fung¢oes auxiliares associadas as medi¢oes em ramos. A
Tabela 2 resume essas condi¢Oes germinais e serve como referéncia para o desenvolvimento

das relagoes recursivas de ordens superiores apresentado na sequéncia.
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Tabela 2 — Resumo das condigoes germinais das fungdes holomorfas.

Func¢ao holomorfa Solugido germinal (coeficiente de ordem zero)
Vi() Vi0] =1, VkeN
Sk (@) S (0] = — Y (akm — 1) = i, V(km) € Qs,,,
It (@) L2 [0] = = yrm@pem (arm — 1) — 5030, V(km) € Q. ,

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

4.1.3.2 Termos de ordem superior

Com a condi¢ao germinal ja determinada, o ponto de partida do processo recursivo
fica completamente definido. Em particular, dispoem-se dos coeficientes de ordem zero das
séries associadas as tensoes estimadas e dos termos iniciais das fungoes auxiliares S («) e
Iner(), os quais sao sintetizados na Tabela 2. A etapa seguinte da metodologia proposta
consiste em derivar relagdes recursivas capazes de computar os coeficientes de ordem
superior (n > 1) das expansoes dessas fungoes. Para isso, desenvolvem-se algebricamente
as expressoes incorporadas (4.13), (4.15), (4.24) e (4.28), de modo a explicitar como os

termos de cada ordem se relacionam.

4.1.3.2.1 Desenvolvimento matemdtico: medi¢do de tensao

A determinacao dos coeficientes de ordem n > 1 das expansoes associadas as
tensoes estimadas nas barras com medigao de tensao (k € €y, ) decorre diretamente de
(4.13) pela comparagao de coeficientes de mesma poténcia de a: como essa igualdade deve
valer termo a termo, e o lado direito contém apenas um termo constante e um termo
linear em «, conclui-se que o coeficiente de primeira ordem é dado por Vi, — 1 e que néo
h4 contribuicdo para ordens superiores, isto é, Vk[l] =Vi—1le Vk[n] = 0 para todo n > 1,
resultando em:

N Vi—1, sen=1,
0, sen > 1,

4.1.3.2.2 Desenvolvimento matemdtico: medi¢cdo de poténcia

Para estender o procedimento de comparagao de coeficientes a Equagao (4.15),
reescreve-se inicialmente o modelo em uma forma que explicite o quociente envolvendo
a poténcia medida e a tensdo estimada. Essa reorganizagao conduz a (4.31), na qual o

membro esquerdo permanece como uma combinagao linear das tensoes nodais, enquanto o
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membro direito evidencia a razao entre Sy, e a expansio associada a Vj;:
- g
ZY“( 0+ Vllor ) = o
(Velo+ Vetlas + )
— V" (V[0 + VillJa + -+ ), Wk € Qg,.

(4.31)

A presenga de uma série no denominador em (4.31) impede a extragao direta dos
coeficientes por ordem. Para contornar esse ponto, adota-se a estratégia classica do HELM
e introduz-se a funciio reciproca da tensio estimada, Wy, (cv), definida por W, (a) = 1/Vi(a).
Por ser holomorfa, essa funcao também admite representacao em série de Maclaurin:

1

Wil + Wi[lla+ -+ = — . , VkeN. 4.32
k(0] + Wi [1] AR AT (4.32)

Como a solucio germinal das tensoes foi estabelecida por V [0] = 1, conclui-se
imediatamente que W;[0] = 1/V;[0] = 1, para todo k € N. Ja para n > 1, os coeficientes
de Wy () sdo obtidos de forma recursiva a partir da identidade Vi, (o)W, () = 1, impondo
a igualdade ordem a ordem em «. A derivagdo completa dessa expressao encontra-se no

Capitulo 3, culminando na relagao geral:

- 1 o= .
Wiln] = ————= > Vi[n —m]Wi[m], n>1,VkeN. (4.33)
Vk[o] m=0

Com a introdugao de Wy (c), o quociente em (4.31) é convertido em um produto, o
que torna a comparacao de coeficientes imediata. Substituindo-se a defini¢ao de Wk(a),

obtém-se:

Z Vi, (Vl0] + V[t -+ ) = @ (Wi (0] + WiftJa” +--) (434)

— oY (Vi[o] + Vi[la + -+ ), Vk € Q.

A partir de (4.34), impoe-se que a igualdade seja satisfeita ordem a ordem em «.
Como o termo de ordem zero ja é atendido pela solucao germinal, compara-se a partir de

n > 1, obtendo-se o padrao ilustrado em (4.35):

N
> Vi Vnll] = SEWE[0] — YR [0],
m=1
N A — ~ A
> YinVi[2] = SEWi (1] = Y Vil1],
m=1 (435)
N A — A A
Y Vin[3] = SeWi[2] = Y Vi [2],
m=1

Vk € st.

Observa-se que, para toda ordem n > 1, o membro esquerdo envolve exclusivamente

as incégnitas daquela ordem, V;,[n], enquanto o membro direito é formado apenas por
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coeficientes ja disponiveis de ordens anteriores. Assim, o padrao acima pode ser sintetizado

na forma recursiva:

Z Vialn] = S;Win — 1] =" Vin — 1], n>1, Vk e Qg,. (4.36)

Portanto, para cada ordem n, a Equacao (4.36) define um sistema linear cujas
incognitas sao os coeficientes V,,[n]. Em contrapartida, o termo independente é construido
com base nos coeficientes ja determinados na ordem anterior, Vi[n — 1], e nos coeficientes

correspondentes da funcao reciproca, Wy [n — 1], obtidos via (4.33).
Por fim, para explicitar separadamente as componentes real e imaginaria das
tensdes, decompoe-se Y, = Gum 4 jBim € Vin[n] = V7¢[n] 4+ j Vi™[n]. Substituindo-se

essas representagoes em (4.36) e reorganizando os termos, chega-se a forma complexa:

N
S (Grom V[0) = Bl VE™0]) + § (G VE™ [0] + B Vi2[0]) =
m=1 (437)

SIWin =1 =Y Viln—1], n>1, VkeQs,.

A partir de (4.37), a separacao em partes real e imaginaria produz dois sistemas

lineares acoplados:

™ =

(G Vi [n) = Bim Vi [n]) = Re{ Sy Wy [n — 1] = V" Vi[n — 1]},

m=1 (438)
n>1, ke Q.
N — A A
> (Gim Vil In] + Bion Vi [n]) = Im{ Sy Wy [ — 1] = V" Vi[n — 1]},
m=1 (439)
n>1, VkeQg,.
Em forma matricial, (4.38) e (4.39) podem ser reunidas como:
V<[]
Vimn] _
G =B - Gwv —Bi| | | _ [Re{SiWiln — 1] = ViVl — 1]}
Bkl le ce BkN GkN N T; Im{S};W,;‘[ ] Y th[ ]} 7
Vi‘lnl
V" [nl]

n>1, VkeQs,.
(4.40)

4.1.3.2.3 Desenvolvimento matemdtico: medi¢cdo de fluxo de poténcia

O desenvolvimento recursivo para medigoes de fluxo de poténcia em ramos segue

o mesmo principio adotado na medicao de poténcia liquida, a equacgao incorporada deve
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ser satisfeita ordem a ordem na variavel de incorporacao. Parte-se da expressao em série
do modelo com termo auxiliar, apresentada em (4.24). Para tornar a comparagao de

coeficientes operacional, é conveniente explicitar o fator associado a tensao conjugada no

ramo, isto é, Vi*(a*) = Vi[0]+ V¥ [1]e* 4 - - -, de modo que ele passe a ficar no denominador.
aS;,,

~ ~ = YmQkm (akm Vk [O} + ‘716[1]@ +-
— (V0] + Viu[1]a + ) ) +5 by, (V0] + Vi[La+ )
(Slncr[ ] + Slncr[ ] + .. ) , V(k7m> P stm.

(4.41)
A presenca de Si""(«) é indispensével para garantir consisténcia no ponto germinal
a = 0. Contudo, para que o método mantenha consisténcia, é necessario garantir que, ao
avaliar a = 1, o modelo do fluxo seja recuperado exatamente como na formulagao original.
Em outras palavras, impoe-se que o termo auxiliar nao altere a equagao quando o =1, o

que é obtido exigindo-se

Giner( Z Sinerip] =0, VY(km) € Q.. (4.42)

Como ja estabelecido na analise da solugao germinal, o coeficiente de ordem zero

¢ dado por ST [0] = — Ykmrm (akm — 1) -7 bz}}n Uma escolha simples e suficiente para
satisfazer (4.42) consiste em concentrar a compensagao apenas nos dois primeiros termos
da série, definindo Si"[1] = —Sir[0] e anulando os demais coeficientes. Assim, obtém-se:

— YkmQkm (akm - 1) - j bkm7 n= 07
Smcr[ ] = Yem Akem (akm - 1) +.7 bkmu n= 17 \V/(l{f,m) € stm' (443)

0, n>1,

Com (4.43) definido, procede-se a comparagao de coeficientes em (4.41). Para isso,
utiliza-se novamente a funcao reciproca Wy(a) = 1/Vi(a), de modo que a contribuicio
associada a ‘A/,j‘(oz*) seja manipulada em termos de um produto. A imposicao da igualdade

ordem a ordem conduz, para cada n > 1, a relacao recursiva:

ykmakm<akm\7k[n] Vinln ]>+]b b Viln] = S, Wiln—1]—S1[n], n>1, V(k,m) € Qg, .
(4.44)

Na Equagao (4.44), em cada ordem n, o membro esquerdo envolve apenas os
coeficientes de tensao dessa prépria ordem, enquanto o membro direito é montado com
termos ja conhecidos das ordens anteriores e com o coeficiente correspondente da funcao
auxiliar. Para trabalhar essa relacdo de forma mais direta, escreve-se a admitancia do

ramo como Yrm = Jrm + Jbrm €, em seguida, separa-se a equacao complexa em suas partes
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real e imaginaria. Com isso, chega-se ao sistema linear acoplado apresentado nas Equagoes
(4.45) e (4.46).

V) (@R Grm) + Vim 0] (—adbrm — bit) + Ve [n] (= armgim) + Vo™ (0] (agmbrm) =

Re {Sp, Wiln — 1] = Sp'[n]}, n > 1, V(km) € Qs ,,
(4.45)
Ve [n)(akmbim + bim) + Vi [0 (@i gim) + Vo 0] (= ki) + Vi [0 (= hmGim) =
m {5}, Wiln — 1] = Sperinl}, n > 1, V(km) € Qs,,,.
(4.46)
Por fim, escrevendo (4.45) (4.46) em formato matricial, chega-se a:
_ Vkre[n]
G Gm  —Ombim = Uiy —QkmGrm  Ormbem | Vi [0]|
_a%mbkm + bz};n a’imgkm _akmbk:m —O0rmkm 7;;6 [n]
il (4.47)
R G* W _ Sincr
e{ St Wiln — 1] m[n]} a1 Vhefs .
Im{ Sy, Wiln — 1] — Siacr[n] |

4.1.3.2.4 Desenvolvimento matemdtico: medi¢cdo de corrente em ramos

O desenvolvimento recursivo para medi¢oes de corrente em ramos segue, 0 mesmo
procedimento adotado para as medig¢oes de fluxo de poténcia, a igualdade incorporada deve
ser satisfeita ordem a ordem em «. Parte-se do modelo holomérfico com termo auxiliar,
expresso em série em (4.28), no qual Ii" () foi introduzida para eliminar a inconsisténcia

na condi¢ao germinal.

Entretanto, além de garantir consisténcia em o = 0, é necessario preservar a inter-
pretagao operacional do método: ao avaliar o = 1, o modelo deve reproduzir exatamente
a equacao fisica original associada a medi¢ao. Isso implica que o termo auxiliar nao
pode alterar o valor do modelo no ponto de operagao. Uma escolha simples e suficiente é
construir " (a) de modo que apenas os dois primeiros coeficientes sejam nao nulos, com
sinais opostos, anulando-se em a = 1. Como o termo de ordem zero ja foi determinado na

secao anterior, I"(0] = — Yrmrm (akm — 1) — jbsh define-se, entdo,

— YemQm (akm - ) - ] bkma n = 07
L' 0] = 0 pmagm (@m — 1) + 5030, n=1, V(km)€Qy, . (448)
0, n>1,
A partir de (4.28), obtém-se as relagoes recursivas da medigao de corrente impondo

que a igualdade seja satisfeita coeficiente a coeficiente na expansao em «. Observa-se que

o termo medido aparece no membro esquerdo na forma aly,, e, portanto, contribui apenas
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para o coeficiente de primeira ordem: ao expandir aly,, em série, tem-se coeficiente nulo
para n # 1 e coeficiente igual a Lim para n = 1. Para representar esse comportamento
de maneira compacta, introduz-se a fungao indicadora 9,,, definida em (4.50). Assim, ao
comparar os termos de mesma ordem em « para cada n > 1, obtém-se uma equagao linear
em Vi[n] e V,,[n] no membro esquerdo, enquanto o membro direito retine a contribuicao

do termo medido e o coeficiente correspondente da funcao auxiliar. Dessa forma, resulta:

Yimm (@ Veln] = Vinln] ) + 5 03, Vi [n] = 0 (T — I [0)),  V(k,m) € Q. (4.49)

1, sen=1,
Op = (4.50)
0, sen>1.
Como a Equagao (4.49) é complexa, separa-se a igualdade em duas expressoes
reais, correspondentes as partes real e imaginaria. Com isso, obtém-se um par de equagoes

lineares acopladas, uma para cada componente:

6[”](akmgkm) V [n](— aimbkm - biﬁn) + Vnze[n](_akmgkm) + V;wm[n](akmbkm) =
Re {6, (Iem — I}, n > 1, Y(km) € Qy,,,

(4.51)
Vi) (aimbim + bi) + Vi [0)(0Fm i) + Vo 0] (= aimbin) + Vo [0) (= akmGim) =
T {6, (Lo — I )} 0> 1, V(km) € Q..
(4.52)
Em formato matricial as Equagoes (4.51) e (4.52) podem ser escritas como:
i Vi<l
azmgkm _a%mbkm b tm  — Akmkm akmbkm szm [TL] _
_a%mbkm + bi}& azmgkm _akmbkm —QkmJkm VT:LE [n] 453
Vi 5

(Re{ 8y (Tim — 127 []) }

_ X s TLZ]_, V(k,m)EQ[m.
1 {6, (T — 15 [0]) | ¢
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4.1.3.3 Técnica de Solucao Matricial Direta

Combinando (4.30), (4.40), (4.47) e (4.53), é possivel montar o seguinte sistema

de equagdes matricial:

Gk:k: *Bkkz e ka *Bkm te Gk:N *BkN
Bkkz Gkk T BkTrL GkTrL e BkN GkN
. . . . . . . . Vkm [n]
az"m,gk?mf _aimbkm/ - bZiLrL U _ak:m,gk’,m, alﬂnbkm e 0 O Vklm [n]
a%mbk’m + bi?n a%mgkm T _akmbkm —AkmJkm
(1]
a}i"rrz-ngTL _azmbk‘m - bzlrln Tt T AkmGkm Ak bkm ce 0 0 ’l’;{Lm [’n,]
a%’mbkm + b/z};n aimgkm T _(I/kmbkm —AkmGkm " 0 0 :
: v [n]
VA" [n]
—_——
X[n]
H
Re {S'ZWJ[N — 1] = V"V — 1}}
Im { S Wiln — 1] = YhViln — 17}
Re {Sg, Wiln — 1] - Spelnl}
tm {5,170 — 1] - STl
= : , n>1
On <Re {jkm - f!ﬁ?[n}})
On (Im {[km — ,f%[n]})
h
(4.54)

A Equacao (4.54) coloca o HESEM em um formato operacional simples. Em vez
de manipular cada equagao de medi¢ao separadamente, reinem-se todas elas em um tnico
sistema linear que se repete a cada ordem da expansado. Nesse sistema, a matriz H funciona

como um mapa fixo da rede, pois é construida a partir dos parametros de admitancia e,
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portanto, nao se altera ao longo do processo.
Hx[n| = h[n —1]. (4.55)

O vetor X[n| retine as incognitas do termo n, isto é, as partes real e imagindria
das tensoes estimadas em todas as barras. O vetor h[n — 1] retine as contribui¢oes das
medigoes ja avaliadas no termo anterior, incluindo poténcia, fluxo de poténcia, correntes
de ramo e tensdo, sempre separadas em partes real e imaginaria. Com a solugdo germinal
em maos, o algoritmo avanga ordem por ordem, calculando-se h[n — 1] e resolvendo-se o

sistema para obter X[n].

Entretanto, na pratica, o nimero de medi¢oes M raramente coincide com o nimero
de variaveis de estado 2N, de modo que H nao é quadrada. Nesse caso, a inversa de H
nao estd definida. Para prosseguir, pré-multiplica-se o sistema por H”, obtendo-se uma

forma quadrada que pode ser resolvida diretamente:
(H"H)%[n] = H hin — 1]. (4.56)

Por fim, para incorporar o nivel de incerteza de cada medigdo no modelo, introduz-se
a matriz diagonal de covaridncia R descrita na Equacao (4.57), que ajusta a contribuigao

de cada medicao no sistema.
R = ' ) (4.57)

Com isso, obtém-se a forma compacta final do HESEM, apresentada na Equacao
(4.58).
H'R'H)x[n] = (H'R Y h{n — 1] (4.58)

4.1.3.4 Demonstragio Matemdtica da Equacdio do HESEM

A Equagao (4.58) resume a regra de atualizacaio do HESEM, pois permite obter as
variaveis de estado por um calculo recursivo termo a termo. Para explicar a origem dessa
expressao, parte-se do mesmo ponto de partida da estimacao de estado classica. Define-se
um residuo de medicao e procura-se o estado que torna esse residuo tao pequeno quanto
possivel de acordo com um critério de parada. A demonstragao da equagao do HESEM
consiste em mostrar que, ao aplicar essa ideia ao problema incorporado em « e ao analisar

um termo genérico n, a condi¢ao de otimalidade leva diretamente & (4.58).

O primeiro passo é reconhecer que o modelo nao reproduz exatamente as medigoes.

Na pratica as medigdes carregam erros e, por isso, o cancelamento perfeito z e h(X(a)) s6
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ocorre quando os residuos sao todos nulos. Sendo assim, formaliza-se o erro por meio do

vetor de residuos r(«), conforme mostrado na Equacao (4.59).
r(a) = a.z — h(X(a)). (4.59)

Por sua vez, r(«) admite expansdo em série de Maclaurin e pode ser calculado

termo a termo, conforme mostrado na Equagao (4.60).
rin]=hn -1 —-HxX[n|] n>1. (4.60)

A seguir, impoe-se a principal condi¢ao da estimacao de estado que diz que as
variaveis medidas devem coincidir com os valores previstos pelo modelo quando este é
avaliado no estado estimado. Com isso, o problema passa a ser definido como a minimizagao
de uma fungao objetivo quadratica J, escrita diretamente em termos de X(«) e ponderada

pelas incertezas das medigoes.

J@W»ZE;C“”_%@@”>::mz—h@m»Flez—mﬂ@» (4.61)

gj

Substituindo (4.60) na Equacao (4.61), pode-se calcular a evolugdo da fungao

objetivo a cada recursao n conforme mostrado na Equacao (4.62).
J(x[n]) = [h[n — 1] —H&R)]" R [hjn — 1] — HX[n]] n> 1. (4.62)

Expandindo algebricamente a expressdo matricial (4.62), chega-se a:

J(x[n]) = h[n — 1]"R"h[n — 1] — h[n — 1J"RHK[n)

parcela constante parcela linear
(4.63)
— %[n)"H'Rh[n — 1] + %[n]"H'R'HX[n], n > 1.
parcela linear parcela quadréatica

Por defini¢ao, a condicao de otimalidade é obtida ao derivar a fungao objetivo
e igualar sua derivada a zero. Observa-se que J(X[n]) pode ser decomposta em quatro
parcelas: uma constante em relacdo a X[n], duas lineares em X[n] e uma quadratica em
X([n]. Assim, ao derivar cada parcela separadamente com respeito ao vetor de varidveis

x[n], obtém-se:

o Parcela constante: Essa parcela é constante porque R é inteiramente constante e
h[n—1] é conhecida. Para uma dada recursao n, todos os termos obtidos nas recursoes

anteriores, isto é, até n — 1, ja foram calculados e, portanto, estdo disponiveis, Logo:

PR 1] (h[n —1J"R'h[n — 1]) =0, n>1. (4.64)
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« Parcelas lineares: Derivando-se os dois termos lineares em relagao a x[n], chega-se

a:

0
ox[n]

( _hn— 1]TR1H§<[n]) — H'R M[n—1], n>1. (4.6

9]
ox|[n]

(— %[n)]"H'R 'h[n — 1]) — _H'R 'h[n-1], n>1. (4.66)

o Aplicando a regra da cadeia a parcela quadratica, obtém-se:

)
ox[n]

<§<[n]THTR_1H§<[n]> =2H"R'Hx%[n|, n>1. (4.67)

Portanto, o resultado da derivagao de J(%X[n]), é obtido somando-se os os resultados

das Equagoes (4.64), (4.65), (4.66) e (4.67). Logo:

0. (x[n])

oxln] (H'RH%[n] - H'R'hjn—1]), n>1. (4.68)

A condicao de otimalidade é dada pela anulagao da derivada de J(X[n]), isto é:

9. (x[n])

oxl] ) (H'RH%[n] - H'R'h[n—1]) =0, n> 1. (4.69)

O que conduz diretamente a equacao associadas ao HESEM, apresentadas em
(4.58).

4.1.3.5 Continuacao analitica por Aprorimantes de Padé

A solucao do problema de estimacgao de estados via HESEM é obtida pela resolugao
sucessiva do sistema matricial em (4.58). Entretanto, a série de Maclaurin das tensoes
pode nao representar adequadamente a funcao holomorfa em o = 1 devido as limitagoes
do raio de convergéncia. Para contornar essa lacuna, empregam-se aproximantes de Padé
como técnica de continuacao analitica, substituindo-se a série por uma func¢ao racional
construida a partir dos mesmos coeficientes e, em geral, valida em uma regiao mais ampla,

o que viabiliza a avaliacao das tensoes estimadas em o = 1.

Os aproximantes de Padé correspondentes as séries de Maclaurin que representam
as tensoes estimadas do sistema, conforme descrito em (4.12), podem ser determinados a
partir da Equagao (4.70), em que L e D representam, respectivamente, os graus polinomiais
do numerador e do denominador.

v (a) = pr(a) ~ pel0] + pe[l]a + pr[2]a® + ... + pp[L]at
* qr(cv) 1+ q[l]a + gi[k]a? + ... + qi[D]aP

,VEEN.  (4.70)

Conforme apresentado em Subramanian, Feng e Tylavsky (2013), os coeficientes

pr(a) e gp(ar) presentes em (4.70) sdo obtidos diretamente a partir das Equagoes (4.72) e
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(4.71).
VilL—D+1] --- Vi[D] qi[D] VAL + 1]
Vi[L —‘D +2] ) Vk[D + 1] qk[D:— 1] - Vk[L:—i- 2] VEEN. (4.71)
Vi[D] oo VL+D-=1]|| @] Vi[L + D]
pr[D] = Vi[D] + Zquk[j]Vk[L —j], VkeN. (4.72)

Uma vez obtidos Vi (a) pela soma parcial da série de MacLaurin e Vi (a) pelos
aproximantes de Padé, para todas as barras do sistema, adota-se como critério de parada a

diferenca entre essas duas estimativas. Considera-se que a resposta foi alcangada quando o

maior valor absoluto de ‘f/k(a) — Vi(a)], avaliado dentre todas as barras k € N, ¢ inferior

a uma dada tolerdncia e pu, conforme indicado na Equacao (4.73).

<e. (4.73)

max
keN

4.1.3.6 Fluzograma

Um fluxograma do método proposto é apresentado na Figura 13. Para tornar o
procedimento mais claro, ele foi organizado em nove blocos, que estruturam o algoritmo do
HESEM e servem como guia para a descricao detalhada de cada etapa conforme descrito

a seguir.



Figura 3 — Fluxograma da metodologia proposta.

Coleta-se as
medig¢des e forma-
se o vetor z

Constroi-se
a matriz
H

——>

s

Calcula-se a solugdo Germinal
V[0] = W [0] = 1,vk EN

Slirrlrfr [0] = —Yim@km (@m — 1) —
jbgh v(k,m) € Qg,

Ilicrrllfr[o] = ~YimQGem (@m — 1) —
jbim, ¥(k,m) € Q-

Calcula-se h[n — 1],

usando-se (*)

l

Soluciona-se a equagdo do HESEM

(HTR™'H) %[n] = (HTR™Y) h[n —1]

l

Calcula-se

Ve(@=1)= ¥ Vlil,vk €N

l

Calcula-se os aproximantes de Padé

Vk (a)

_ k(@ o prl0]+pk[1]atpy[2]a®+-+pg[Llat

qr(a) ~
Vk €N

1+qk[1]a+qg[2]a?+-+qg[D]aP

Fonte:

Sim
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Re(S; Wyln — 1] — Y¢"eln — 11}
Im{S; W [n — 1] = YV [n — 1]}
Re(Sin Wy [n — 1] — {27 [n]}
Im{Sj,, Wiln — 1] — S [n]}
8 (Re{Tim — 1§27 [n1})

S (Im{Tiem — 1T [n]})

max|V () — V()| < €?
vk €N

Elaborado pelo autor (2026).

Fim

e Bloco 1: Formagao do conjunto de medigcoes e do vetor z. Retinem-se as

grandezas medidas disponiveis para a estimagdo em um vetor Uinico, que servira

como entrada do procedimento recursivo. Em estudos computacionais, a mesma

etapa pode ser interpretada como a geracao de um cenario de operacao por fluxo de

poténcia e a posterior construcao do vetor de medigoes com perturbacoes aleatorias

que representem imperfeigdes de instrumentagao. Ao final do bloco, obtém-se o vetor

de medigoes definido em (4.1), que alimenta as fung¢oes de medi¢ao nas proximas

etapas.

e Bloco 2: Constroéi-se a matriz de termos constantes H. Com base no conjunto

de medigoes coletados do sistema é possivel construir a matriz de termos constantes

H que sera utilizada nos calculos do HESEM. Como ja mencionado, essa matriz é
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composta por termos constantes retirados da prépria matriz de admitancias nodal,
e de condutancias e susceptancias do sistema para o caso de medidas de fluxo de

potencia e corrente passando em ramos.

Bloco 3: Definicao da solugao germinal e ancoragem do problema. Define-
se o ponto de partida do HESEM impondo a = 0 nas equagoes incorporadas
holomorficamente apresentadas na Tabela 1. Essa escolha fixa o coeficiente de ordem

zero das expansoes em série das tensoes estimadas e, ao mesmo tempo, determina

as condigoes iniciais das fungoes auxiliares W(a), Si"er () e 1" («). Em termos
praticos, este bloco estabelece as condi¢oes germinais que tornam o processo recursivo

bem definido e consistente, conforme sintetizado na Tabela 2.

Bloco 4: Inicializagao da ordem recursiva. Com as condigOes germinais ja
definidas, inicia-se o processo de calculo dos coeficientes nao triviais da expansao,
selecionando-se o primeiro termo a ser estimado. Assim, fixa-se n = 1 como a

primeira ordem calculada a partir do estado germinal estabelecido no Bloco 1.

Bloco 5: Construcao do vetor de funcoes de medicao no termo anterior.
Calcula-se o vetor h[n — 1] que entra no lado direito do sistema matricial do HESEM
em (4.54). A ideia central deste bloco é transformar as medigoes e as relagoes do
modelo em uma forma que dependa apenas de quantidades ja conhecidas até a ordem
(n — 1), deixando o termo n reservado para as incognitas. As expressoes usadas para
montar hn — 1] decorrem diretamente de (4.30), (4.37), (4.44) e (4.49), conforme

indicado em (%) no fluxograma.

Bloco 6: Resolugao do sistema do HESEM no termo n com ponderacgao.
Resolve-se o sistema matricial em (4.54) para obter as varidveis de estado do termo
n. Nesta etapa, incorpora-se explicitamente a modelagem dos erros aleatérios por

meio da matriz diagonal de covaridncia R, definida em (4.57).

Bloco 7: Reconstrucgao das tensoes pela soma parcial da série de Maclaurin.
Converte-se o conjunto de coeficientes calculados até a ordem n em uma estimativa
explicita das tensoes em cada barra, realizando-se a soma parcial da série em
a = 1. Esse passo corresponde diretamente a forma de série apresentada em (4.12),

produzindo o fasor V para cada barra k& com os termos disponiveis até entao.

Bloco 8: Aproximacao racional por aproximantes de Padé. A partir dos
mesmos n termos ja calculados, constroem-se os aproximantes de Padé para as
expansoes em série associadas as barras do sistema. Para isso utiliza-se as Equagoes

(4.70)(4.72).

Bloco 9: Critério de parada por comparacao entre Maclaurin e Padé.

Verifica-se a consisténcia entre as tensodes estimadas pela soma de Maclaurin e
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aquelas fornecidas pelos aproximantes de Padé. Se a diferenca ficar abaixo do
limiar €, considera-se que a solugao atingiu estabilidade numérica e encerra-se a
processo, conforme o critério formal apresentado na Equagao (4.73). Caso contrério,

prossegue-se para o Bloco 9.

« Bloco 10: Atualizacao da ordem e retorno ao ciclo recursivo. Caso o critério
de parada nao seja atendido, incrementa-se a ordem (n+ = 1) e reinicia-se o ciclo
a partir da reconstrugao de h[n — 1]. Com isso, o sistema em (4.54) é novamente
montado e resolvido para o novo termo, repetindo-se o processo até que o limiar €

seja satisfeito.

4.1.3.7 Exemplo tutorial

Para elucidar a metodologia proposta nesse trabalho, propoem-se estimar, de forma
detalhada, o estado operativo do sistema teste usado no exemplo 2.1 encontrado em (Abur;
Exposito, 2004), cuja topologia é apresentada na Figura 4, com dados de barras e de linhas

dispostos nas Tabelas 3 e 4, respectivamente.

Figura 4 — Diagrama unifilar sistema tutorial.

1 2 4

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Tabela 3 — Dados de barra — sistema tutorial.

Barra Tipo P.""*" (pu) LI (pu) Y (pu)

1 Vo 0,00 0,00 0,00
2 PQ 0,50 0,30 0,00
3 PQ 1,20 0,80 0,50
4 PQ 0,25 0,10 0,00

Fonte: (Abur; Exposito, 2004).



Tabela 4 — Dados de linha — sistema tutorial.

De Para R (pu) X (pu) Y;! (pu) Tap
1 2 0,02 0,06 0,20 -
1 3 0,02 0,06 0,25 -
2 3 0,05 0,10 0,00 -
2 4 0,00 0,08 0,00 0,98

Fonte: (Abur; Exposito, 2004).
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Para iniciar o algoritmo do HESEM, é necessario definir um conjunto de medic¢oes

que forma o vetor z ao qual torna o sistema totalmente observavel. Tal plano de medicao

é mostrado na Tabela 5.

Tabela 5 — Plano de medi¢oes — sistema tutorial.

Medigdo Valor (pu) Ri;
Vi 1,00 1,6 x107°
6, 0,00 1,6x10°°
P; -1,20 1,0 x 107*
Qs -0,80 1,0 x 10~*
Py 0,8864 6,4 x 107°
Q12 0,2406 6,4 x 107°
Pis 1,1092 6,4 x 107°
Q13 0,2083 6,4 x 1075
Poy 0,2500 6,4 x 107
Q24 0,1061 6,4 x 10~5

Fonte: Elaborado pelo autor.

Uma vez coletadas as medigoes do sistema, monta-se a matriz de termos constantes

H, conforme explicado em (4.54). Como o vetor de medigdes possui dez elementos e o

sistema possui quatro barras, obtém-se uma matriz H € R'9%®. Isso estd indicado na

Equagao (4.74).

—14,90

—14,88
0
0

0 0
0 0
-8 9
-4 =23
—15 0
-5 0
0 -5
0 15
12 0
0 0

O O O O o o o o

0
12,25

oS O O O o o o

0

12,25

0

(4.74)

Em seguida, determina-se a solucao germinal. Por defini¢ao, sua regra de formacao

¢é a apresentada na Tabela 2. Para o sistema tutorial, a solu¢ao germinal correspondente é

mostrada na Tabela 6.
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Tabela 6 — Solugao germinal — sistema tutorial.

Funcdo holomorfa Valor (pu)

V1[0] = WA [0] 1
Va[0] = Wa 0] 1
V3[0] = W3(0] 1
V4 [0] = Wa4[0] 1
Siner[q] —40,100
Siner[o] —50,125
Siner[o)] 40,260

Fonte: Elaborado pelo autor.

Com a solucao germinal e a matriz H definidas, e sabendo que a matriz de
covariancia R ¢é diagonal, formada pelas variancias de cada medigao apresentadas na

Tabela 5, da-se inicio ao processo recursivo:

o Primeira recursado (n = 1): Calcula-se o vetor h[n — 1], cujas equagdes estao
sintetizadas no lado direito do sistema matricial (4.54) e também indicadas por (*)
no fluxograma da Figura 13. Como aqui n — 1 = 0, todos os termos de h[0] sdo
diretamente conhecidos a partir da solu¢ao germinal. Além disso, pela relacao (4.43),
o coeficiente de primeira ordem das fungoes auxiliares satisfaz S;"<"[1] = —Sier|0],

sendo Si"<r[0] o valor j4 apresentado na Tabela 6. Logo:

T
h[o]z[o 0 —1,20 0,175 0,886 —0,341 1,109 —0,333 0,250 0,154] . (4.75)

Aplicando-se a equagdo do HESEM descrita em (4.58), é possivel determinar o

coeficiente de ordem n = 1 de todas as tensoes estimadas do sistema.

De posse desses coeficientes, somam-se os termos das séries de cada tensao para obter
a estimativa do estado operativo na recursao atual, conforme apresentado na quarta
coluna da Tabela 7. Em seguida, avalia-se o critério de convergéncia definido em
(4.73), comparando essa soma com as respectivas aproximagoes de Padé, calculadas
a partir de (4.70), (4.71) e (4.72). Como indicado na ultima coluna da Tabela 7, o
maior residuo obtido ainda ¢ superior & tolerancia de 10~* adotada neste exemplo,

portanto, prossegue-se para a proxima recursao.
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Tabela 7 — Resultado da primeira recursao — sistema tutorial.

Tensao estimada n =0 n=1 >o Padé Residuo
Vreln) 1 0,0016 1,0016 1,0016 0
Vi n) 0 40,0002 70,0002 40,0002 0
Vieln) 1 —0,0382 0,9618 0,9613 0,0005
Vimn] 0 —70,0461 —50,0461 —50,0426 —0,0034
Vireln) 1 —0,0360 0,9640 0,9620 0,0020
Vimn] 0 —70,0603 —50,0603 —50,0560 —0,0043
Vreln) 1 —0,0269 0,9731 0,9697 0,0034
Vim(n] 0 —70,0666 —350,0666 —;0,0629  —0,0037

Fonte: Elaborado pelo autor.

e Segunda recursdo (n = 2): Essa nova recursdo inicia-se com o calculo dos
coeficientes Wi [1], Wa[1], Wa[1], Wy[1]. Esse coeficientes representam, por definicio,

o reciproco das tensoes na recursao atual, e sao calculados diretamente por (4.33).

Tabela 8 — Reciproco das tensoes estimadas — segunda recursao — sistema tutorial.

Reciproco das tensées n =0 n=1
Wreln) 1 —0,0016
Wim|n] 0  —50,0002
Wie[n] 1 0,0382
Wim(n] 0 70,0461
Wie[n] 1 0,0360
Wim[n) 0 40,0603
Wyeln) 1 0,0269
Wim[n) 0 40,0666

Fonte: Elaborado pelo autor.

De posse dos coeficientes de primeira ordem das séries dos reciprocos das tensoes
em todas as barras, determina-se novamente o vetor h[n — 1]. Isso é possivel pois
os termos de ordem inferior das séries das tensoes estimadas ja sao conhecidos das
recursoes anteriores e conforme descrito em (4.43), para n > 1, tem-se Si""[n] = 0.

Logo:

T

h[1] = [0 0 -1,1999 j0,1750 0,8864 -j0,3406 1,1092 -j0,3333 0,25 j0,1542} .
(4.76)
Aplicando-se novamente a equacgao do HESEM, calcula-se os termos de segunda
ordem das expansoes em séries das tensoes estimadas, conforme mostrado na Tabela
9. Aplicando-se as condigbes de convergéncia (4.73), verifica-se que serd necessario

mais uma recursao.
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Tabela 9 — Resultado da segunda recursao — sistema tutorial.

eg;ei?rf::i)a n=>0 n=1 n=2 > Padé Residuo
Vire(n) 1 0,0016  —0,0015 1,0001 1,0008  —0,7030 x 10~3
Vim{n] 0 50,0002 —350,0003 0 40,0001 —;0,1345 x 1073
Vireln) 1 —0,0382 0,0001 0,9619 0,9619  —0,0011 x 1073
Vim(n] 0 —50,0461 —350,0002 —j0,0463 —350,0463 —30,0003 x 1073
Vieln) 1 —0,0360  —0,0056 0,9584 0,9582 0,1616 x 10~3
Vim(n] 0 —70,0603 50,0003 —30,0600 —350,0596 —;0,4370 x 1073
Vreln) 1 —0,0269  —0,0011 0,9720 0,9720 0,0210 x 10~3
Vimn] 0 —50,0666 —30,0006 —50,0672 —50,0672 —;0,0040 x 1073

Fonte: Elaborado pelo autor.

« Terceira recursao (n = 3): Repete-se 0 mesmo procedimento das recursao anteri-
ores: Calculam-se os reciprocos das tensoes estimadas pela Equagao (4.33), cujos

resultados sao apresentados na Tabela 10.

Tabela 10 — Reciproco das tensoes estimadas — terceira recursao — sistema tutorial.

Reciproco das

~ n=2>0 n=1 n=2 n=3
tensoes
W{e[n] 1 —0,0016 0,0015 0,1138 x 1073
Wl”"[n] 0 —40,0002 50,0003 —50,0280 x 1073
W;e[n] 1 0,0382  —0,0008 —0,1550 x 1073
Wzim [n] 0 70,0461 50,0037 50,1957 x 1073
Wg@[n] 1 0,0360 0,0033 0,5819 x 1073
W?fm [n] 0 70,0603 50,0040 50,5600 x 1073
Wf[n] 1 0,0269 —0,0026 —0,2280 x 1073
Wim[n] 0 70,0666 50,0042 50,0675 x 1073

Fonte: Elaborado pelo autor.

Monta-se o vetor hn — 1] conforme (4.54), cujos resultados sdo apresentados na

Equacao 4.77.

T
h[2] = [0 0 -0,0005 j0,0110 0,0012 -j0,0006 0,0016 -j0,0006 -0,0006 -j0,0009}
(4.77)

E em seguida, obtém-se as tensoes estimadas através da Equagao (4.58):



78

Tabela 11 — Resultado da terceira recursao — sistema tutorial.

e;[‘;einmS:((i)a n=0 n=1 n=2 n=3 >ico Padé Residuo
V{e[n] 1 0,0016 —0,0015 —0,1184 x 1073 1 1 0,0553 x 104
Uimln] 0 50,0002 —50,0003 50,0265 x 10~3 0 0 70,0705 x 10~
vge(n] 1 00382 00001 —00633x107% 09618 09618  0,0271 x 10~*
Ugmin] 0 —j0,0461 —j0,0002 —j0,0873 x 10 —j0,0464 —50,0464  j0,0118 x 10~
Vgl 1 —0,0360  —0,0056 —04866x 1073 09579 09578  0,7870 x 104
Vimn] 0 —j0,0603 50,0003  j0,1098 x 10 —j0,0599 —j0,0599 —j0,3530 x 10~
Uren] 1 —00260 00011 —01313x 103 09719 09719  0,0495 x 10~*
Vimin] 0 —j0.0666 —j0.0006 —j0,0423 x 1073 —j0,0672 —j0,0672 —j0,0457 x 10~

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na terceira recursao, o critério de convergéncia é finalmente satisfeito. O estado

operativo estimado do sistema, apresentado na Tabela 12, é obtido pela simples

conversao dos valores retangulares fornecidos pelos aproximantes de Padé para a

forma polar.

Tabela 12 — Tensoes estimadas — sistema tutorial.

Tensdo Valor (pu)

1,0000£0

0,9629./ — 2,76
0,9597/ — 3,58
0,9742/ — 3,96

Fonte: Elaborado pelo autor.

Vale destacar que, neste exemplo, os valores obtidos via aproximantes de Padé

nao diferiram significativamente daqueles resultantes da simples soma das séries de

Maclaurin. Entretanto, em sistemas maiores e mais carregados, essa soma direta

tende a falhar, pois as séries deixam de representar adequadamente as fungoes

holomorfas no ponto o = 1.

4.2 CONCLUSOES PARCIAIS

Neste capitulo foi apresentada a metodologia proposta nesta dissertagao para a

estimacgao de estados baseada em incorporagao holomérfica. Ao longo do capitulo, o desen-

volvimento do HESEM foi apresentado de forma progressiva, partindo do equacionamento

do método até chegar a demonstragao matematica de sua relagdo central. Além disso, foi

incluido um fluxograma do algoritmo e foi resolvido um exemplo tutorial passo a passo,

com o objetivo de esclarecer o procedimento e apoiar a aplicagao nos estudos de caso

posteriores.
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5 RESULTADOS E DISCUSSOES

Este capitulo apresenta os resultados obtidos a partir da implementac¢ao compu-
tacional do HESEM. Para validar a metodologia proposta em sistemas de distribuicao,
adotou-se o sistema IEEE de 33 barras considerando dois cenarios distintos de plano de
medicdo. Os testes em sistemas de transmissao foram conduzidos nos sistemas [EEE de 14
barras, novamente sob dois cenéarios de plano de medicao e, em especial, no sistema-teste
brasileiro de 107 barras, cuja topologia subdividida em trés subsistemas e a presenca de
corredores de transmissao tornam o caso particularmente adequado para avaliar limitagoes
operativas. Adicionalmente, as mesmas simulacoes foram realizadas via MQP, adotado
como referéncia para a comparacgao de desempenho. Vale destacar que todos os cddigos
computacionais foram desenvolvidos no soft MatLab, sendo os calculos executados em um
computador com processador Intel Core i5-10210U a 1,60 GHz e 8 GB de RAM. Além
disso, a tolerancia adotada como limiar para o critério de parada em todas as simulacoes

nesse trabalho foi de 1073.

5.1 SISTEMA IEEE 14 BARRAS

A Figura 5 apresenta o diagrama unifilar do sistema de transmissao de 14 barras,
cujos dados de cargas e linhas sdo encontrados em Al-Roomi (2022). Para os testes a
seguir, consideram-se dois conjuntos distintos de medicoes, os quais sao apresentados como

estudos de caso separados.

Figura 5 — Diagrama unifilar do sistema IEEE 14 barras.

Legenda
W PMU Cenério 1
Il PMU Cenario 2

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).
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5.1.1 Cenéario 1

A alocacao 6tima de PMUs, visando a observabilidade completa do sistema, foi
definida conforme o método apresentado em (Babu; Bhattacharyya, 2016), que propoem
instalar as PMUs nas barras 2, 6, 7, 9 e 14. Nesse arranjo, sao medidos os fasores de tensao
nas barras com PMU instalada e, adicionalmente, consideram-se medidas as correntes nos

ramos diretamente conectados a esses medidores.

Para representar um cendario mais proximo do real, foram adicionados erros aleato-
rios gaussianos as medicoes, de 0,4% para tensoes e 0,8% para correntes. Dessa forma,
o plano contendo 29 medicao apresentado na Tabela 13 é definido a partir das medigoes

disponibilizadas pelas PMUs alocadas.

Tabela 13 — Plano de medicao - sistema IEEE 14 barras - cenario 1.

. Valor . Valor

Medigao De Para Mag. (pu) Fase (°) Ry;; Medicao De Para Mag. (pu) Fase (°) Ry;;

1 Vi 1 - 1,0563 0,00 1,6 x107° | 16 Ipm 4 5 0,6528 —176,36 6,4 x 10~°
2 Vi 2 - 1,0429 —532 1,6 x107° | 17 Iym 4 7 0,3116 715 6,4 x107°
3 Vi 4 - 1,0158  —10,91 1,6 x 1075 | 18 Ipm, 4 9 0,1649 —10,20 6,4 x 10~°
4 Vi 6 - 1,0671 —15,04 1,6 x107° | 19 Ip, 5 6 0,4711 —23,84 6,4 x107°
5 Vi 7 - 1,0615 —14,12 1,6 x 1075 | 20 Ipn, 6 11 0,0839 —42,63 6,4 x 107°
6 Vi 8 - 1,1003  —14,11 1,6 x 107° | 21 Ipp, 6 12 0,0799  —33,15 6,4 x 107°
7T Vi 9 1,0516  —15,78 1,6 x 107° | 22 Ip, 6 13 0,1900 —37,62 6,4 x 107°
8 Vi 11 - 1,0583  —15,63 1,6 x 107° | 23 Ip, 7 8 0,1687 75,90 6,4 x 107°
9 Vi 13 - 1,0448  —16,02 1,6 x 107° | 24 Ip, 7 9 0,2867 —26,74 6,4 x 107°
10 I 1 2 1,6081 7,76 1,6 x 1075 | 25 Ipp, 9 10 0,0648  —52,97 6,4 x 107°
11 I 1 5 0,7481 —297 1,6x107° | 26 Ipm 9 14 0,1001 —35,85 6,4 x107°
12 I 2 3 0,7394 —7,70 1,6 x107° | 27 Ipm 10 11 0,0430 137,55 6,4 x 107°
13 Iim 2 4 0,5608  —4,03 1,6 x 1075 | 28 I, 12 13 0,0181  —41,87 6,4 x 1075
14 Iy, 2 5 0,4182 —727 1,6x107° | 29 Ipm 13 14 0,0610  —34,92 6,4 x 107°
15 Iim 3 4 0,2485 179,98 1,6 x 107°

Devido ao carater estocastico do problema, foram realizadas 5.000 simulacoes, onde
considerou-se o estado operativo do sistema como o valor médio dessas simulagoes. A Figura
6a apresenta a comparagao entre as magnitudes de tensao reais, obtidas por um algoritmo
tradicional de fluxo de poténcia, e as magnitudes estimadas médias calculadas a partir das
5.000 execugoes do método proposto. A Figura 6b mostra os erros correspondentes aos

dois resultados.

Com base na Figura 6a é possivel concluir que o estado operativo do sistema foi
devidamente estimado pelo HESEM uma vez que as tensoes coincidem com as calculadas
pelo fluxo de poténcia. Neste estudo de caso os erros de magnitude de tensao se mostraram

estaveis, ficando na ordem de 1073 %.

Os angulos das tensoes também sao estimados com boa precisao, conforme apre-
sentado na Figura 7, na qual os valores reais, obtidos pelo fluxo de poténcia, e os valores

estimados, calculados a partir das simulacoes, estao associados a baixos erros de estimacao.
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Figura 6 — Magnitude das tensoes no sistema IEEE 14 barras: Cenério 1.
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5.1.2 Cenéario 2

No segundo estudo de caso aplicado ao sistema de 14 barras, consideram-se medidos
os fluxos de poténcia ativa e reativa em todos os ramos do sistema. Adicionalmente, assume-

se a instalagao de uma tnica PMU na barra 1.

Para simular um cendario de incerteza, da mesma forma que o caso de estudo
anterior, adiciona-se erros aleatérios gaussianos as medigoes: nas tensoes, esses ruidos
mantém amplitude de 0,4%, enquanto, nos fluxos de poténcia nos ramos, consideram-se
erros aleatério proporcional a 1%. Dessa forma, o plano de medi¢ao contendo 21 medi¢oes

adotado para este novo cenario é apresentado na Tabela 14.

Apds 5.000 simulacoes, as tensoes estimadas sdo comparadas aos valores do fluxo
de poténcia nas Figuras 8a e 9a. Os erros de estimagao das magnitudes e dos angulos sao

apresentados, respectivamente, nas Figuras 8b e 9b.
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.o Valor .o Valor

Medigao De Para Mag. (pu) Fase (°) Ri; Medigao De Para Mag. (pu) Fase (°) Ri;

1 Vi 1 - 1,0562 0,00 1,6 x107° | 6 Sim 6 11 0,0814 25,84 6,4 x 107°
2 Sim 1 2 1,6026 —741 16x107° | 6 Sim 6 12 0,0810 17,82 6,4 x 107°
3 Skm 1 5 0,7546 292 1,6x107° | 7 Sim 6 13 0,1949 22,13 6,4 x 107°
4 Sim 2 3 0,7402 278 1,6 x107° | 7 Sim 7 8 0,1725 —90,00 6,4 x 107°
5 Sim 2 4 0,5626 —1,58 1,6x107° | 9 Sim 7 9 0,2908 11,63 6,4 x 1075
6  Skm 2 5 0,4124 1,62 1,6 x107° | 9 Sim 9 10 0,0675 38,91 6,4 x107°
7 Skm 3 4 0,2363 169,13 1,6 x 107° | 10 Sim 9 14 0,1000 20,96 6,4 x 107°
8 Skm 4 5 0,6252 165,49 1,6 x 107° | 12 Spm, 10 11 0,0407 —156,89 6,4 x 107°
9 Skm 4 7 0,2974 —19,03 1,6 x 107° | 13 Spm 12 13 0,0180 25,04 6,4 x 107
10 Skm 4 9 0,1593 —1,52 1,6 x107° | 21 Spm 13 14 0,0588 17,20 6,4 x 107
11 Sgm 5 6 0,4572 15,79 1,6 x 107

Como esperado, por estarem associadas a maiores erros aleatérios, as medigoes de
fluxo de poténcia resultam em erros de estimagao superiores aos do caso anterior. Ainda

assim, o HESEM foi capaz de estimar o estado do sistema.

Figura 8 — Magnitude das tensoes no sistema IEEE 14 barras: Cenério 2.
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5.2 SISTEMA IEEE 33 BARRAS

A Figura 10 ilustra o sistema de distribuicao radial IEEE 33 barras, cujos dados

de barras e linhas sao encontrados em Baran e Wu (1989).

Figura 10 — Diagrama unifilar do sistema I[EEE 33 barras.
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Legenda

Bl PMU Cenario 1
Il PMU Cenério 2

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

5.2.1 Cenéario 1

Neste primeiro cenario, as PMUs sao alocadas nas barras 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15,
17, 19, 21, 24, 26, 28, 30 e 32. Assim, ficam disponiveis em tempo real os fasores de
tensao das barras monitoradas, bem como as correntes de ramo das linhas conectadas as

respectivas unidades de medicgao.

Para deixar a simulagdo mais proxima do que acontece na pratica, essas grandezas
também foram perturbadas por um erro aleatério gaussiano, considerando niveis de 0,4%
nas medicoes de tensao e 0,8% nas medicoes de corrente. A Tabela 15 apresenta o plano
contendo as 48 medicao definido a partir das medi¢oes disponibilizadas pelas PMUs

alocadas.
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Tabela 15 — Plano de medicao - sistema IEEE 33 barras - cenario 1.

.o Valor .o Valor

Medigao De Para Mag. (pu) Fase (°) Ri; Medigao De Para Mag. (pu) Fase (°) Ri;

1 Vi 1 - 1,0001 0,00 1,6 x 107 | 25 Ipm, 9 10 0,0079  —25,59 6,4 x 107°
2 Vi 3 - 0,9853 0,10 1,6 x107° | 26 Ip, 10 11 0,0070  —26,20 6,4 x 107°
3 Vi 5 - 0,9672 0,24 1,6 x107° | 27 Ipm 11 12 0,0065 —25,39 6,4 x 107°
4 Vi 7 - 0,9361 —0,10 1,6 x107° | 28 Ipm 12 13 0,0057 —24,78 6,4 x 107°
5 Vi 9 - 0,9295 —0,14 1,6 x107° | 29 Ipm 13 14 0,0049 —23,96 6,4 x 10~°
6 Vi 11 - 0,9234 —0,20 1,6 x107° | 30 Ipm 14 15 0,0033  —19,54 6,4 x 107°
7T Vi 13 - 0,9231 —0,29 1,6 x107° | 31 Ipm 15 16 0,0026  —20,56 6,4 x 10~°
8 Vi 15 - 0,9159 —0,41 1,6x107° | 32 Ipm 16 17 0,0018 —22,38 6,4 x 107°
9 Vi 17 - 0,9087 —0,52 1,6 x107° | 33 Ipm 17 18 0,0011 —26,57 6,4 x107°
10 V4 19 - 1,0015 0,01 1,6 x107° | 34 Ip, 2 19 0,0042 —24,10 6,4 x 107°
11 V, 21 - 0,9877 —0,09 1,6 x107° | 35 Ipm 19 20 0,0032 —24,15 6,4 x 107°
12 Vi 24 - 0,9699 —0,02 1,6 x107° | 36 Ipm 20 21 0,0021 —25,35 6,4 x 107°
13 Vi 26 - 0,9502 0,18 1,6 x107° | 37 Ipm 21 22 0,0011 —21,80 6,4 x107°
14 Vi 28 - 0,9357 0,33 1,6 x107° | 38 Ip, 3 23 0,0112 —25,88 6,4 x 107°
15 Vi 30 - 0,9203 0,52 1,6 x107° | 39 Ip,. 23 24 0,0102 —25,56 6,4 x 10~°
16 Vi 32 - 0,9141 0,41 1,6 x 107° | 40 I, 24 25 0,0050 —25,02 6,4 x 107°
17 Iym 1 2 0,0484 31,82 64x107° | 41 I 6 26 0,0151 —4527 6,4 x 107°
18 Ipm 2 3 0,0435  —32,70 6,4 x107° | 42 Iy 26 27 0,0144  —46,68 6,4 x 107°
19 Iy 3 4 0,0309 —3539 6,4x107° | 43 Ipm 27 28 0,0137 —47,95 6,4 x 107°
20 Igm 4 5 0,0297 —3540 6,4 x107° | 44 Iy, 28 29 0,0130 —49,35 6,4 x 107°
21 Igm 5 6 0,0280 —3572 6,4x107° | 45 Ipm 29 30 0,0118 —52,25 6,4 x 107°
22 Igm 6 7 0,0136 —25,63 6,4 x107° | 46 Iy 30 31 0,0055  —26,10 6,4 x 107°
23 Igm 7 8 0,0110 —25,40 6,4 x107° | 47 Ipm 31 32 0,0035 —27,30 6,4 x 107°
24 Igm 8 9 0,0086 —24,78 6,4 x107° | 48 Iy 32 33 0,0009 —35,54 6,4 x 107°

A Figura 11a compara as magnitudes de tensao obtidas pelo fluxo de poténcia
com aquelas estimadas pelo HESEM, considerando a média das estimativas ao longo das
5.000 simulagoes deste cenario. Observa-se que o HESEM reproduz de forma satisfatéria o
estado operativo do sistema, uma vez que as curvas de magnitude de tensao permanecem

sobrepostas e os erros absolutos apresentados na Figura 11b sao relativamente pequenos.

O mesmo padrao aparece nos angulos de fase mostrados na Figura 12a. Ao comparar
os angulos calculados pelo fluxo de poténcia com os angulos estimados pelo HESEM, nota-
se que as curvas ficam sobrepostas ao longo de todas as barras. Isso também se reflete nos
erros absolutos indicados na Figura 12b, que permanecem baixos, indicando que o método
consegue recuperar de forma satisfatoria a componente angular do estado mesmo com a

presenca de ruido nas medigoes.

Ainda que em sistemas de distribui¢do a estimacao possa ser mais sensivel ao ruido
de medicao, devido as maiores quedas de tensao ao longo dos alimentadores, o HESEM

manteve bom desempenho neste cenario.
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Figura 11 — Magnitude das tensoes no sistema IEEE 33 barras: Cenario 1.
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Figura 12 — Angulo das tensoes no sistema IEEE 33 barras: Cenério 1.
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5.2.2 Cenéario 2

Para o segundo cenario, utilizando o sistema de 33 barras, as PMUs passam a
ser instaladas de acordo com o procedimento de aloca¢ao adotado em (Melo; Teixeira;
Mingoranga, 2023). Nesse caso, as PMUs sao posicionadas no inicio e no final de cada
alimentador lateral, sendo instaladas nas barras 1, 2, 3, 6, 17, 21, 24 e 32. As PMUs
disponibilizam os fasores de tensao nas barras monitoradas, bem como as correntes nos
ramos das linhas conectadas a cada uma dessas barras. Para as demais barras, considera-se
que as poténcias ativa e reativa sdo obtidas por meio de pseudomedidas as quais sao
atribuidos erros aleatérios de 10% de amplitude. A Tabela 16 resume o plano de medicao

contendo as 36 medidas adotadas neste cenério.
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Tabela 16 — Plano de medicao - sistema IEEE 33 barras - cenario 2.

.o Valor .o Valor

Medigao De Para Mag. (pu) Fase (°) Ri; Medigao De Para Mag. (pu) Fase (°) Ri;

1 Vi 1 - 1,0026 0,00 1,6 x107° | 19 S, 29 10 0,0014 -149,72 1,0 x 10~*
2 Vi 2 - 0,9934 0,01 1,6 x107° | 20 Sy 30 11 0,0062 -108,41 1,0 x 10~*
3 Vi 3 - 0,9843 0,10 1,6 x107° | 21 Ip.m 1 2 0,0458 -31,86 6,4 x 107°
4 Vi 6 - 0,9486 0,13 1,6 x107° | 22 I, 2 3 0,0406 -32,64 6,4 x107°
5 Vi 17 - 0,9097 -0,48 1,6 x 1075 | 23 Ip, 3 4 0,0291 -35,39 6,4 x 1075
6 Vi 21 - 0,9878 -0,08 1,6 x107° | 24 I, 5 6 0,0269 -35,71 6,4 x107°
7T Vi 24 - 0,9747 20,02 1,6 x 1075 | 25 Ipn, 6 7 0,0128 -25,58 6,4 x 1075
8 Vi 32 - 0,9220 0,39 1,6 x107° | 26 Ip, 16 17 0,0017 -2225 6,4 x 107°
9 Sk 8 - 0,0023  -15344 1,0x10* | 27 Ipm 17 18 0,0011 -24.41 6,4 x107°
10 Sk 9 - 0,0006 -161,58 1,0x10* | 28 Iy 2 19 0,0039 -24,02 6,4 x 107°
11 S 10 - 0,0006 -161,58 1,0x10~* | 29 I;n 20 21 0,0020 -24,05 6,4 x107°
12 S 1 - 0,0005 -146,32 1,0x 1074 | 30 I, 21 22 0,0010  -24,06 6,4 x 1075
13 S, 12 - 0,0007 -149,76 1,0x10~* | 31 Iyn 3 23 0,0106 -25.85 6,4 x 107°
14 Si 13 - 0,0007 -149,76 1,0 x107* | 32 Iyn 23 24 0,0096 -25.51 6,4 x 107°
15 Si 14 - 0,0014 -146,34 1,0x10"* | 33 Iim 24 25 0,0047 -25,53 6,4 x 107°
16 Sk 15 0,0006 -170,57 1,0x107* | 34 I, 6 26 0,0142 -45,57 6,4 x 107°
17 Sy 27 2 0,0007 -157,35 1,0x107* | 35 Ipm 31 32 0,0033 -27.04 6,4 x107°
18 Sk 28 3 0,0006 -161,53 1,0x107* | 36 Ipm 32 33 0,0008 -33,33 6,4 x107°

Apés a realizacao das 5.000 simulagoes, as Figuras 13a e 14a apresentam, respecti-

vamente, a comparac¢ao entre as magnitudes e os angulos de fase das tensoes estimadas

pelo HESEM e aqueles calculados pelo fluxo de poténcia. Observa-se que as duas curvas

permanecem sobrepostas, indicando que o estado operativo foi novamente obtido de forma

satisfatoria. Entretanto, quando a analise se volta para os erros absolutos de magnitude

e angulo de fase, mostrados nas Figura 13b e 14b respectivamente, é possivel observar

que os mesmos sao ligeiramente maiores que os observados no estudo de caso anterior.

Isso se deve perincipalmente ao fato de que neste plano de medicao foram consideradas

pseudomedidas cujas incertezas sao relativamente grandes, o que acaba por impactar na

qualidade da resposta obtida pelo estimador.
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Figura 14 — Angulo das tensdes no sistema IEEE 33 barras: Cenario 2.
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5.3 SISTEMA TESTE BRASILEIRO DE 107 BARRAS

Para finalizar a validagao do HESEM em sistemas de transmissao, propoe-se a
simulacao em um sistema de maior porte. Para isso, foi adotado o sistema-teste brasileiro
de 107 barras, que emula a interconexao de trés subsistemas, denominados Sul, Sudeste
e Mato Grosso, sendo escolhido também pela fragilidade do subsistema Mato Grosso,

interligado ao Sudeste e com trechos radiais em circuito simples.

A topologia deste sistema é apresentada na Figura 15 e seus dados de barras e de

linhas encontram-se em Alves (2007).

Para garantir a observabilidade do sistema, propoe-se a alocagdo de PMUs nas
barras 1, 16, 42, 43, 79, 98, 99, 100 e 107 (destacadas na Figura 15 por W) . Esses medidores
fornecem, em tempo real, os fasores de tensao das barras onde estao instalados. Para
representar a estocasticidade do processo de estimagao, sao adicionados erros aleatérios
gaussianos as medicoes de tensao proporcionais a 0,4%. Complementado o plano de
medicoes, consideram-se disponiveis diversas medigoes de poténcias ativa e reativa liquidas
espalhadas pelo sistema, as quais é atribuido erro aleatério proporcional a 1%. Esse plano

de medicoes é apresentado mais adiante na Tabela 17.



Figura 15 — Diagrama unifilar do sistema teste brasileiro de 107 barras.

Area Sul

Area Mato Grosso

— Area Sudeste

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).
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Concluidas 5.000 simulagoes, as Figuras 16a e 17a apresentam uma comparagao
do estado do sistema calculado através do fluxo de poténcia e o estimado via HESEM.
Nelas é possivel notar que o estimador, mesmo aplicado a um sistema com fragilidades
de interconexao, com baixo niimero de medidores instalados e sob forte influéncia de
medidas carregadas de erros, foi capaz de restaurar o estado do sistema. Os erros absolutos
observados para as tensoes nodais, presentes na Figura 16b, se mostram bem reduzidos,
com valores abaixo de 0,1%. O erro detectado nos angulos de fase, Figura 17b, seguem o

mesmo padrao, onde a maioria dos erros calculados nao ultrapassa valores acima de 0,5%.

Figura 16 — Magnitude das tensoes no sistema teste brasileiro de 107 barras.
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Figura 17 — Angulo das tensdes no sistema teste brasileiro de 107 barras.
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Tabela 17 — Plano de medicao - sistema teste brasileiro de 107 barras.
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.~ Valor .~ Valor

Medig¢ao De Mag. (pu) Fase (°) Ri; Medigao De Mag. (pu) Fase (°) Ri;

1 Vi 1 1,0001 —0,15 1,6 x107° | 56 Sk 50 7,1907 —167,91 1,0 x 107*
2 Vi 16 1,0361  —17,22 1,6x107° | 57 Sk 51 11,1582 717 1,0x 1074
3 Vi 42 1,0451 —0,05 1,6 x107° | 58 Sy 52 11,5874 568 1,0x107*
4V 43 1,0404 0,31 1,6 x107° | 59 Sy 53 12,0629 -3,44 1,0x107*
5 Vi 79 1,0537 456 1,6 x107° | 60 Sk 54 75228 —165,44 1,0 x 107*
6 Vi 98 1,0035 —61,22 1,6 x107° | 61 Sy 55 0,0000 581 1,0x107°
7T Vi 99 1,0130 —67,00 1,6 x107° | 62 Sk 56 0,1407 —162,60 1,0 x 107*
8 Vi 100 1,0212  —43,37 1,6 x107° | 63 Sy 57 0,0000 —83,53 1,0 x 107°
9 Vi 107 1,0487  —54,13 1,6 x107° | 64 Sy 58 1,6283 —167,24 1,0x107*
10 Sy 2 8,1055 —-9,50 1,0x107* | 65 Sy 59 0,9502 —169,16 1,0 x 1074
11 Sy 3 10,8698  —21,87 1,0x107* | 66 Sy 60 0,0000 429 1,0x107°
12 Sy 4 95307 —19,63 1,0x107* | 67 Sy 61 0,0000 —127,06 1,0 x 107°
13 Sy 5 1,4161 —8,97 1,0x107* | 68 Sk 62 0,0000 —118,76 1,0 x 107°
14 Sy 6 1,5113 —781 1,0x107% | 69 Sy 63 0,0000 127,89 1,0 x 107°
15 Sy 7 2,0615 —1394 1,0x107* | 70 Sy 64 0,0000 —146,14 1,0 x 107°
16 Sy 8 45378  —90,00 1,0x107* | 71 Sy 65 73175  —18,66 1,0 x 107*
17 Sy, 9 0,6687 —178,92 1,0x107* | 72 Sy 66 7,0407 —889 1,0x107*
18 Sy 10 0,0000 178,07 1,0x107° | 73 Sk 67 7,1005 725 1,0x 1074
19 Sk 11 0,0000 90,50 1,0x107° | 74 Sy 68 9,4032 4,40 1,0x 1074
20 Sy 12 0,0000 —39,84 1,0x107° | 75 Sy 69 0,0000 139,23 1,0 x 107°
21 Sy 13 0,0000 —87,42 1,0x107° | 76 Sy 70 2,4036 —166,02 1,0 x 107*
22 Sy 14 9,3971 —165,52 1,0x107* | 77 Sy 71 0,0000 —37,03 1,0 x107°
23 Sk 16 1,9975 —153,44 1,0x107* | 78 Sk 72 11,6313 —177,36 1,0 x 107*
24 Sy 18 48543 —158,75 1,0x107* | 79 S; 73 0,0000 —121,60 1,0 x 107°
25 Sk 19 3,0377 —161,85 1,0x107* | 80 Sy 74 0,0000 —92,98 1,0 x 107°
26 Sy 20 0,0000 —154,72 1,0x107° | 81 Sy 75 9,6156 —150,96 1,0 x 10~*
27 S 21 0,0000 —150,78 1,0x 107° | 82 Sy 76 0,0000 —47,32 1,0x107°
28 Sy 22 0,5923 —156,96 1,0x107* | 83 S; 7 7,6240 —175,74 1,0 x 107*
29 S 23 0,7974 —154,71 1,0x107* | 84 Sy 78 0,0000 —161,75 1,0 x 107°
30 Sy 24 74178 —160,35 1,0x 107* | 85 S 79 0,0000 69,45 1,0 x 107°
31 Sy 25 0,0000 70,46 1,0x107° | 86 Sy 80 0,7100 —178,36 1,0 x 107*
32 Sy 26 1,0021 —157,25 1,0x107% | 87 Sy 81 0,0000 175,87 1,0 x 107°
33 Sk 27 0,5910 —154,75 1,0x107* | 88 Sy 82 0,0000 —132,85 1,0 x 107°
34 Sy 28 3,6491 —170,95 1,0x107* | 89 S 83 0,0000 —100,00 1,0 x 107°
35 Sk 29 6,4636 —161,57 1,0x107* | 90 Sy 84 13,0235 —160,91 1,0x 107*
36 Sk 30 0,0000 —164,19 1,0x107° | 91 Sy 85 0,0000 —137,23 1,0 x 107°
37 Sk 31 0,0000 —89.46 1,0x107° | 92 Sy 86 1,6130 —156,52 1,0x 107*
38 Sy 32 0,0000 3,55 1,0x107° | 93 Sy 87 42154 —162,64 1,0 x 107*
39 Sy 33 0,9195 —15843 1,0x107* | 94 Sy 88 0,3196 —167,26 1,0 x 107*
40 Sy 34 0,9532 —160,42 1,0x107* | 95 S; 89 0,0000 —126,21 1,0 x 107°
41 Sy 35 0,0000 —71,47 1,0x107° | 96 Sy 90 0,0000 —98,98 1,0 x 107°
42 Sy 36 10,4608 —160,71 1,0x107* | 97 Sy 91 0,5029 —10,29 1,0 x 10~*
43 Sy 37 7,2720 —14,70 1,0x107% | 98 Sy 92 0,1498  —90,00 1,0 x 1074
44 Sy 38 3,2654 —23,18 1,0x107* | 99 S 93 0,0000 —98,79 1,0 x 107°
45 Sy 39 41887 —17,35 1,0x107* | 100 Sy 94 0,7774 —167,95 1,0x 1074
46 Sy 40 3,4658  —54,38 1,0x 107* | 101 Sy 95 0,0000 —109,32 1,0 x 107°
47 Sy 41 3,0159 —11,38 1,0x107* | 102 Sy 96 0,1272 —174,56 1,0 x 1074
48 Sy 42 0,0000 83,02 1,0x107° | 103 Sy 97 0,2496 —162,73 1,0 x 10~*
49 Sy 43 0,0000 —72,14 1,0x107° | 104 Sy 101 2,3560 -7,10 1,0x 1074
50 Sy 44 2,9267 —159,22 1,0x 107* | 105 Sy 102 1,3538 —162,36 1,0 x 107
51 Sh 45 0,0000 63,58 1,0x107° | 106 Sy 103 1,8814 —170,72 1,0 x 107*
52 Sy 46 0,0000 —157,21 1,0x107° | 107 Sy 104 0,5286  —18,54 1,0 x 107*
53 Sk 47 0,0000 —120,94 1,0 x 107° | 108 Sy 105 0,0000 —154,17 1,0 x 10~°
54 Sy 48 8,0921 —8,40 1,0x107* | 109 Sy 106 1,3523 —164,27 1,0x 107*
55 Sk 49 0,0000 —131,19 1,0 x 107°
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5.4 ANALISE COMPARATIVA ENTRE O HESEM E O MQP

Embora os resultados obtidos com o HESEM indiquem boa capacidade de restau-
racao do estado do sistema, é importante comparar seu desempenho com um estimador
classico amplamente utilizado na literatura, como é o caso do MQP. As Tabelas 18-20
trazem essa comparacgao para os sistemas de 14, 33, considerando o primeiro cenario de
cada, e o sistema de 107 barras, considerando carregamento leve (L), nominal (N) e pesado
(P). Para cada condicao, sdo reportados o tempo computacional, o nimero de recursoes do
HESEM e de iteragoes do MQP, além do maior Erro Percentual Absoluto Médio (EPAM)

observado entre as barras, tanto para as magnitudes de tensdo quanto para os angulos.

Tabela 18 — Comparacao entre o HESEM e o MQP - sistema IEEE 14 barras.

HESEM MQP
Fator de carga L N P L N P
Recursoes/iteracoes 7 8 8 2 3 3
Tempo (ms) 10 14 21 18 21 22
EPAM V 0,005% 0,007% 0,007% 0,004% 0,008% 0,008%
EPAM 6 0,0711% 0,072% 0,071% 0,081% 0,080% 0,091%

Tabela 19 — Comparacao entre o HESEM e o MQP - sistema IEEE 33 barras.

HESEM MQP
Fator de carga L N P L N P
Recursoes/iteracoes 14 15 17 4 6 7
Tempo (ms) 55 59 58 98 102 103
EPAM em V 0,011% 0,013% 0,021% 0,151% 0,161% 0,201%
EPAM em 60 0,090% 0,091% 0,112% 0,121% 0,142% 0,196%

Tabela 20 — Comparacao entre o HESEM e o MQP - sistema de 107 barras.

HESEM MQP
Fator de carga L N P L N P
Recursoes/iteracoes 35 36 42 6 6 8
Tempo (ms) 178 194 255 205 210 292
EPAM em V 0,059% 0,082% 0,067% 0,091% 0,124% 0,134%
EPAM em 6 2177%  2,344%  2,571% 2,503%  3,550%  4,527%

De modo geral, os dois estimadores conseguem estimar com precisao o estado
operativo dos sistemas, porém o HESEM tende a entregar o resultado com menor custo
computacional e, na maior parte dos casos, com erros de estimacao inferiores. Esse

comportamento fica particularmente evidente no sistema de 33 barras, no qual o MQP
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apresenta piora significativa no EPAM de tensao quando comparado ao HESEM. No
sistema de 107 barras observa-se novamente a mesma tendéncia, onde a solugao via MQP

apresenta uma piora mais evidente a medida que o fator de carregamento aumenta.

Uma justificativa importante para esse comportamento esta no fato de que o MQP
depende da atualizacao iterativa de uma matriz Jacobiana. Conforme o carregamento
cresce, a Jacobiana pode se tornar mal condicionada, o que amplia a sensibilidade numérica
e pode impactar a qualidade da solugao obtida (Melo; Oliveira; Antunes, 2022). Por outro
lado, o HESEM dispensa a Jacobiana, uma vez que sua atualizagao recursiva é baseada
em uma solu¢do matricial direta. Assim, a comparacao com o MQP tradicional é mantida
aqui justamente para evidenciar a diferenca entre um procedimento classico iterativo e
uma estratégia recursiva, destacando limitagoes e vantagens em termos de robustez e

desempenho.

5.5 CONCLUSOES PARCIAIS

Neste penultimo capitulo foram apresentados e discutidos os desempenhos do
método proposto a partir de simulagoes computacionais nos sistemas IEEE de 14 e 33
barras e no sistema-teste brasileiro de 107 barras. Diferentes planos de medi¢ao e condigoes
de carregamento foram avaliados, e as estimativas do HESEM foram comparadas com os
valores de referéncia do fluxo de poténcia. Por fim, a comparacao com o MQP serviu para

contextualizar o desempenho do HESEM frente a um estimador cléssico.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Este ultimo capitulo é reservado para apresentar as conclusoes tiradas a partir
das simulac¢oes computacionais que aplicam o HESEM de forma direta para estimar os
estados em SEPs, destacando as vantagens e desvantagens observadas, e possiveis linhas
de pesquisa que possam dar continuidade aos estudos de estimacgao de estados a partir de

técnicas recursivas.

6.1 CONCLUSOES

Esta dissertacao apresentou uma nova metodologia e um trabalho pioneiro no
tema para a estimacao do estado operativo de SEPs, baseada em técnicas de incorporacao
holomorfica. Conforme evidenciado no exemplo tutorial, resolvido passo a passo, o HESEM
demonstrou ser capaz de solucionar, de forma néo iterativa, o sistema de equagoes nao
lineares associado ao problema de estimacao de estados, fornecendo uma resposta tnica e

estavel.

Os resultados satisfatorios observados nas simulagoes com o sistema IEEE de 14
barras e com o sistema brasileiro equivalente de 107 barras reforcam a aplicabilidade do
método proposto a sistemas de transmissao. Os dois cenarios simulados para o sistema
IEEE 14 barras mostraram que o HESEM consegue lidar com diferentes tipos de medigoes,
com classes de exatidao distintas, sejam elas provenientes de PMUs ou de pseudomedidas.
Ressalta-se também que, mesmo diante do maior porte e das conhecidas fragilidades de
interconexao entre regides presentes no sistema de 107 barras, o HESEM foi capaz de

estimar com éxito o seu estado operativo.

Os resultados obtidos nas simulag¢oes com o sistema IEEE de 33 barras, em ambos
os cenarios avaliados, indicam que o HESEM também ¢ aplicavel a sistemas de distribuicao.
Mesmo em um contexto em que as redes tendem a ser mais extensas e radiais, com maiores
variagoes de tensao ao longo dos alimentadores e forte dependéncia de pseudomedidas,
em geral menos precisas e sujeitas a incertezas, o método foi capaz de estimar o estado

operativo do sistema de forma estavel.

A comparacao entre o HESEM e o MQP permitiu validar o método proposto
frente a um estimador classico amplamente adotado na literatura. De modo geral, ambos
apresentaram bom desempenho na obtencao do estado operativo. Contudo, os resultados
indicaram vantagem do HESEM em termos de tempo computacional e, na maioria dos
casos, de qualidade das estimativas, sobretudo em condi¢oes operativas de carga pesada
e em sistemas de maior porte. Ao evitar a atualizacao iterativa da Jacobiana e utilizar
uma solucao recursiva, o HESEM se consolida como uma alternativa robusta, refor¢cando

a contribuicao central desta dissertacao.
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6.2 TRABALHOS FUTUROS

A fim de dar continuidade as pesquisas que aplicam técnicas de incorporac¢ao
holomérfica ao problema de estimacao de estados, os seguintes linhas de pesquisa sao

sugeridas:

o Estender o HESEM para redes de distribuicao trifasicas, contemplando o desbalan-

ceamento e acoplamento entre as fases;

o Investigar uma formulagao que integre medic¢oes hibridas, combinando dados fasoriais
de PMUs com medi¢oes convencionais de SCADA, ampliando a aplicabilidade do

estimador em diferentes niveis de instrumentacao;

o Estender os mecanismos de robustez ja investigados para o HESEM, contemplando
cenarios mais desafiadores, como multiplos bad data correlacionados, erros de to-
pologia e medi¢oes hibridas SCADA /PMUs, com validagdo em sistemas de maior

porte;

o Explorar a estimagao conjunta de estado e parametros, visando reduzir impactos
de modelos imperfeitos e melhorar a consisténcia das estimativas em condig¢oes

operativas diversas.
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