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RESUMO

Em diversos contextos, a modelagem estatistica requer a consideragao de restrigoes
impostas a variavel resposta, como a limitagdo ao intervalo unitario em proporcoes. Nesses
casos, ¢ comum empregar distribui¢coes compativeis com essa faixa, embora modelos com
suporte mais amplo também sejam passiveis de aplicagdo. Nesta monografia, sao abordados
os modelos Beta, Simplex e Normal na analise de dados entre 0 e 1. A distribuicao Normal
¢é utilizada como referéncia, com o propédsito de verificar a paridade do seu desempenho em
relacdo ao das distribui¢oes formuladas para esse perfil de variavel. Assim, foi discutido
os trés modelos de regressdo e seus processos de estimagao pelo Método da Maxima
Verossimilhanca. Para avaliar a eficicia dos modelos, realizou-se um estudo de simulagao
usando o método de Monte Carlo para estimar os parametros de regressao, observando que
as estimativas se aproximam dos valores reais conforme o tamanho da amostra aumenta.
Outrossim, os modelos estatisticos foram aplicados ao conjunto de dados dos clubes
campeoes do Brasileirao entre os anos de 2003 e 2024, utilizando o aproveitamento de
pontos como variavel de interesse com o propoésito de demonstrar sua implementacao
pratica e a interpretacao dos resultados obtidos. Na aplicagao, sdo empregadas técnicas
de visualizacao, estatisticas descritivas e regressoes adequadas aos dados. Os estudos de
simulacao e a aplicacao apresentados neste trabalho confirmam os objetivos propostos e

fornecem contribuigoes para futuras pesquisas.

Palavras-chave: modelagem estatistica; intervalo unitario; simulacao de Monte
Carlo.



ABSTRACT

In many contexts, statistical modeling requires consideration of constraints imposed
on the response variable, such as the limitation to the unitary interval for proportions. In
these cases, it is common to employ distributions compatible with this range, although
models with broader support are also applicable. This monograph addresses the Beta,
Simplex, and Normal models in the analysis of data between 0 and 1. The Normal
distribution is used as a reference to verify its performance parity with that of distributions
formulated for this variable profile. Thus, the three regression models and their estimation
processes using the Maximum Likelihood Method were discussed. To assess the effectiveness
of the models, a simulation study was conducted using the Monte Carlo method to estimate
the regression parameters, observing that the estimates approach the true values as the
sample size increases. Furthermore, the statistical models were applied to the dataset
of Brazilian Championship champion clubs between 2003 and 2024, using points per
share as the variable of interest, to demonstrate their practical implementation and
the interpretation of the results. Visualization techniques, descriptive statistics, and
regressions appropriate to the data were employed in the application. The simulation
studies and the application presented in this work confirm the proposed objectives and

provide contributions for future research.

Keywords: statistical modeling; unitary interval; Monte Carlo simulation.
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1 INTRODUCAO

Em diferentes cenarios, é possivel explicar o comportamento de determinadas
varidaveis com base em dados relacionados ao fendmeno investigado. O estudo de Galton
(1889), por exemplo, aplicado no campo da Antropologia, propoe uma andlise voltada a
investigar se a altura dos filhos pode ser explicada a partir da altura dos pais. A verificagao
dessas relagoes pode ser estendida a demais areas do conhecimento. Nomeadamente,
a pesquisa de Trunfio et al. (2022), que buscou prever o tempo total de permanéncia
hospitalar de pacientes submetidos a apendicectomia laparoscépica, utilizando varidveis
clinicas relacionadas ao estado de satide dos pacientes, varidveis biologicas como idade e
sexo, além de fatores associados ao processo de internac¢ao, como o tempo de espera até
a realizacao da cirurgia. Outra demonstracao é o trabalho de Zaluska e Gladyszewska-
Fiedoruk (2020) que investigou a relagao entre a qualidade do ar e a incidéncia de doengas

respiratorias agudas em criangas.

Nessa perspectiva, emerge a necessidade do uso de modelos estatisticos, que, por
sua vez, permitem nao apenas identificar e compreender rela¢des entre variaveis dentro
de um conjunto de dados, mas também realizar inferéncias sobre o contexto estudado,
promovendo uma anélise fundamentada e contribuindo significativamente para a tomada
de decisoes em diversas areas do conhecimento. Um exemplo pratico da aplicacao de
tais modelos pode ser encontrado no estudo de Kieschnick e McCoullough (2003), que
analisaram o impacto da implementacao de um plano de saiide baseado em evidéncias
na produtividade e nos resultados de satde de bezerros criados em fazendas leiteiras na
Gra-Bretanha. O uso de andlise estatistica permitiu aos autores mensurar os efeitos da
intervencao de forma rigorosa, contribuindo para a compreensao e melhoria de préaticas no

setor agropecudrio.

Sob esse ponto de vista, adota-se o conceito de regressao, uma técnica estatistica
utilizada na modelagem de dados, que viabiliza quantificar a relagdo entre uma variavel
de interesse e uma ou mais variaveis explicativas. Segundo Neter et al. (1996), essa
metodologia ¢ amplamente utilizada em negdcios, ciéncias sociais e bioldgicas e muitas
outras disciplinas. Ademais, relagoes lineares entre variaveis sdo bastante frequentes em
contextos estatisticos. Nesse tipo de associacao, uma variagao nas variaveis independentes
implica uma variagdo proporcional na variavel dependente. Esse comportamento pode ser
representado por um modelo simples, quando ha apenas uma variavel explicativa, ou por

um modelo multiplo, quando envolve duas ou mais variaveis independentes.

A modelagem de dados no intervalo unitario surge como uma extensao natural das
abordagens tradicionais de regressao, direcionando-se a técnicas estatisticas especificas para
variaveis de interesse cujos valores estao restritos entre 0 e 1. Essa restricao é exemplificada

por proporgoes, que nem sempre podem ser modeladas por métodos tradicionais sem
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que haja violacao de pressupostos ou a geracao de observagoes fora do intervalo valido.
Nesse sentido, Lima (2018) destaca a importancia de utilizar modelos probabilisticos que
sejam, ao mesmo tempo, realistas e suficientemente flexiveis para capturar a complexidade

inerente aos dados, preservando as caracteristicas fundamentais dessas variaveis.

Neste cenario, existem varias distribuicoes de probabilidade que podem ser consi-
deradas para a modelagem estatistica, entre elas as distribui¢oes Beta e Simplex. Segundo
Cribari-Neto e Zeileis (2010), a distribuigdo Beta reparametrizada (Cribari-Neto e Ferrari
(2004)) revela-se uma opgao atrativa para esse tipo de dado devido a sua flexibilidade,
decorrente da forma como sua densidade é descrita em termos da média p e do parametro
de precisao ¢, podendo assumir varias formas diferentes, dependendo da combinacao
dos valores dos parametros. A regressao beta traz consigo as vantagens de abordagens
paramétricas no contexto de modelagem, como a interpretacao direta dos parametros,
menor complexidade, menor exigéncia de grandes amostras e menor custo computacional,
entre outras. No entanto, conforme discutido por Zerbinatti e Ferrari (2008), em cenérios
preditivos, a funcao de regressao estimada pode subestimar os valores da variavel resposta.
Em complemento, a distribuicao Simplex, proposta por Barndorff-Nielsen e Jgrgensen
(1991), é frequentemente utilizada como uma alternativa a Beta, por sua capacidade igual-
mente flexivel e por apresentar robustez em pequenas amostras, devido a sua formulagao
baseada na variancia da média amostral. Adicionalmente, de acordo com Cribari-Neto e
Zeileis (2010), taxas e proporgoes geralmente apresentam distribuigoes assimétricas, o que
torna as aproximacoes baseadas na distribuicdo Normal potencialmente imprecisas, visto
que pressupoe simetria e suporte em toda a reta real. Apesar disso, opta-se por avaliar a
distribuicao Normal, devido & sua notoriedade e as vantagens que oferece - como parametros
de facil interpretacao, formas analiticas simples e tratamento algébrico acessivel. Além
disso, esta disponivel na maioria dos softwares estatisticos e tem ampla aplicabilidade,
sendo capaz de modelar fendmenos variados em diferentes dreas do conhecimento. Tais

conceitos e propriedades mencionados serao discutidos no préximo capitulo.

1.1 OBJETIVO

Por conseguinte, este trabalho busca estudar distribui¢oes aplicadas no intervalo
unitario com o objetivo de investigar suas propriedades de ajuste frente a proporgoes
modeladas como varidveis continuas, considerando tanto abordagens tradicionalmente
recomendadas quanto alternativas amplamente utilizadas em multiplas situacoes. A
proposta envolve a andlise comparativa de trés modelos estatisticos: Beta, Simplex e
Normal, que se diferenciam em termos de suporte tedrico e estrutura de distribuicao, a fim
de examinar sua adequagao e desempenho na modelagem de dados restritos ao intervalo
(0,1). Para tanto, sdo conduzidas simulag¢oes controladas e uma aplicacdo empirica que

permite observar, em distintas condigoes, o comportamento dos estimadores e a qualidade
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dos ajustes proporcionados por cada modelo. Dessa forma, deseja-se oferecer uma avaliagao
fundamentada sobre o uso dessas distribuic¢oes, contribuindo para a escolha mais apropriada

de técnicas conforme as caracteristicas especificas dos dados analisados.

1.2 ORGANIZACAO

Mediante a exposicao introdutoria realizada, este trabalho esta estruturado em
trés capitulos, cada um com um propédsito especifico que contribui de forma complementar

para a analise proposta.

O Capitulo 2 é dedicado a apresentacao dos modelos estatisticos utilizados, baseados
nas distribui¢oes Beta, Simplex e Normal, com foco na modelagem de variaveis continuas
restritas ao intervalo unitario. Nesse capitulo, sao discutidas as propriedades teodricas
das distribuicoes, suas respectivas func¢oes de densidade, os parametros envolvidos e as
estruturas de regressao adotadas, além dos métodos de estimagao e pacotes estatisticos

empregados.

O Capitulo 3 apresenta um estudo de simulagao, no qual os modelos descritos
previamente sao avaliados em diferentes cendrios, com o intuito de investigar o comporta-
mento das estimativas obtidas, considerando diferentes tamanhos amostrais e estruturas

paramétricas.

O Capitulo 4 refere-se a uma aplicagao pratica dos modelos em dados reais,
permitindo verificar sua adequagao empirica e potencial interpretativo diante de uma
situacao concreta. Sao discutidos os resultados obtidos e comparadas as performances dos

modelos no contexto aplicado.

Por fim, o Capitulo 5 traz as consideracoes finais, destacando os principais achados

da pesquisa, suas limitagoes e possiveis dire¢oes para estudos futuros.



13
2  ESPECIFICACAO DOS MODELOS DE REGRESSAO

Este capitulo tem como objetivo apresentar os modelos estatisticos baseados nas
distribuicoes Beta, Simplex e Normal, utilizados neste trabalho para a analise de varidveis
continuas restritas ao intervalo unitario. Além de fornecer os fundamentos tedricos
necessarios para a compreensao dos ajustes realizados tanto nas simulagoes quanto na
aplicacao pratica dos modelos. Inicialmente, sera feita a descricdo de cada distribuicao,
destacando suas propriedades, fungoes densidade de probabilidade e parametros envolvidos.
Em seguida, serao especificadas as estruturas de regressao adotadas para cada modelo,
com énfase na forma como a média e a dispersao sao modeladas em funcao de covariaveis.
Também serao discutidos os pressupostos e particularidades de cada abordagem, bem
como os métodos de estimagao empregados, além dos pacotes estatisticos utilizados para

modelagem.

No processo de estimagao, destaca-se o uso do método de Newton-Raphson para a
resolugao das equacoes de maxima verossimilhanca. Esse método iterativo baseia-se no
calculo sucessivo das derivadas da fungao de log-verossimilhanca, permitindo a aproximagao
eficiente dos estimadores dos parametros. Trata-se de uma técnica amplamente utilizada
em estatistica por sua rapidez de convergéncia, desde que as condi¢oes de regularidade
sejam atendidas (Akram e Qurrat (2015)).

2.1 MODELO BETA

A distribuicdo Beta é uma familia de distribui¢gdes continuas definida no intervalo
unitario, caracterizada por dois pardmetros de forma, usualmente denotados por « e 3.
Sua grande flexibilidade permite representar diversas formas, desde simétricas até marca-
damente assimétricas, o que a torna especialmente apropriada para modelar variaveis desta
natureza. Essa versatilidade estrutural é particularmente vantajosa em contextos aplicados,
nos quais os dados apresentam comportamentos variados ao longo do intervalo. Além
disso, a Beta ¢ amplamente reconhecida e utilizada em diferentes dreas do conhecimento,

destacando-se como uma ferramenta estatistica eficaz para a andlise de proporgoes e taxas.

2.1.1 Caracterizacao Tedrica do Modelo

A fungao densidade de probabilidade (FDP) da distribuicdo Beta, com pardmetros
a, > 0 é dada por:

F(O{ + 5) a—1

f(y;@aﬁ)zmy (1-y)f " o<y<y,

em que I['(.) é a fun¢ao gama.

O modelo de regressao Beta, proposto por Cribari-Neto e Ferrari (2004), adota

uma parametrizacao alternativa da funcdo densidade de probabilidade, expressa em termos
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dos parametros de média p e precisao ¢. Para isso, os parametros usuais da distribuicao

Beta sao reparametrizados da seguinte forma:

a = o, (2.1)
B=(1-pne. (2.2)
Dessa forma, sejam 1, o, . . ., ¥, uma amostra aleatoria de uma variavel que segue

a distribuicdo Beta reparametrizada, tal que Y ~ Beta(u¢, (1 — p)¢), sua FDP é definida

COo1mo:

. — F(¢> pé=1(1 _ o)\A=m¢=1 1
[y p, @) F(W)F[(l_mqﬂy (1-y) , 0<y <1,

em que p € (0,1) e ¢ > 0 com valor esperado e varidncia sendo:
E(Y) = pu,

Var(y) = =1 (2.3)

1+¢
A estrutura da varidncia permite capturar a heterocedasticidade tipica de varidveis
restritas ao intervalo unitario, ja que a variancia é diretamente influenciada pela préopria
média. Além disso, fixado o valor de i, quanto maior for o valor do parametro de precisao
¢, menor sera a variancia de Y. Essa observacao também pode ser verificada por meio dos

graficos da FDP da distribuicao Beta, considerando diferentes valores de i e ¢.

u=0.2 pu=05 u=0.28

10.0 A

754

5.0

Densidade

254

0.0 1

00 05 10 00 05 10 00 05 10
X

¢ — 10 — 30 — 50 — 100
Figura 1 — Densidade da distribuicao Beta para diferentes combinacdes de p e ¢.

Fonte: Elaboracao do autor.

A partir da Figura 1, observa-se que, com o aumento do parametro ¢, a curva se
torna mais estreita e alta, indicando menor variabilidade e maior concentracao dos valores

préximos a média. Além disso, com base nas Equacoes (2.1) e (2.2), quando a média
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1= 0.5, a distribuicao Beta é simétrica, ja que a = 3, resultando em um grafico espelhado
no centro. Para p < 0.5, como o < f3, gera assimetria a direita. Ja para p > 0.5, com

a > [, a cauda se alonga para a esquerda.

Em sua forma mais simples, o parametro de precisao é assumido constante para
todas as observacoes. No entanto, extensdes do modelo permitem especificar uma su-
bestrutura para ¢ como fun¢ao de covariaveis, possibilitando modelar a variabilidade da
dispersao entre as observagoes empregada por Smithson e Verkuilen (2006) e apresentada

por Simas et al. (2010). Neste trabalho, serd considerado o caso de ¢ constante.

Os seguintes passos foram baseados nos trabalhos de Cribari-Neto e Zeileis (2010),
Oliveira (2004) e Andrade (2007). Posto isso, a reparametrizagao possibilita incorporar a
média como fungao de covaridveis por meio de uma estrutura de regressao. Especificamente,

a média é modelada como:

g(p) = ni = @ B, (24)
em que ¢(.) é a fungdo de ligagdo, x; = (x;1...,24) é o vetor de k covaridveis, =
(B1,...,Br) " é o vetor k x 1 de coeficientes associados as covaridveis (k < n) e n; é um
preditor linear (ou seja, 17; = B1xi, - - -, BpTix; geralmente z;; = 1 para todo i, de modo

que o modelo tenha um intercepto).

Para garantir que a média p; permanega no intervalo (0,1), adotamos a funcao de

ligagao logito, que é definida por:

Hi
9(pi) = l09<1 — ) (2.5)
Invertendo essa relagao, e considerando a definigao de 7; na Equagao (2.4), obtém-se
a expressao explicita para a média em funcao das covariaveis:
eni
Cl4en

Hi

A partir dessa parametrizagao, a variancia da variavel resposta pode ser expressa

conforme a Equacao (2.3), resultando em:

Var(Y) = g ' (x; 5)[114_—;1_ (z; ﬁ)]

Para estimar os parametros 3 e ¢, utiliza-se o método da maxima verossimilhanca.
A funcao de log-verossimilhanca total é dada pela soma das contribui¢oes individuais das

observagoes, conforme

1(8,9) = Zli(ﬂia¢)7

sendo que cada contribuicao l;(p;, ¢) tem a forma:

li(pi, #) = log I'(¢) — log I'(ps¢) — log I'[(1 — 1) @]

(2.6)
+ (i — 1) log yi + [(1 — i) — 1] log(1 — ;).
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Ao substituir u; pela sua parametrizagao em fungao das covaridveis, conforme
a Equacdo (2.4), a fungao de log-verossimilhanga torna-se dependente diretamente dos

pardmetros 3 e ¢.

Definem-se g7 = log{y;/(1 — i)} e pi = ¥(pi¢) — ¥((1 — p:)9), em que ¥(.) é
a funcao digama. A diferenciagdo da funcao de log-verossimilhanca com respeito aos

parametros desconhecidos (3,¢), definida como fungao escore, é dada por:

0
==X T(y* — ' 2.7
a - * *
9 = 2 Lyl = wi) +log(1 =) = (1 = a)9) +9(9)}, (2.8)
i=1
no qual X é uma matriz n x k, sendo yzT a i-ésima linha dessa matriz, y* = (y7, . .. ,y;;)T,

T = diag{1/g (), .., 1/g' ()} e p* = (ui, ..., ) "

A matriz de informacgao de Fisher, correspondente a segunda derivada da log-
verossimilhanga (tomada com sinal negativo), é utilizada tanto para auxiliar no processo
iterativo do algoritmo quanto para derivar as propriedades assintéticas dos estimadores.

Essa matriz pode ser particionada da seguinte forma:

K K
- ( 58 B¢) |
Kgp Ky

em que
Kgs = ¢’X WX, Kgy=Kj3=X"Tc, Ky=1"DI1.
Nessa expressao, W = diagwy, ..., w,, com
1
wi = ¢ [ (1) + (1 = pi)d)] - 3
{9/ (1) }
c=(c1,...,¢c,) ", com

ci = @[ (i) i — V' (1 — ps)@d) (1 — pq)]

e D = diag(dy,...,d,), em que

di = ' (d)pi + ' (1 = 1) o) (1 — pa)* = ¢/ (9).

A matriz K1 é usada para a obtencao das varidncias assintéticas dos estimadores e pode
ser calculada por meio de expressoes padrao para a inversa de matrizes particionadas.
Sob condigoes regulares, os estimadores de méaxima verossimilhanga (5 e ¢) seguem,

aproximadamente, uma distribui¢cao normal multivariada:

o) (()+)
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Os estimadores de méxima verossimilhanca de 5 e ¢ sao obtidos das Equagoes (2.7)
e (2.8) igualadas a zero. Entretanto, como nao existe uma forma fechada para expressar
explicitamente os estimadores a partir das equacoes anteriores, ¢ necessario utilizar um
algoritmo de otimizacao, como o de Newton-Raphson, para realizar a maximizag¢ao numérica

da funcao de log-verossimilhanca definida em (2.6).

2.1.2 Pacote Computacional

O pacote betareg, inicialmente desenvolvido por Simas e Rocha (2006) para o
software estatistico R, permite a modelagem de varidveis continuas no intervalo (0,1)
por meio da distribuicao Beta reparametrizada em termos da média y e da precisao ¢.
A modelagem é feita por maxima verossimilhanca, com uso de fungoes de ligacdo que
conectam os parametros a preditores lineares. A funcao principal, betareg(), segue a
sintaxe padrao da regressao no R e permite especificar féormulas tanto para a média quanto
para a precisao. O ajuste é realizado por otimizagdo numérica com optim(), e o pacote
oferece diversos métodos para andlise e inferéncia do modelo ajustado, como summary (),

predict() e residuals().

Com estrutura modular e flexivel, o betareg ¢ uma ferramenta acessivel e ampla-
mente utilizada para modelagem com a distribuicao Beta, especialmente quando se busca

representar a média e a dispersao separadamente.

2.2 MODELO SIMPLEX

A distribui¢do Simplex, inicialmente proposta por Barndorff-Nielsen e Jgrgensen
(1991), é uma familia continua definida no intervalo entre 0 e 1, especialmente indicada
para modelar variaveis restritas a essa faixa. Ao contrario de outras distribuicgoes, ela
possui uma estrutura que permite relacionar simultaneamente a média e a variancia de
forma dependente, o que se mostra particularmente 1til em situacoes de variabilidade
heterogénea. Essa caracteristica de modelar a dispersao em funcao da média é semelhante
a da distribuicao Beta reparametrizada, na qual a variancia também esta diretamente

associada a média.

2.2.1 Caracterizagao Teérica do Modelo

De acordo com Silva (2015), diz-se que uma varidvel aleatéria Y pertence a classe

dos modelos de dispersao se sua densidade de probabilidade pode ser expressa como

Py 1,07 = aly, 0%) exp{—ld@;u)}, yeo, (2.0

202

em que O representa o suporte da distribuicao, o € €) é interpretado como o pardmetro

2

de localizagdo, e 0° > 0 corresponde ao pardmetro de dispersao da distribuicao. A
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constante a(y, o?) atua como um fator de normalizacdo que nio depende de y, garantindo
que a funcao densidade esteja devidamente ajustada. A fungao d(y; p), conhecida como
componente deviance, é definida no produto cartesiano © x (2, satisfazendo as condic¢oes
d(y,y) = 0 sempre que y = pu € Q e d(y; u) > 0 para os casos em que y # ju, caracterizando
assim sua interpretacao como medida de discrepancia entre a observacao y e o valor

esperado fi.

A funcao de variancia Var(u), associada aos modelos de dispersao, é dada por
0%d(y; 1)

-1
Var(p) = 2 ( ) )
Op y=n

assumindo que a funcdo d(y; ) seja continua e possua derivadas de segunda ordem em

relacdo a u, além de satisfazer a condigao

9%d(y; p)

e > 0, para todo u € (0,1).
w

Y=

Com base em (2.9), se Y ~ Simplex(u, @), entdo a variavel aleatéria Y segue
distribui¢do Simplex com média p € (0, 1) e parametro de precisao ¢ > 0, em que ¢ = 0—12
Sua FDP é definida como:

1
¢ ? {*Qd(y;u)}
f(y; ,¢:{ el ? , 0<y <1, 2.10

(v:44,) 2m{y(1 —y)}? (2.10)
em que a chamada unidade deviance é

(y — p)?

Ay ) = y(1 —y)u(1 — p)*

(2.11)

A média e a varidncia de Y sao dadas, respectivamente, por:

E(Y) = u,

0 ¢ L ¢
Var(Y) = (1 = 1) = ﬁxp{w_m}F{ 2’ w—u)}

em que I'(t;y) = [;°y"~'e ¥dy é a funcdo gama incompleta.

Para ilustrar o comportamento da distribuicdo Simplex em diferentes configuragoes

de seus parametros, especialmente em relacao a simetria e a dispersao, sao apresentados

os graficos com diferentes valores da média p e do parametro de dispersao ¢.

A distribuicao Simplex é sensivel a variacao da média: quando pu = 0,5, apresenta
simetria em torno do centro; para valores menores, tende a ser assimétrica com cauda a
direita, e para valores maiores, com cauda a esquerda. Note que, nesse caso central, as
curvas de densidade possuem menor altura em comparagao aos cenarios extremos. Isso se

deve a maior dispersao dos valores ao redor da média, o que suaviza o pico da funcao. Por
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outro lado, quando pu se afasta de 0,5, a densidade se concentra em regioes mais estreitas,
elevando sua altura. Além disso, a diminuicdo de ¢ intensifica essa concentragao ao redor

da média, ou seja, diminui a variabilidade entre os dados.

p=02 pu=05 p=038

I
L

Densidade

N
L

0.0 05 10 00 05 10 00 05 10
X

¢ — 1 —2 —3 —4
Figura 2 — Densidade da distribuicdo Simplex para diferentes combinacoes de p e ¢.

Fonte: Elaboracao do autor.

Um resultado importante e que reforga a andlise grafica é que, segundo Jgrgensen
(1997), quando o pardmetro de dispersao tende a zero, entra em cena a teoria assintética
de pequena dispersao, que mostra como essa distribuicao passa a se comportar de forma

semelhante & distribuicdo normal. Sendo assim, se 02 — 0, entdo
Y —p

oy/Var(p)

Para a estimagao dos parametros realizada via maxima verossimilhancga, seguiu-se

— N(0,1). (2.12)

o mesmo procedimento adotado para a distribuicao Beta, modelando-se a média por meio
de um preditor linear com funcao de ligagao logito. Seguindo os passos descritos em
Fernandes (2019), seja 41, . .., ¥, uma a.a. de tamanho N proveniente de uma distribuigao
Simplex com pardmetros p e ¢, cuja fungao densidade estd apresentada em (2.10). A

funcao de verossimilhanga correspondente é dada por:

o) =101t 1) =TT {5 )]3};exp (-Gt

ZW[yz(l —Yi

- ¢ gex —_—
_<2wn?1[yi<1—yi>]s> P( 3> dy )

A funcao log-verossimilhanca assume a seguinte forma:

[(0,y) =log L(0,y) = Z(log ¢ — log(2m H{yl (1—wi)} ) ?Z (yis 1t

=1
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Dessa forma, os estimadores de méxima verossimilhanca para p e ¢ sao determinados
por meio da maximizagao do logaritmo da fun¢ao de verossimilhanca. Para isso, derivam-se
parcialmente [(6, z) em relagio a p e a ¢, respectivamente, obtendo-se os estimadores ao

igualar a zero as seguintes equagoes:

em que d(y, ) é definida em (2.11).

De maneira andloga a Beta, a matriz de informagao de Fisher do modelo Simplex

K K
= ( 68 ﬁas) |
Kgp Ky

1
Kgg = X WX, Kgy= K5 =X'Te, Ko =51'D1.

pode ser descrita como:

em que:

Considere

1 o1
g’(ul)""’g’(un)} °glm) = (1= pi)

A matriz W é diagonal, W = diag(wy, ..., w,), com elementos definidos por:

(o P (¢
Wi = <am> M<2d(yi,ui) .

O vetor ¢ = (cy1,...,¢,)" e a matriz diagonal D = diag(dy, ..., d,) possuem os

X uma matriz n x k, T = dz’ag{

seguintes componentes:

Yo \dw [00]) dn;’

di = E[d(yimﬂQ — [E(d(y;, Hz’))]2 = Var(d(yi, p))-

Sob hipéteses regulares, o estimador de maxima verossimilhanca (B , QAS) é assintoti-

camente normal com matriz de covariancia dada por K~ !:

o)) +)

Os estimadores de maxima verossimilhanca de 3 e ¢ ndao admitem solugdo ana-
litica explicita, fazendo-se necessario o uso de métodos numéricos para a maximizacao
da funcao de verossimilhanca. Neste trabalho, utilizou-se a funcao simplexreg() do
pacote simplexreg do R, a qual implementa rotinas de estimacao baseadas em maxima

verossimilhanga por meio de procedimentos numéricos de otimizacao nao linear.
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2.2.2 Pacote Computacional

O pacote simplexreg, desenvolvido por Zhang et al. (2016), tem como principal
objetivo o ajuste de modelos de regressao baseados na distribuicao Simplex, sendo espe-
cialmente indicado para varidveis continuas restritas ao intervalo (0,1). Disponivel na
linguagem R, o pacote oferece ferramentas voltadas a modelagem da média por meio da
especificacao de fungoes de ligagao apropriadas, com estimacao realizada via maxima ve-
rossimilhanca. Embora também permita a modelagem da dispersao, seu uso ¢ plenamente
adequado quando o interesse esta centrado na média da variavel resposta. Além disso, o
pacote disponibiliza recursos para diagnoéstico do modelo, bem como fungoes auxiliares
para calculos relacionados a distribuigao simplex, como densidades, quantis e geracao de

dados aleatorios.

2.3 MODELO NORMAL

A distribuicdo Normal, também conhecida como Gaussiana, é uma familia de
distribui¢oes continuas definida em todo o conjunto dos ntmeros reais, amplamente
reconhecida por sua relevancia teodrica e aplicabilidade pratica. Caracteriza-se por sua forma
simétrica em torno da média e por ser completamente especificada por dois parametros:
a média (u) e a varidncia (0%). Sua densidade apresenta uma curva em formato de
sino, na qual valores préximos a média sao mais provaveis, e a probabilidade decresce
suavemente a medida que se afastam do centro. Devido a sua estrutura regular, a Normal
é frequentemente empregada como modelo para varidveis continuas com distribuigao
aproximadamente simétrica e dispersao constante. Além disso, a distribui¢ao normal com

média zero e desvio padrao igual a um é conhecida como distribui¢ao normal padrao.

A distribuicdo de Gauss ocupa um papel central na teoria das probabilidades e
na estatistica devido ao Teorema Central do Limite, que estabelece que a média de um
grande numero N de varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas tende
a seguir uma distribuicao normal, independentemente da forma da distribui¢do original
dessas varidveis, como mostrado em (2.12). Isso ocorre porque, a medida que o niimero
de observacoes aumenta, os efeitos individuais das varidveis se combinam de maneira
que o comportamento agregado se aproxima de uma curva simétrica em formato de sino,
caracteristica da distribuicdo normal. Desse modo, a distribui¢do normal serve como

ferramenta para modelar o resultado acumulado de diferentes processos estocasticos.

2.3.1 Caracterizacao Tedrica do Modelo

A FDP da distribuigao Normal, para uma varidvel aleatéria continua Y ~ N (u, 0?),

¢ dada pela seguinte expressao:

2
y— K
exp —(202) , Yy eR,

f(y;u,a)zm}g
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em que 4 € R é o parAmetro de localizacao e 02 > 0 é o parametro de escala.

Considerando o pardmetro ¢ para similaridade aos demais modelos, seu valor

esperado e variancia sao dados por:

E(Y) = pn,
Var(Y) = 0% = ¢°.

Dessa forma, considerando a média restrita ao intervalo unitario e diferentes valores
para a variancia, é apresentado o grafico com o comportamento da distribuicao. Note que
os valores que se estendem nas extremidades do eixo x apresentam densidade praticamente
nula em todos os graficos, o que indica que essas regioes tém baixa probabilidade de
ocorréncia. Isso mostra que a distribuicao esta fortemente concentrada ao redor da média,
especialmente quando o pardmetro ¢ é pequeno. A medida que ¢ aumenta, a densidade
se espalha um pouco mais, suavizando a curva e tornando as caudas ligeiramente mais

espessas, mas ainda assim com baixa densidade nas extremidades.

=02 u=05 n=0.28

404

301

Densidade
N
o
T
—
—
—

A A N

T T T T
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0
X

¢ — 001 — 0.02 — 0.07 — 0.1

Figura 3 — Densidade da distribuicdo Normal para diferentes combinagoes de u e ¢.

Fonte: Elaboragao do autor.

A estimacao dos parametros foi realizada por meio do método da maxima verossi-
milhanga. De forma andloga as distribuicoes Beta e Simplex, a média foi modelada por
meio de um preditor linear. Mas, diferentemente dessas distribui¢oes, adotou-se a funcao

de ligacao identidade. Sendo assim, a média é diretamente igual ao preditor linear, ou seja:
g(us) = ps = m; =z B.

Neste caso, a funcao identidade atua como a funcao de ligagao canonica para a

distribuicdo Normal, o que simplifica a modelagem. Isso porque a relagdo entre a média
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da variavel resposta e os preditores é direta e linear, sem transformacoes intermediarias.
Como consequéncia, a interpretacao dos coeficientes do modelo torna-se mais intuitiva:
cada parametro representa a variagao esperada na média da resposta para uma unidade

de alteracao na respectiva variavel preditora, mantendo as demais constantes.

Por McCullagh e Nelder (1989), considere uma amostra aleatéria yi,ya, ..., Y

2

proveniente de uma distribuicdo Normal com média p e varidncia ¢°. A funcao de

verossimilhanca é dada por:

rinin =1 | e (7|

Tomando o logaritmo da fun¢do de verossimilhanca, obtém-se:
2 n 2 1 & 2
W, 0% y) = —5 log(2n0?) — =— > (i — p)*.
2 20°

A diferenciacao do logaritmo da funcao de verossimilhanga em relagdo aos parame-
tros p e o2 resulta nas derivadas, que, para encontrar as estimativas que maximizam a

funcao, sdo igualadas a zero:

0 1 &
—==> Wi—n = p=y=
ol 02;

0 n 1

v 1
- = R 2 e . — 0 2
do2 202 + 2(02)2 i:1<yz :u) = 0 n Z(yz :u) .

Essas equacoes correspondem as condigoes de maxima verossimilhanca para os
parametros da distribuicao Normal, resultando nos estimadores classicos da média e da
varidncia populacional nao corrigida. A especificacdo do modelo esta, assim, completa ao
se definir essa estrutura sistematica juntamente com a suposicao de normalidade dos erros

com varidncia constante o2 ou seja:
Y ~ N(XB,0%1),

em que 3 é o vetor de parametros do modelo e I é a matriz identidade de dimensao n x n,

sendo n o nimero de observacoes.

A matriz de informacao de Fisher, que corresponde a esperanca da segunda derivada
negativa da funcao de log-verossimilhanca, desempenha papel fundamental tanto na
caracterizacao das propriedades assintoticas dos estimadores quanto na implementacao de
métodos iterativos de estimacao. No contexto do modelo normal com ligacao identidade,

essa matriz pode ser escrita como:

c2X'TX 0
K = .
( 0 n/(204))
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Note que os termos cruzados sdo nulos, refletindo a independéncia (no sentido de infor-
magao) entre os estimadores de 8 e 02 sob 0 modelo normal. Essa estrutura diagonal
facilita o calculo da inversa da matriz de informacao, que é usada para derivar a matriz de

covariancia assintética dos estimadores de maxima verossimilhanga:

K1 = (UQ(XTX)_I 0 ) . (2.13)
0 (20)/n

Como os termos cruzados da matriz sdo nulos, as estimativas de maxima verossimi-
lhanca 3 e 02 sao assintoticamente independentes, ou seja, a informacao que uma traz nao

interfere na outra na amostra grande.

Por (2.13), conclui-se que

B~ N (B, o (XTX)T

02 ~ N| o2 E
"n

A diagonalizacao da matriz de informacio garante que 3 e 62 sejam independentes

para todo n, um resultado mais forte que a simples independéncia assintética.

2.3.2 Pacote Computacional

A funcao glm() pertence ao pacote stats, que é um dos pacotes base do R e ja
vem instalado automaticamente com a linguagem. Trata-se de uma ferramenta nativa
amplamente utilizada para ajustar modelos lineares generalizados (Generalized Linear
Models). Através da especificagao da familia de distribui¢oes e da fungao link adequada, o
glm() permite modelar diferentes tipos de respostas, como Binomial, Poisson, Gamma,
entre outras, além da distribuicdo Normal. Essa versatilidade torna o glm() extremamente
util para analises estatisticas que envolvem dados categoricos, contagens ou variaveis
continuas com diversas distribui¢oes. Utilizando o método de méaxima verossimilhanca,
a funcao estima os coeficientes do modelo, oferecendo base para inferéncia, previsao e

interpretacao dos efeitos das variaveis explicativas.
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3 SIMULACAO

Neste capitulo, sao realizados estudos de simulagao utilizando experimentos com
diferentes distribuicoes aplicadas a modelagem de uma variavel continua limitada. Amos-
tras sdo geradas em diferentes tamanhos e as estimativas dos parametros dos modelos sao
avaliadas por meio de medidas de desempenho. Os resultados sao apresentados em tabelas

e graficos, permitindo a comparacao do desempenho das distribui¢oes consideradas.

De acordo com Donatelli e Konrath (2005), a Simula¢do de Monte Carlo (SMC) ¢é
um método que consiste em simular repetidas amostras aleatérias segundo algum tipo de
distribuicao pré-especificada, para que, em seguida, seja possivel analisar conjuntamente
o resultado obtido a partir de cada uma dessas amostras. Assim, em vez de apenas
coletar dados, criar uma hipotese e testa-la, as simulagoes nos possibilitam gerar os valores,
definindo previamente como eles devem se comportar. Dessa maneira, os niimeros sao
obtidos utilizando sorteios no software estatistico R. Por Junior et al. (2011), a cada
iteracao, o resultado é armazenado e, ao final de todas as repetigoes, a sequéncia de
resultados gerados é transformada em uma distribuicao de frequéncia que possibilita
calcular estatisticas descritivas, como média, valor minimo, valor maximo e desvio-padrao.
Com base no livro de Mooney (1997), uma das principais vantagens do método é a
possibilidade de simular um experimento nos moldes tradicionais, ja que permite controlar
tanto o nimero de simulagdoes quanto as caracteristicas das variaveis envolvidas. Ao
repetir a geracao dos dados com o uso da aleatoriedade, é possivel analisar como pequenas
variagoes no processo impactam - ou nao - os resultados, permitindo avaliar a sensibilidade
da simulagdo a mudancas sutis em sua implementacdo. O procedimento basico de Monte

Carlo ¢ seguir os seguintes passos:

—_

. Especificar a pseudopopulacao;

2. Gerar amostras da pseudopopulacao;

3. Calcular o estimador na pseudoamostra;
4. Repetir varias vezes os passos 2 e 3;

5. Construir a distribuicado amostral do estimador.
O prefixo 'pseudo’ destaca que esses elementos sao aproximagoes artificiais, criadas para
estudar propriedades estatisticas, e nao dados diretamente observados no mundo real.

Ampliando a explicacao, a pseudopopulacao Beta ¢é definida simbolicamente pelo modelo:

exp{n; }

-
— =2, f, 3.1
1 —exp{n;} (3.1)

Yi ~ Beta(pig, (1 — 1)), i =

em que 3 = [1,1]" é o vetor de coeficientes verdadeiros, ¢ = 10 é o pardmetro de dispersdo e
x; é a matriz de covaridveis com a primeira coluna de 1 (intercepto) e uma variavel uniforme
U(0,1). O modelo é implementado computacionalmente usando a funcao betareg() do

pacote betareg e a func¢ao rbeta() para gerar os dados simulados.
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A pseudopopulacgao Simplex é definida por:

exp{n;} T

Y; ~ Simplex(u;, ¢), p; = ni =z; B, (3:2)

1 —exp{n}’
em que 8= [1,1]T, ¢ = 1 e z; é gerado com distribui¢do uniforme em (0,1). O modelo é
implementado via software R usando a funcao simplexreg() do pacote simplexreg e a
funcdo rsimplex () para geracao de dados simulados.

A 1ltima pseudopopulacao é definida pelo modelo de regressao linear com erros normais:

Y ~ N(wi, #%), pi=mni =z j, (3.3)

em que 8 = [1,1]T, ¢ = 0,1 é o desvio padrio fixo da distribuicio normal (ou seja, variancia
¢? = 0,01), z; é gerado com distribui¢do U(0,1). A varidvel resposta é simulada com

rnorm() e o modelo ajustado com glm(), ambos do R base.

Sob esta abordagem, realiza-se uma SMC com 5.000 réplicas para avaliar o de-
sempenho dos estimadores nos trés modelos de regressao. Foram considerados diferentes
tamanhos de amostra, especificamente 10, 20, 40, 80 e 160 observagoes, com o objetivo de

verificar como a precisao dos estimadores evolui conforme a quantidade de dados aumenta.

Para cada tamanho amostral, gera-se um conjunto de covariaveis simuladas, in-
cluindo o intercepto, que sdao usadas para calcular o valor esperado da variavel resposta ;.
Como apresentado em (3.1) e (3.2), nos modelos Beta e Simplex, a relagao entre p; e as

covariaveis é feita por meio da funcao logistica, conforme o modelo:

logit(p;) = Bo + Pz,

em que By e (1 sao os coeficientes do modelo e x; representa a covariavel associada a

observacao 1.

No modelo Normal, conforme (3.3), a fungao de ligacao utilizada é a identidade,

ou seja, a média da variavel resposta ¢ modelada diretamente como
pi = Bo + P

Sao utilizadas as fungoes de ligagao logito e identidade devido a sua interpretacao
direta e intuitiva dos coeficientes. A funcao logito transforma a média da resposta
(restrita entre 0 e 1) em uma escala ilimitada. Nessa escala, os coeficientes indicam o
efeito de uma covariavel sobre o log-odds da média. Assim, aumentos nas covariaveis
implicam aumentos (ou redugoes) proporcionais na razao entre a média e seu complemento,
facilitando a interpretacao em termos de tendéncias. A funcao identidade, usada com
a distribuicdo Normal, mantém a média da resposta diretamente igual a combinacao
linear das covariaveis. Com isso, cada coeficiente representa o quanto a média da resposta
muda quando a covariavel correspondente aumenta uma unidade, mantendo as demais

constantes.
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Com estas médias e parametros de precisao fixos, especificos para cada modelo, sdo
gerados dados sintéticos respeitando as respectivas distribuicoes e parametrizacoes. Em
cada replicacao, o modelo ¢é ajustado aos dados simulados e as estimativas dos parametros
sao obtidas. Ao final de todas as replicacoes, calcula-se, para cada parametro, a média das
estimativas, que representa o valor central obtido ao longo das simulag¢oes. O erro padrao
¢é obtido a partir do desvio padrao dessas estimativas, refletindo a variabilidade esperada
sob repeticao do experimento. O viés é calculado como a diferenca entre a média das
estimativas e o valor verdadeiro do parametro, sendo uma medida de tendéncia sistematica
de erro. O viés absoluto considera apenas a magnitude dessa diferenca, sem levar em
conta sua direcao, e fornece uma medida geral do desvio médio. Por fim, o erro quadratico
médio (EQM) é obtido pela média dos quadrados das diferencas entre as estimativas e o
valor verdadeiro, combinando em uma tnica métrica tanto a variabilidade quanto o viés

das estimativas.

Os resultados dessas métricas sao organizados em tabelas que permitem uma
analise comparativa do desempenho dos estimadores nos diferentes modelos e condi¢oes
amostrais. Esse procedimento possibilita observar o comportamento dos estimadores frente

a variabilidade inerente ao processo amostral.

3.1 ESTUDO DE SIMULACAO DO MODELO BETA

N Estimador Média EP Viés |Viés| EQM
/{1 1.022 0.387 0.022 0.308 0.150
10 B2 1.025 1.302 0.025 1.034 1.696
) 16.874 11.669 6.874 7.973  183.399
/;jl 1.007 0.323 0.007 0.257 0.104
20 Pa 1.029 0.617 0.029 0.489 0.381
) 12.476 4.567 2.476 3.612 26.983
/;jl 1.012 0.285 0.012 0.226 0.082
40 B2 1.000 0.470 0.000 0.374 0.221
) 11.133 2.722 1.133 2.163 8.693
,@ 0.999 0.155 -0.001 0.123 0.024
80 P 1.007 0.269 0.007 0.216 0.072
) 10.526 1.741 0.526 1.387 3.307
5:1 1.003 0.106 0.003 0.085 0.011
160 Ba 0.999 0.200 -0.001 0.160 0.040
) 10.258 1.162 0.258 0.936 1.417

Tabela 1 — Desempenho de parametros do modelo Beta em simulagoes Monte Carlo.
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3.2 ESTUDO DE SIMULACAO DO MODELO SIMPLEX

N Estimador Média EP Viés |Viés| EQM
B 1.006 0.222 0.006 0.178 0.049
10 B 1.017 0.675 0.017 0.538 0.456
¢ 0.993 0.493 -0.007 0.387 0.243
B 1.007 0.195 0.007 0.156 0.038
20 B 0.992 0.281 -0.008 0.225 0.079
¢ 0.997 0.339 -0.003 0.267 0.115
B 1.003 0.125 0.003 0.099 0.016
40 B 1.001 0.193 0.001 0.154 0.037
® 1.006 0.229 0.006 0.182 0.052
B 1.004 0.087 0.004 0.070 0.008
80 B 0.996 0.140 -0.004 0.112 0.020
é 1.002 0.162 0.002 0.129 0.026
B 1.001 0.064 0.001 0.051 0.004
160 Bs 1.000 0.102 0.000 0.081 0.010
é 1.000 0.116 0.000 0.093 0.013

Tabela 2 — Desempenho de parametros do modelo Simplex em simulagdes Monte Carlo.

3.3 ESTUDO DE SIMULACAO DO MODELO NORMAL

N Estimador Média EP Viés |Viés| EQM
By 1.000 0.055 0.000 0.044 0.003
10 B 1.003 0.178 0.003 0.143 0.032
o 0.097 0.024 -0.003 0.020 0.001
By 1.000 0.036 0.000 0.029 0.001
20 B 1.001 0.076 0.001 0.061 0.006
o 0.098 0.016 -0.002 0.013 0.000
By 1.000 0.038 0.000 0.030 0.001
40 B 0.999 0.055 -0.001 0.044 0.003
o 0.100 0.011 0.000 0.009 0.000
B 1.000 0.023 0.000 0.018 0.001
80 B 1.000 0.042 0.000 0.034 0.002
o 0.100 0.008 0.000 0.006 0.000
B 1.000 0.016 0.000 0.013 0.000
160 Bs 1.001 0.027 0.001 0.021 0.001
o 0.100 0.006 0.000 0.005 0.000

Tabela 3 — Desempenho de parametros do modelo Normal em simula¢des Monte Carlo.



29

3.4 RESULTADOS COMPARATIVOS DAS SIMULACOES

Os resultados das Tabelas 1, 2 e 3 mostram que o modelo Normal apresenta o
melhor desempenho entre os trés analisados, com viés praticamente nulo e erros padrao
muito baixos para todos os parametros. O modelo Simplex aparece em segundo lugar,
exibindo um viés pequeno e erros padrao um pouco maiores, além de erros quadraticos
médios inferiores aos do modelo Beta, mas ainda superiores aos do Normal. J& o modelo
Beta tem o desempenho mais fraco, com viés elevado, especialmente no parametro ¢,
além de erros padrao e erros quadraticos médios significativamente maiores, demonstrando
maior variabilidade e menor precisao nas estimativas. A medida que o tamanho da amostra
aumenta, todos os modelos melhoram seus resultados, porém o Normal estabiliza seus
erros rapidamente em niveis baixos, o Simplex melhora de forma significativa, mas nao
alcanga a precisao do Normal, e o Beta reduz seus erros mais lentamente, mantendo valores

relativamente altos mesmo com amostras maiores.

Apbs a apresentacao das tabelas com as métricas de desempenho dos pardmetros
estimados nos modelos simulados, serao exibidos graficos comparativos dessas métricas,
erro padrao, viés absoluto e erro quadratico médio, para as trés distribuigoes, contemplando
os diferentes tamanhos amostrais. Esses graficos visam reforgar a analise e evidenciar as

tendéncias ja observadas nas tabelas.
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Figura 4 — Analise do erro padrao sob variagao de modelos e amostras.

Fonte: Elaboracao do autor.
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4 APLICACAO

Para verificar a efetividade da metodologia desenvolvida, optou-se por aplica-la a
uma base de dados reais. Neste capitulo, ¢ explorada uma aplicacao, com o objetivo de

examinar os resultados obtidos na pratica.

4.1 CAMPEOES BRASILEIROS

Entre os anos de 2003 e 2024, foi reunido um conjunto de informagoes sobre os
times campedes da primeira divisao do futebol brasileiro masculino, contemplando algumas
caracteristicas dessas equipes vencedoras. A competicao, nomeada como Brasileirao, foi
reconhecida como a liga nacional mais forte do mundo em 2021 e 2022 pela International
Federation of Football History and Statistics (IFFHS). Como todo ano hda um novo
campedo, a base de dados é continuamente atualizada com novas informacoes, refletindo
os perfis das equipes mais recentes. Por isso, um modelo previamente definido pode
nao se manter ideal nos anos seguintes, uma vez que novos campeodes podem apresentar
caracteristicas diferentes das equipes anteriores ou até mesmo dos seus proprios clubes, ja

que jogadores podem ser vendidos ou contratados de uma temporada para outra.

Apresentada em Magalhaes et al. (2025), esta base de dados tem 22 observages
com 26 variaveis cada sobre o campeao brasileiro de cada um dos anos. As variaveis
sao: o ano da competicao, time campeao, abreviagao do nome do clube, cidade do time
campedo, estado do time campedo, se o time foi ou ndo campeao estadual, nimero de clubes
brasileiros no final da CONMEBOL Libertadores, um time brasileiro foi ou nao campeao
da CONMEBOL Libertadores, nimero de clubes brasileiros nas finais da CONMEBOL
Libertadores e CONMEBOL Sudamericana, se o clube possui estadio préprio, se é uma
temporada de Copa do Mundo da FIFA, quantos clubes jogam no mesmo estddio, niimero
de rivais, se era ou nao o atual campeao, niimero de participantes no campeonato, niimero
de gols na competicao, média de gols por partida na competicao, pontos obtidos, jogos
disputados, nimero de vitérias, nimero de empates, nimero de derrotas, niimero de gols
marcados, nimero de gols sofridos, saldo de gols e aproveitamento (razao entre os pontos
obtidos e o triplo de jogos disputados). No formato adotado pela competi¢do, cada equipe
enfrenta todas as demais em jogos de ida e volta. A pontuacgao segue a seguinte logica:
trés pontos sao atribuidos por vitéria, um ponto por empate e nenhum ponto em caso de
derrota. Ao término do campeonato, o titulo é concedido ao clube que acumular a maior

pontuacao.

O objetivo desta aplicacao ¢ investigar se o aproveitamento dos times campeoes
pode ser explicado por alguma(s) das varidveis consideradas. Para isso, serdo inicialmente
apresentadas algumas informacgoes descritivas sobre os dados, com uma analise exploratoria

que possibilite uma melhor compreensao dos padroes observados. A Figura 7 apresenta o
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histograma do aproveitamento dos campeoes e evidencia uma distribuicao assimétrica. A
média de aproveitamento foi de 0,67, destacada pela linha vertical. O grafico tem limites
do eixo x entre 0 e 1, de modo a ressaltar que o aproveitamento estd contido em um
intervalo unitario. Nota-se que os valores se agrupam principalmente entre 0,65 e 0,75,

aproximadamente, sem a ocorréncia de outliers.

Média = 0.67

Frequéncia

0.00 025 050

Aproveitamento
Figura 7 — Histograma do aproveitamento.

Fonte: Elaboracao do autor.
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Figura 8 — Aproveitamento de pontos dos times campeoes ao longo dos anos.

Fonte: Elaboracao do autor.
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A Figura 8 mostra o aproveitamento de pontos dos campedes do Campeonato
Brasileiro ao longo dos anos, possibilitando comparacoes consistentes gragas ao sistema de
pontos corridos. Os indices variaram entre aproximadamente 0,58 e 0,80, com o maior
aproveitamento registrado em 2019 pelo Flamengo. Anos como 2009 e 2023 apresentaram os
menores indices, abaixo de 0,60. Clubes como Palmeiras, Flamengo, Corinthians e Cruzeiro
se destacam pela frequéncia dos titulos, evidenciando certa hegemonia, embora sem uma
tendéncia clara de melhora ou queda no desempenho, refletindo uma competitividade

instavel no torneio.

Outro aspecto a ser explorado é o nimero de titulos conquistados por Estado,
com Sao Paulo liderando com 12 titulos, seguido pelo Rio de Janeiro, que acumulou
6 conquistas, e Minas Gerais, com 4 titulos; esses dados evidenciam a predominancia
historica dos estados do Sudeste no cenério nacional, refletindo a forca e a tradi¢ao das

equipes dessas regioes ao longo do tempo. A Figura 9 resume essas analises.

Sao Paulo 4 12 (55%)

Rio de Janeiro - 6 (27%)

Estado

Minas Gerais 4 4 (18%)

4 8 12
Numero de Titulos

Figura 9 — Ntimero de titulos por Estado.

Fonte: Elaboracao do autor.

A Figura 10 exibe o boxplot do aproveitamento de pontos dos times campeoes por
Estado. A anélise indica que o Rio de Janeiro apresenta maior variabilidade, incluindo
um outlier, com mediana préxima a 0,65. Em contraste, Minas Gerais mostra menor
variabilidade e uma mediana acima de 0,7, embora ambos os estados tenham poucos
registros, o que torna seus resultados mais suscetiveis a variagoes. Ja Sao Paulo, com
um nimero maior de observagoes, apresenta baixa variabilidade e mediana ligeiramente

superior a 0,65.
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Figura 10 — Aproveitamento de pontos dos times campedes por Estado.

Fonte: Elaboracao do autor.
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Figura 11 — Ntumero de clubes com titulos brasileiros consecutivos.

Fonte: Elaboracao do autor.
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A Figura 11 apresenta o nimero de clubes vencedores por 2 anos consecutivos. A

analise mostra que é incomum o campeao repetir o titulo na temporada seguinte.

A seguir, a matriz de correlagoes das varidaveis numéricas da base de dados apresenta

os coeficientes de correlagdo de Pearson entre cada par de varidveis, permitindo identificar

a intensidade e a direcao das relagoes lineares entre elas.
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A andlise da matriz de correlagdo mostra que a variavel Ratio (aproveitamento)
apresenta relagao fraca ou inexistente com a maioria das demais variaveis. Com Contfin
(nimero de clubes brasileiros nas finais de torneios continentais) e Num (nimero de clubes
no torneio), a correlagdo é praticamente nula, indicando auséncia de associagao linear.
A relacao com Libfinal (niimero de clubes brasileiros na final da CONMEBOL), Rivals
(nimero de clubes considerados rivais na competicao), Staterivals (nimero de clubes do
mesmo estado), Ga (gols contra) e Goals (total de gols) é negativa e fraca, sugerindo que
essas variaveis possuem influéncia limitada sobre o Ratio. Ja a varidavel Gav (média de
gols por jogo) apresenta uma correlacao negativa moderada com o Ratio, indicando que
valores mais altos dessa média tendem a estar associados a menores aproveitamentos. Em
contraste, a variavel Gf (gols a favor) tem uma correlagao positiva fraca, sugerindo que um
maior nimero de gols a favor pode estar levemente relacionado a um maior aproveitamento.
A tnica correlagao forte observada é com Gd (saldo de gols, ou seja, gols a favor menos
gols contra), com valor de 0,72, indicando que equipes com maior saldo de gols tendem a

apresentar maior aproveitamento.

Contfin
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Staterivals
Goals
Num

el
o

Ratio 0.00 -0.06 -0.25 -0.26 -0.48 -0.28 -0.19 0.02 0.32 .
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Figura 12 — Matriz de correlacao.

Fonte: Elaboracao do autor.

A Figura 13 reforca a relacao direta entre o saldo de gols e o aproveitamento dos
times campeodes, mostrando que um aumento no saldo corresponde a um desempenho

melhor.
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Fonte: Elaboracao do autor.
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Antes do ajuste dos modelos estatisticos, é realizada a anélise de autocorrelagao

e autocorrelagao parcial do aproveitamento de pontos dos campeoes, com o objetivo de

verificar a existéncia de dependéncia temporal entre as observagoes. Como os modelos

estudados pressupoem independéncia entre os dados, essa etapa valida a adequacgao desses

modelos ao contexto.

0.54

ACF

0.0

-0.51

Lag
Figura 14 — Autocorrelacao do aproveitamento.

Fonte: Elaboracao do autor.
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Figura 15 — Autocorrelagao parcial do aproveitamento.

Fonte: Elaboracao do autor.

Os resultados indicaram auséncia de autocorrelacao significativa, o que justifica a
aplicacao de modelos que assumem independéncia. Isso ocorre porque os coeficientes das
Figuras 14 e 15 se mantiveram dentro dos limites de confianga, sugerindo que os valores

da série nao estao correlacionados entre si em diferentes defasagens.

Diante disso, para analisar a relacao entre o aproveitamento e caracteristicas da
trajetoria do clube vencedor, ajustam-se modelos de regressao baseados nas distribui¢oes

Beta, Simplex e Normal pelo software estatistico R, conforme a seguinte forma funcional:
n' =0 + 5 Gd,

ng = aproveitamento com o modelo Beta,
em que o vetor de preditores ¢ n7 ={ ng = aproveitamento com o modelo Simplex,

nny = aproveitamento com o modelo Normal,

4 ¢ o vetor de coeficientes do intercepto e

I é o vetor de coeficientes de regressao relacionados ao saldo de gols.

A escolha do saldo de gols como tnica variavel explicativa fundamenta-se na sua
correlacao significativa com a variavel resposta, além do fato de que as demais varidveis
analisadas nao apresentaram evidéncias estatisticas de relevancia no modelo. Dessa forma,

a Tabela 4 apresenta os principais resultados obtidos com o ajuste dos modelos propostos.
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Modelo Parametro Estimativa FErro padrao P-valor

Bo 0,215 0,109 0,049
Beta
b1 0,016 0,003 <0.001
} Bo 0,233 0,120 0,052
Simplex
b1 0,015 0,003 <0.001
Bo 0,564 0,025 <0.001
Normal
b1 0,003 0,001 <0.001

Tabela 4 — Resultados dos modelos ajustados para o aproveitamento.

Com um nivel de significAncia de 5%, o intercepto apresentou-se significativo para
os preditores Beta e Normal. Além disso, o saldo de gols foi significativo para as trés

variaveis resposta. Dessa forma, os modelos podem ser reformulados da seguinte maneira:

ns = 0,215 + 0,016Gd,
ns = 0,015G4d,
nn = 0,564 + 0,003Gd.

Os resultados mostram que existe uma relagao positiva entre o saldo de gols e
o aproveitamento médio dos campedes do Brasileirao. No modelo Beta, que utiliza a
transformacao logito para interpretar a média, definida em (2.5), observa-se que mesmo
quando o saldo de gols é zero, o aproveitamento médio dos campeoes ja ¢ de cerca de 55%,
aumentando em torno de 1,6% a cada gol extra no saldo. O modelo Simplex apresenta
comportamento semelhante, partindo de uma condi¢ao neutra, e confirma que cada gol
adicional eleva o aproveitamento médio em aproximadamente 1,5%, mostrando que maior
saldo de gols esta associado a desempenho superior. J4 o modelo Normal oferece uma
leitura direta: com saldo zero, o aproveitamento esperado é de 56,4%, e cada gol extra
acrescenta cerca de 0,3 ponto percentual, evidenciando de forma clara como a diferenca de
gols impacta o desempenho médio dos campedes. Os dados mostram que os campedes
costumam ter aproveitamento acima do previsto pelos modelos, variando entre 58% e 79%,
como o Cruzeiro em 2003 (72,5%) e o Flamengo em 2019 (78,9%), indicando que, além do
saldo de gols, outros fatores podem estar influenciando o desempenho, embora nenhuma

outra variavel fora estatisticamente significante.

Apébs o ajuste dos trés modelos para o aproveitamento, tendo o saldo de gols
como variavel preditora, serd realizada a avaliacdo da qualidade do ajuste, com énfase na
analise dos residuos. O objetivo é verificar se os residuos seguem, de forma aproximada, a
distribuigdo Normal. A Figura 16 mostra que a maioria dos pontos se alinham bem a reta
de referéncia da Normalidade, havendo apenas algumas excegoes nas extremidades. Essas
discrepancias, no entanto, nao parecem comprometer o ajuste como um todo, de modo
que os modelos podem ser considerados adequados para descrever a relagao entre saldo de

gols e aproveitamento dos campeodes do Brasileirao.



QQ-Plot (Beta)

Quantis dos Residuos

Quantis dos Residuos

-1 0 1 2

Quantis Tedricos

-0.1 4

QQ-Plot (Simplex)

0.1+

0.04

-1 0 1
Quantis Tedricos

Quantis dos Residuos

QQ-Plot (Normal)

0.04 =

0.00

-0.04

-1 0 1
Quantis Tedricos

Figura 16 — Verificacao da qualidade do ajuste do aproveitamento.

Fonte: Elaboracao do autor.

A Figura 18 apresenta a comparacao entre os valores observados de aproveitamento
ao longo dos anos e os valores ajustados pelos trés modelos. O objetivo é avaliar o quao

bem cada modelo consegue captar a tendéncia e a variacao dos dados reais ao longo do

tempo.
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Figura 17 — Aproveitamento observado e estimado pelos modelos.

Fonte: Elaboracao do autor.
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Observa-se que o modelo Normal apresenta a trajetéria mais proxima dos valores
observados de aproveitamento ao longo dos anos, reproduzindo melhor as oscilagoes da série.
Embora o modelo Beta também acompanhe relativamente bem os dados, ele se distancia
mais em certos pontos. O modelo Simplex, por sua vez, tende a subestimar os valores
observados, especialmente nos anos com maior aproveitamento, evidenciando um ajuste
inferior. Essa subestimacao pode estar ocorrendo porque o intercepto do modelo Simplex
nao apresentou significancia estatistica no ajuste. Por esse motivo, decidiu-se manter o
intercepto fixo em zero, o que pode reduzir a capacidade do modelo de acompanhar os
valores mais elevados ao longo dos anos. No entanto, a andlise foi conduzida dessa forma,

uma vez que a avaliagao do modelo se baseia nos valores-p.

A Tabela 5 mostra os valores de AIC e BIC dos modelos, usados para comparar
a qualidade dos ajustes. Valores menores indicam modelos mais adequados, com bom

equilibrio entre ajuste e complexidade.

Modelo AIC BIC
Beta -81,849 -78,576
Simplex 71,776 75,050
Normal -82,187 -78,914

Tabela 5 — Valores dos critérios AIC e BIC para os modelos ajustados.

Observa-se que o modelo Normal apresenta os menores valores de AIC e BIC,
seguido de perto pelo modelo Beta. Ja o modelo Simplex teve os maiores valores para

ambos os critérios.

4.1.1 Modelo Preditivo

Para a construcao do modelo preditivo, os dados foram particionados aleatoriamente
em dois subconjuntos: treino e teste. Essa estratégia possibilita estimar os parametros
com parte das observagoes e, em seguida, verificar o desempenho do modelo em dados nao
utilizados no ajuste, oferecendo uma medida mais fiel de sua capacidade de generalizagao.
No total, foram utilizadas 17 observagoes para o conjunto de treino e 5 para o teste. Embora
a amostra contenha apenas 22 casos, o procedimento foi mantido, pois o foco da analise
¢ compreender o desempenho do modelo mesmo em contextos com tamanho amostral
reduzido. Essa abordagem ¢ utilizada para examinar tanto a precisao das previsoes quanto

a adequagao dos modelos selecionados.

Para examinar a relacao entre o aproveitamento de pontos e o saldo de gols, foram
utilizados modelos preditivos com base nas distribui¢oes Beta, Simplex e Normal. A
estimacgao dos parametros foi realizada a partir das observagoes do conjunto de treino,
considerando o saldo de gols como variavel explicativa e o aproveitamento como resposta.

Em seguida, os coeficientes obtidos foram aplicados as observac¢oes do conjunto de teste,
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com o objetivo de gerar previsoes fora da amostra de ajuste. As estimativas foram
calculadas manualmente com base nos dados do teste, por meio da funcao inversa do logit
para os modelos Beta e Simplex, e da funcao identidade para o modelo Normal. Essa etapa
¢ utilizada para avaliar o desempenho dos modelos em dados nao utilizados no processo

de estimacao.

A partir disso, sao apresentados os principais resultados obtidos com o ajuste dos

modelos propostos.

Modelo Parametro Estimativa FErro padrao P-valor

Bo 0,319 0,115 0,005
Beta
o5 0,013 0,003 <0.001
: Bo 0,333 0,121 0,006
Simplex
b1 0,012 0,004 <0.001
Bo 0,586 0,028 <0.001
Normal
b1 0,003 0,001 <0.001

Tabela 6 — Resultados dos modelos preditivos na modelagem do aproveitamento.

Com um nivel de significancia de 5%, o intercepto e o saldo de gols apresentaram-
se significativos para as trés variaveis resposta. Dessa forma, os modelos podem ser

reformulados da seguinte maneira:

ns = 0,319 + 0,013Gd,
ns = 0,333 + 0,012Gd,
ny = 0,586 + 0,003Gd.

Os modelos preditivos confirmam que quanto maior o saldo de gols, maior o
aproveitamento dos campedes. Por (2.5), o aproveitamento médio no modelo Beta parte
de cerca de 66% com saldo zero, aumentando 1,3 ponto percentual a cada gol. No Simplex,
comeca em 33,3%, crescendo 1,2 ponto percentual por gol extra. No modelo Normal,
inicia em 58,6%, com acréscimo de 0,3 ponto percentual por gol adicional. Apesar das
diferencgas nos valores iniciais e nos incrementos, todos os modelos mostram que times com
saldo positivo apresentam médias de aproveitamento mais altas. Além disso, mesmo sem
gols extras, os campeoes ja apresentam um nivel minimo de desempenho esperado. Os
resultados evidenciam que o efeito do saldo de gols sobre o aproveitamento é consistente
entre diferentes abordagens de modelagem. Dessa forma, é possivel observar como a

vantagem ofensiva tende a se refletir nas médias de desempenho final.

Apds o ajuste com os dados do conjunto de treino, a ideia é avaliar a capacidade
preditiva dos modelos, verificando a qualidade das previsoes realizadas no conjunto de
teste, ou seja, fora da amostra utilizada para estimagao. Os resultados mostram que os
trés modelos reproduzem de forma consistente a tendéncia geral observada ao longo dos

anos, acompanhando adequadamente a trajetoéria real dos dados.
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Figura 18 — Predi¢oes dos modelos e aproveitamento observado em dados de teste.

Fonte: Elaboracao do autor.

Outro método utilizado para avaliar a capacidade preditiva dos modelos ajustados
aos dados do Campeonato Brasileiro foi a validagao cruzada, que consiste em ajustar o
modelo repetidamente, retirando uma tnica observacao por vez do conjunto de dados. A
cada iteragao, os dados remanescentes foram utilizados para treinar os modelos, enquanto
a observagao excluida serviu como conjunto de teste. Em cada rodada, foram ajustados os
trés modelos estudados, utilizando as respectivas fungdes de ligacao previamente definidas:

logit para os modelos Beta e Simplex, e identidade para o modelo Normal.

Apébs o ajuste dos modelos, foi construida uma matriz contendo os valores da
variavel explicativa da observagao deixada de fora, referente ao saldo de gols, que serviu
como base para a predi¢ao da varidvel resposta do aproveitamento de pontos. Para cada
modelo, foram extraidos os coeficientes estimados e seus respectivos p-valores. Apenas os
coeficientes estatisticamente significativos ao nivel de 5% foram mantidos nas equagoes
preditivas, enquanto os demais foram zerados, com o objetivo de eliminar o efeito de

variaveis nao significativas nas previsoes.

Com os coeficientes selecionados, foram realizadas as predi¢des para a observacao
excluida. No caso dos modelos Beta e Simplex, como utilizam a ligagao logit, a predicao
foi obtida aplicando a transformacao logistica ao produto entre a matriz de teste e os
coeficientes estimados. Ja para o modelo Normal, a previsao foi feita diretamente por meio
de uma combinagao linear dos coeficientes. As previsoes obtidas em cada iteragdo foram
comparadas ao valor real da variavel de resposta da observagao deixada de fora, e os erros
foram calculados por duas métricas: o viés absoluto e o erro quadratico médio. Importante
destacar que esses erros foram computados separadamente para cada um dos trés modelos

ao longo de todas as iteragoes, sem que um modelo fosse previamente escolhido. Ao final
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das N iteragoes (onde N representa o nimero total de observagoes), foram calculadas as
médias dos erros obtidos em cada modelo, possibilitando a comparacao de seu desempenho

preditivo. A Tabela 7 apresenta estes resultados.

Modelo  |Viés|] EQM
Beta 0.038 0.002
Simplex 0.050 0.003
Normal 0.028 0.001

Tabela 7 — Métricas de erro dos modelos preditivos obtidas via validacao cruzada.

Os resultados mostraram que o modelo Normal apresentou menores erros em
comparacao aos demais modelos, indicando desempenho superior na tarefa de previsao. A
validacao cruzada ndo mostra indicio de overfitting em nenhum dos modelos, uma vez que

os erros se mantém baixos e proximos entre si.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho, foi possivel explorar o processo de analise de regressao aplicado
a dados restritos ao intervalo unitario. O aprofundamento nos modelos Beta, Simplex
e Normal revelou-se valioso tanto para a compreensao tedrica quanto para a realizagao
das simulagoes. Apesar da relevancia desses modelos, alguns desafios e limitacoes foram
encontrados ao longo da andlise. Um dos principais obstaculos refere-se a distribuigao
Normal, que ndo permite, de forma nativa, delimitar a geragdo de valores aleatérios
dentro do intervalo de 0 a 1, diferentemente das distribuicdes Beta e Simplex, que
ja operam naturalmente nesse dominio. Na simulagao realizada com a distribuicao
Normal, por exemplo, os valores gerados oscilaram entre aproximadamente 0,883 e 2,234,
com média préoxima de 1,520, ultrapassando, portanto, o limite superior esperado para
distribuicoes unitarias. Esse comportamento evidencia um obstaculo do modelo Normal
na simulacao, ainda que, em termos de estimativas, o ajuste tenha apresentado um
desempenho satisfatério. Outro ponto a ser considerado é que tanto nas simulagoes quanto
na aplicagao pratica foi utilizado um ntimero reduzido de variaveis independentes e isso
pode ter limitado, em certa medida, a possibilidade de generalizacao dos resultados e a
exploragao do desempenho dos métodos em contextos mais complexos, com multiplos

preditores.

Inicialmente, explorou-se a relevancia e as especificidades envolvidas na analise de
dados restritos ao intervalo unitario e, em seguida, foram abordadas as distribui¢oes Beta,
Simplex e Normal, suas respectivas parametriza¢oes e a forma como podem ser utilizadas
na construcao de modelos de regressao. A partir das propriedades, transformacoes e
visualizac¢oes discutidas, torna-se viavel realizar uma abordagem inicial desse tipo de dado

e das respectivas modelagens.

Com a teoria previamente apresentada, as simulagoes permitiram observar um
bom desempenho dos estimadores dos coeficientes de regressao. Notou-se uma redugao
progressiva do erro padrao, do viés absoluto e do erro quadratico médio a medida que o
tamanho das amostras aumentava. Destaca-se, nesse contexto, o desempenho superior do
modelo Normal em relagao as distribuicoes unitarias, evidenciado pelos menores valores

obtidos para essas medidas de erro.

Nas aplicagoes realizadas, foi possivel empregar as técnicas previamente apresen-
tadas na construcao dos modelos de regressao. Para a andlise dos dados dos Campedes
Brasileiros, o modelo Normal apresentou bom desempenho, se destacando em diferentes
aspectos e mostrando melhor ajuste em comparagao aos demais modelos. Apesar do
suporte real, o modelo Normal mostrou-se competitivo frente a alternativas especificas

para dados no intervalo unitario.
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