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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo principal expor algumas técnicas da geo-
metria tropical para contar o nimero de curvas algébricas no plano projetivo complexo
de género g e grau d, que passam por 3d + g — 1 pontos em posicao geral, denotado
por Nepix(d, g). Para isso, primeiramente introduziremos algumas nogoes de geometria
algébrica necessarias para a compreensao do trabalho. Depois, apresentaremos a féormula
de Caporaso-Harris, utilizada para calcular Nepic(d, ). A seguir, apresentaremos as curvas
tropicais, definindo o semicorpo tropical e as hipersuperficies tropicais, e provaremos o
Teorema da Dualidade, que relaciona curvas tropicais com subdivisoes do seu poligono de
Newton. Ademais, exibiremos as curvas tropicais como grafos equilibrados. Posteriormente,
definiremos os caminhos reticulados A-crescente e explicaremos a relagdo que os mesmos
possuem com o calculo de Nepi(d, g), utilizando as curvas tropicais. Por fim, mostraremos
que os caminhos reticulados também satisfazem a Férmula de Caporaso-Harris, sendo esse

o principal resultado do nosso trabalho.

Palavras-chave: Férmula de Caporaso-Harris; geometria enumerativa; geometria tropical.



ABSTRACT

The main objective of this work is to present some techniques from tropical geometry
for counting the number of algebraic curves in the complex projective plane of genus
g and degree d, which pass through 3d + g — 1 points in general position, denoted by
Nepix(d, g). To do this, we will first introduce some notions of algebraic geometry necessary
for understanding the work. Then we will present the Caporaso-Harris formula, used to
calculate Nepi(d, g). Next, we will introduce tropical curves, defining the tropical semibody
and tropical hypersurfaces, and prove the Duality Theorem, which relates tropical curves to
subdivisions of their Newton polygon. We will also show tropical curves as balanced graphs.
Afterwards, we will define the A-crescent lattice paths and explain their relationship with
the calculation of Nepi(d, g), using tropical curves. Finally, we will show that reticulated

paths also satisfy the Caporaso-Harris Formula, which is the main result of our work.

Keywords: Caporaso-Harris formula; enumerative geometry; tropical geometry.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho apresentaremos importantes resultados envolvendo a aplicacao
da geometria tropical na geometria enumerativa. A geometria tropical é um campo
relativamente novo da geometria algébrica, tendo em média 25 anos. Nela, variedades
algébricas sao trocadas por certos objetos em R"™, lineares por partes, que podem ser
estudados com ferramentas combinatorias. Por sua vez, a geometria enumerativa tem
como principal objetivo contar objetos geométricos que satisfazem certas condigoes de
incidéncia. Neste trabalho exploraremos o problema enumerativo de contar o niimero
Nepix(d, g) de curvas algébricas em P?(C) de grau d e género g que passam por 3d + g — 1
pontos em posicao geral. Esses niimeros, para d e ¢ inteiro nao negativos, sdo conhecidos
como invariantes de Gromov-Witten. Tendo como principal referéncia o artigo (1) dos
matematicos alemaes Andreas Gathmann e Hannah Markwig, nossos objetivos sao entender
a traducao do problema de contar curvas no plano projetivo para o mundo tropical e como

usar algumas técnicas da geometria tropical para encontrar os nimeros Nepix(d, g).

Definimos a algebra tropical, que é obtida considerando o semicorpo dos ntimeros
tropicais T = R U {—o0} munido de duas operagdes tropicais: a soma, que é tomar o
maximo entre os elementos e a multiplicacdo, que consiste em adicionar os elementos.
Anteriormente, a algebra tropical era denominada de algebra maz-plus, mas recebeu esse
nome em homenagem ao matematico e cientista da computagao hingaro-brasileiro Imre
Simon, que foi pioneiro no uso da dlgebra tropical na teoria de otimizagdo. A geometria

tropical ¢ uma geometria sobre essa dlgebra tropical.

Além disso, podemos definir as curvas tropicais, que sao objetos geométricas da

i ical no R? fi ilibrad isf digao d
geometria tropical no [R“, como gratos equilibrados que satisfazem uma certa condicao de
balanceamento. Essa condicao nos permite estabelecer uma relacao de dualidade entre a
curva tropical e uma subdivisao regular de um poligono fechado reticulado em Z2, chamada
subdivisao dual. Esse novo objeto ¢ de suma importancia no nosso trabalho, como veremos

posteriormente.

Tratando agora do nosso problema enumerativo, a década de 1990 foi marcada
pelos primeiros resultados envolvendo o mesmo, ainda em uma abordagem classica, sem
aplicacdo da geometria tropical. Em 1994, os matematicos russos Maxim Kontsevich e
Yuri Manin (2) obtiveram uma férmula recursiva para resolver o problema mencionado
para curvas de género 0 usando espaco de Moduli de mapas estaveis racionais. Ja em
1998, a matematica italiana Lucia Caporaso e o matematico estadunidense Joe Harris
(3) obtiveram relacoes recursivas que permitiram o calculo dos nimeros Nepix(d, g) para

géneros arbitrarios, chamada de féormula de Caporaso-Harris.

A férmula de Caporaso-Harris nao calcula apenas os nimeros Nepix(d, g), mas

também consiste em um algoritmo que conta o nimero de curvas planas de determinado



grau e género que satisfazem condi¢des de tangéncia a uma reta fixa L. E feito um
processo de especializacao, movendo os pontos um a um para a reta L, derivando durante
esse processo relagoes recursivas que permitem calcular Nepi(d, g). Vamos dar uma ideia
sucinta de como esse algoritmo funciona, tomando como exemplo o célculo de Nepix(3,0),
que consiste em contar o nimero de ctbicas de género 0 passando pelos pontos py, ..., ps,
em posicao geral. Vamos mover os pontos p; um a um para a reta fixada L. Movendo o
ponto p; e na sequéncia o ponto p, para a reta L, ndo temos degeneracoes, permanecemos
com uma cubica passando pelos 8 pontos. Os pontos p; e po apenas determinam a reta L,

como ilustrado na Figura 1.

Figura 1 — Cubica e reta L.

Ps P8
p3 P3

2 P4

V23 p7 Ps b7
P2

Pe D6

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

Agora, movendo o ponto ps para a reta L, necessariamente a reta L serd uma
componente da ciibica. A outra componente da ctibica serd uma curva de grau 2 passando

pelos pontos py, . .., ps, como ilustrado na Figura 2.

Figura 2 — Reta L e conica

Ps p7

D5

Pa

P

[ IS
¢

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

No préoximo passo, teremos a reta L passando por 4 pontos como componente da
cubica e uma conica passando por 4 pontos como a outra componente, onde essa conica
podera ser irredutivel ou podera ter duas componentes, sendo cada uma delas uma reta.

Com isso, a principal ideia de Caporaso e Harris fazendo esse processo de especializagao é
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diminuir o grau das curvas, utilizando apenas que existe uma tnica reta passando por 2

pontos no fim da recursividade.

Em 2005, o matemético russo Grigory Mikhalkin encontrou uma nova maneira de
determinar os nimeros N.pix(d, g) usando a geometria tropical. Em seu artigo (4), ele
mostrou que Nepi(d, g) coincide com o nimero de curvas tropicais de grau d e género g
que passam por 3d + g — 1 pontos em posigao geral tropical (Niop(d,g)), chamado de
Teorema da Correspondéncia. Além disso, Mikhalkin definiu o nimero Npam(d, g), que
corresponde ao numero de caminhos reticulados no tridngulo de vértices (0,0), (0,d) e
(d,0) que satisfazem certas condigoes e, utilizando a relacao de dualidade entre as curvas
tropicais e a sua subdivisdo dual, Mikhalkin mostrou, por argumentos combinatoérios e
uma abordagem geométrica, que o nimero Ne,ix(d, g) também coincide com o nimero
Npatn(d, g). Ambos os resultados descritos aqui utilizam a recursividade para os seus

calculos, assim como na férmula de Caporaso-Harris.

O principal objetivo deste trabalho é demonstrar que a féormula de Caporaso-
Harris também ¢é valida para os caminhos reticulados, ou seja, trazer o algoritmo de

Caporaso-Harris para o mundo tropical.

O presente trabalho estd dividido em 4 capitulos. O primeiro deles (Capitulo 2),
intitulado “Curvas Algébricas”, tem como objetivo introduzir alguns conceitos importantes
da geometria algébrica classica que serao utilizadas no decorrer do trabalho. Além disso,
neste capitulo apresentaremos a formula de Caporaso-Harris (sem demonstra-la), ilustrando

a recursividade através de um exemplo.

No Capitulo 3, definiremos o semicorpo tropical, polindmios tropicais e as hiper-
superficies tropicais no R"™. Depois, mostraremos que uma hipersuperficie tropical traz
consigo uma estrutura de complexo poliédrico, que subdivide o R™. Por fim, definiremos a
subdivisao dual de uma hipersuperficie tropical e mostraremos que essa estrutura estabe-
lece uma relagao de dualidade com a hipersuperficie tropical, por meio do Teorema da
Dualidade.

O Capitulo 4, tem como principal objetivo definir curvas tropicais como grafos.
Diferentemente do capitulo anterior, neste capitulo nao trabalharemos com os polinémios
tropicais, definiremos as curvas tropicais como grafos ponderados que satisfazem uma certa
condicao de balanceamento. Além disso, definiremos a subdivisao dual utilizando a imagem
da curva tropical, e ndo mais os polinémios, o grau e o género de uma curva tropical.
Ademais, definiremos o nimero Ny, (d, g), que corresponde ao niimero de curvas tropicais
de grau Ay e género g passando por 3d + g — 1 pontos em posicao geral tropical. Por fim,
enunciaremos o Teorema da Correspondéncia, que traduz o nosso problema enumerativo

do mundo cléssico para o mundo tropical, garantindo que Niyop(d, 9) = Nepix(d, g).

No Capitulo 5, definiremos os caminhos reticulados A-crescente e a férmula recursiva

utilizada por Mikhalkin para calcular a multiplicidade desses caminhos. Depois, definiremos
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o nimero Npun(d, g) e enunciaremos o resultado encontrado por Mikhalkin que garante
que o nimero Niop(d, g) coincide com o nimero Npan(d, g) € mostraremos por meio de

exemplos como esses niimeros sao encontrados.

Por fim, o Capitulo 6 tem como principal objetivo estabelecer a relacao entre a
formula de Caporaso-Harris e os caminhos reticulados que foram definidos no capitulo
anterior. Para isso, generalizaremos a defini¢do de caminhos reticulados, definindo o niimero
Ns‘a’fh(d, g), e definiremos uma férmula nao-recursiva para o calculo da multiplicidade desses
caminhos, mostrando a equivaléncia entre essa e a que foi definida no capitulo anterior.

Por mim, mostraremos que o nimero ngtﬁh(d, g) satisfaz a férmula de Caporaso-Harris.
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2 CURVAS ALGEBRICAS

Neste capitulo vamos introduzir de forma sucinta alguns conceitos importantes da
geometria algébrica classica e contar um pouco sobre o problema enumerativo de nosso
interesse. Depois, apresentaremos a férmula de Caporaso-Harris, uma férmula recursiva
que sera utilizada no nosso problema enumerativo. As principais referéncias utilizadas
foram o livro do Fulton, (5), para a parte de geometria algébrica, e os artigos (1) e (3)

para a férmula de Caporaso-Harris.

2.1 PLANO PROJETIVO

Seja k um corpo algebricamente fechado. Chamamos k* de espaco afim de dimensao

3 sobre k e o denotamos por A3(k) ou simplesmente A3

Definimos a relacio de equivaléncia ~ em A®\{(0,0,0)} como

(0, Yo, 20) ~ (z1, Y1, 21) & 3N € K\{0}; (20, Yo, 20) = A1, Y1, 21)-
Definigao 2.1. O plano projetivo P?(k), ou simplesmente P2, é definido por

Py = p? = M (0.0.00}

~Y

O ponto de P? correspondente ao ponto (z,y,2) € A*\{(0,0,0)} é denotado por

(x:y:z2)e (x,y,2) € A® sao chamadas coordenadas homogéneas desse ponto.

Dado
Up={(z:y:2) eP2#0} ={(z:y:1);(a,y) € A%},
definimos a reta no infinito
Hy =P \Uy={(z:y:2);2=0}.

O mesmo pode ser feito para Uy = {(z :y: 2) € PLx #0} e Uy = {(z:y: 2) € P%y #0}.

2.2 CURVAS ALGEBRICAS PROJETIVAS

Seja k um corpo algebricamente fechado. Denotamos por k[z,y,z] o anel de

polindmios em trés variaveis com coeficientes em k. Dado um polinémio

f(xaya 2) = Z a'i,j,lxiyjzla ai,j,l € ka
05l € Z+

o grau de f é dado pela maior soma i + j + [ tal que a;;; # 0.

Definigao 2.2. Dizemos que um polinoémio f € k[x,y, z] é homogéneo de grau d se ele é

a soma de monomios de grau d, ou seja, polindmios homogéneos de grau d sao da forma:
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fley,z) = Y 'y’ ai € k.
i+j+l=d

Definigao 2.3. Dado um polindmio homogéneo f € k[z,y, z|, chamamos de curva plana

projetiva, denotada por V(f), o conjunto de zeros do polinémio f. Ou seja,

V(f)={(x:y:z2)eP? f(x,y,2) = 0}.

Definigdo 2.4. O grau de uma curva plana projetiva V(f) é o grau do polinémio
homogéneo f que a define. Curvas de grau 1, 2, 3 e 4 sao chamadas, respectivamente, de

retas, cOnicas, cubicas e quarticas.
Seja V(f) uma curva plana projetiva e P = (xo : yo : 20). O ponto P é dito simples
(ou ndo-singular) de V(f) se

af
ox

af
Oy

of

(P) # 0 ou 9,

(P) # 0 ou =—(P) #0.

Um ponto P que nao é simples é chamado de ponto maltiplo (ou singular). Uma curva

que possui somente pontos simples é chamada de curva nao-singular.

Definicao 2.5. Seja f € k[z,y, z] um polindmio homogéneo. Definimos a desomogenizagao

de f com respeito a variavel z como sendo o polinémio

fol@,y) = fz,y,1).

As desomogenizagoes do polindémio f com repeito as variaveis z e y sao definidas

de forma analoga.

Definigao 2.6. Dado f € k[x,y], podemos reescrever esse polindmio como

f=f+fi+-+fa

onde f; é um polindmio homogéneo de grau i, para todo ¢ € {0,1,---,d} e f4 #0. O

polindomio homogéneo
f*(xvyvz) = deO + Zdilfl +- fd
é dito uma homogenizagao do polinémio f.

Seja V(f) uma curva plana projetiva. Considerando uma desomogenizagao f,

podemos escrever

f*:fm+fm+1+"'+fna
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onde cada f; é um polindémio homogéneo em x e y de grau ¢ e f,,, # 0. Chamamos m de
multiplicidade de V(f,) em P = (0,0) € A% e escrevemos m = mp(f.). Se m =2, P ¢ dito

um ponto duplo, se m = 3, P é dito um ponto triplo, e assim sucessivamente.

As definigoes acima podem ser estendidas a qualquer ponto P = (a,b) # (0,0) € A?,
basta considerar a translacdo T'(x,y) = (z+a,y+b), onde definimos fI (z,y) = fooT(z,y).

Definimos mp(f.) como sendo m o) (f7).

Defini¢do 2.7. Seja V(f) uma curva plana projetiva. Definimos a multiplicidade de f
em P=(x:y:1) €Uy, mp(f), como sendo mp(f.), onde f, é a desomogenizagao de f
na variavel z. O mesmo pode ser feito para P = (1:y:2) € Uye P =(x:1:2) € Uy,
desomogenizando f nas variaveis x e y, respectivamente.

T4
]

Como f,, ¢ um polinémio homogéneo, podemos escrever f,, = HL onde os
i

L;’s sao polindomios homogéneos lineares distintos. Esses polindomios geram retas que sao
chamadas de retas tangentes a f, em P e r; é a multiplicidade da tangente L;. Esta anélise
pode ser feita para cada ponto P € V(f), bastando para isso considerar a desomogenizagao
adequada. Dizemos que as retas L} sdo retas tangente a curva projetiva V(f). Dizemos
que um ponto P € V(f) é um ponto maiiltiplo ordindrio de f se V(f) tem mp(f) tangentes

distintas em P.

Definicao 2.8. Uma curva plana projetiva é dita nodal se as suas singularidades sao

apenas pontos duplos ordindrios (nés).

Definimos o corpo de fungoes de P2, denotado por k(P?) como

k(P?) := {f; f,g € k[x,y, z] formas de mesmo grau }
g

Chamamos os elementos de k(P?) de fungoes racionais sobre P2. Definimos o anel local
de P? em um ponto P € P2, denotado por &p(P?), como sendo o conjunto de fungdes

racionais de P? que estdo definidas em P.

Defini¢ao 2.9. Sejam V(f) e V(g) curvas planas projetivas e P € P2, Definimos a
multiplicidade de intersegao (P, f N g) das curvas V(f) e V(g) no ponto P como
Op(P?)

Definigao 2.10. O género g de uma curva plana projetiva nao-singular V(f) é dada por

I(P,fNyg):=

(d—1)(d—2)

9= 9 )

onde d é o grau da curva V(f).
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Proposicao 2.11. Seja V(f) curva plana projetiva de grau d cujas singularidades sao

pontos multiplos ordindrios. O género de V(f) € dado por

(d—l)(d—2) mP(f)(mP(f> - 1)
2 - 2 2 ’

9=
PeV(s)

onde mp(f) € a multiplicidade do ponto P.
Demonstragio. Ver (5), Proposi¢ao 5 do Capitulo 8. ]

Notemos que para uma cdnica (grau 2) com pontos multiplos ordinérios, o género

g ¢ dado por:
g = <2_1)2(2_2) _P%:(f) mP(f)))(T;lP(f) —1)
= S mp(f)(mp(f) = 1) <0

PeV(f) 2

Definicao 2.12. Dizemos que uma colecao finita de pontos em P? estdo em posicao geral
se qualquer subcolegao contendo trés (ou menos) desses pontos é linearmente independente

como vetores em R3.

Definigao 2.13. O ntimero de curvas planas no plano projetivo complexo P?(C) de grau d

e género g que passam por 3d + g — 1 pontos em posigao geral é denotado por Nepi(d, g).

Os ntimeros Nepix(d, g) s@o chamados invariantes de Gromov-Witten do plano
complezo e tem sido objetos de interesse de muitos gedmetras. Os invariantes mais simples
580 Nepix(1,0) =1 e Nepik(2,0) = 1. Eles dizem que existe um tnica reta passando por
2 pontos e por 5 pontos em posi¢ao geral passa uma tnica cénica. Também temos uma
unica ctbica de género 1 passando por 9 pontos em posigdo geral, isto é, Nepix(3,1) = 1.

O primeiro invariante nao trivial é Nepic(s,0)-

Para género zero, os nimeros Nepix(d, 0), foram calculados por Kontsevich em 1994
usando espaco de Moduli de mapas estéveis racionais. Para géneros arbitrarios, Caporaso
e Harris (em 1998) desenvolveram um férmula recursiva que descreveremos na proxima

secao.

2.3 A FORMULA DE CAPORASO-HARRIS

Antes de definirmos a férmula de Caporaso-Harris, precisamos definir algumas

operagoes envolvendo sequéncias finitas de niimeros naturais.

Definigao 2.14. Chamaremos de sequéncia finita, ou simplesmente de sequéncia, qualquer
cole¢do enumerédvel o = {aq, ag, ...} de niimeros naturais onde quase todos sao nulos. Se

ar = 0 para todo k > n, escreveremos essa sequéncia como « = (ay, g, ... ay).
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Defini¢ao 2.15. Dadas duas sequéncias o = (o, g, ...) € B = (b1, B2, . . .), definimos:

e o= +astazg+--
o Tav:= 1oy + 209 + 3z + -+
o [¥:=1%.2%.3% . .. .

o a+fi=(oq+ P00+ Po, a3+ B3, .. .);

()= () () ()

Dizemos que o > 8 < «,, > [, para todo n. Denotamos por e; a sequéncia que tem a

k-ésima coordenada sendo 1 e as demais 0.

Definicao 2.16. Sejam d > 0 e g numeros inteiros, a e [ duas sequéncias tais que

I+ I3 = d. Fixemos uma reta L C P2. Denotamos por N&B

ix(d, g) 0 ntimero de curvas

planas projetivas nodais e nao necessariamente irredutiveis, de grau d e género g que

satisfazem as seguintes condicoes:

e intersectam L em «; pontos genéricos fixados com multiplicidade i cada, para todo
1> 1;

o intersectam L em [3; pontos arbitrarios, com multiplicidade i cada, para todo ¢ > 1;

« passam adicionalmente por 2d + g + || — 1 pontos em posicao geral em P2.

Em sintese, o niimero N, p (d, g) conta a quantidade de curvas planas complexas de

cplx
dado grau e género que tém um namero de intersecao fixo com uma reta L dada. E fato
conhecido que se a = (0,0,...) e = (d,0,...), Nc(gl);((d)(d, g) conta o nimero de curvas de
grau d e género g em P2, ndo necessariamente irredutiveis, cujas singularidades sdo no
maximos nos e que intersectam L em d pontos arbitrarios, com multiplicidade um e que
passam adicionalmente por 2d + g + |(d)| — 1 = 3d + g — 1 pontos em posigao geral em P2,

Mas este nimero é justamente Nepic(d, g), ou seja, Nepix(d, g) = C(gl);((@(d, q9).

Definigdo 2.17. Dizemos que a colecio de nimeros N%?(d, g) definidos para d e g
inteiros, d > 0, e para todas as sequéncias a e § com [+ [ = d satisfazem a formula de

Caporaso-Harris se
!/
N*B(d,g) = S k- Notewh=er(q gy + 3 178 (O‘> : (6 ) N (d—1,4)
k31 >0 @ B

para todo d, g, @ e 8 como acima com d > 1, onde o segundo somatério é tomado para

todo o/, ' e ¢’ satisfazendo
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o < a,

B > B,
I+ 15 =d—1,
g—9g =18-8-1,
d—2>g—¢.

A importancia da formula de Lucia Caporaso e Joe Harris é que ela permite que
os nimeros N*?(d, g) sejam calculados recursivamente. Além disso, tais nimeros sido

unicamente determinados por seus valores em d = 1.

Teorema 2.18 (O algoritmo de Caporaso e Harris). Os ndmeros N, plx(d g) satisfazem a

formula de Caporaso-Harris.

Demonstragao. Ver (3). O

N

Observemos que o Teorema 2.18 permite calcular Nepic(d, g) = Neyix (d, g) a partir

da informacao de que existe exatamente uma reta passando por 2 pontos no plano.

Exemplo 2.19. Sejam o = (0), 8 = (3), d = 3 e ¢ = 0. Vamos calcular N (3)(3,0)

cplx
utilizando a férmula da Defini¢ao 2.17.

o Primeiro passo: Notemos que a primeira coordenada de [ é a tunica diferente
de zero, garantindo que o primeiro somatério é tomado apenas para k = 1. Além
disso, nao existe o e ' tal que o/ < (0), 8’ > (3) e Ia’ + 15 = 2, garantindo que o
segundo somatoério da féormula é nulo. Logo,

1),3)-(1 1),(2
NLOE.0) = 1 NEOO-0(3,0) < N 3.0,

« Segundo passo: Aplicamos a férmula agora para N! plX (3 0). Novamente, a
unica coordenada nao nula de 8 é a primeira. Ademais, o/ = (0) e ' = (2) sdo as
unicas sequéncias que satisfazem o < (1), /' > (2) e [/ + 15 = 2, e, pela férmula,
g = 1. Além disso, satisfaz a ultima condicao, poisd —2=12>g—¢ = —1. Com
isso,

) (2
NP ¢,00 = 1 N<2>(1)(3,0)+1<2>—<2)<( )> <( )>N(°)’(2)(2,1)

cplx plx

N&

cplx

(3 0) + Nplx (2, 1).

(0),(2)

Porém, nao existe conica de género 1, garantindo que N, (2,1) = 0. Logo, como

resultado do segundo passo da recursividade, temos:

N()()(3 0) = N()()(3 0).

cplx cplx
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N

epix(3,0). Novamente, no

primeiro somatorio teremos a contribuicdo somente para k = 1. Diferentemente dos
passos anteriores, neste caso temos dois pares de sequéncias o’ e 3 que satisfazem as
condigoes o < (2), B/ > (1) e Ia/ + 18 = 2, sendo eles: o/ = (0), ' =(2) e g =0;
o =(1), 8/ = (1) e ¢ =1, ambas satisfazendo d — 2 > g — ¢’. Assim,

, , (2 ((2) ,
N&WE,00 = 1-N203,0) + 1 <1)((0) 0 NP (2,0) +
(1
1

— 2) ) 1),(1
7= (( ) ( )NC( );{( )(2’ 1)
W) \m)
= NOO30)+2.- NP2 0) 2. NUD 9 1),

cplx cplx cplx

Novamente, como nao existe conica de género 1,

NO®(3,0) = NOO(3,0) +2- NO:P (2, 0).

cplx cplx cplx

Quarto passo: Vamos aplicar a recursividade em cada uma das parcelas da soma
acima. Na primeira parcela, temos que (3 nao possui coordenada nao nula, garantindo
que o primeiro somatério é nulo. J4 no segundo somatorio, temos 4 pares de o' e 5’
que satisfazem as condicoes exigidas, juntamente com o ¢’ de cada parcela, indicadas
a seguir: o = (0), f/ =(12)egd =—-1;a =(0), /' =(0,1) e g =0; o = (1),
Br=1)eg =0 =(2),

N3 ) = [(2)<

(0) e ¢ = 1. Com isso,

e
1;) N (9. 0) 1 ]<o>((3)> (SD NEO (g 1)
)

cplx

cplx

pois N2 (2 1) = 0.

cplx

Para a segunda parcela, vamos repetir os mesmos passos dos casos anteriores, obtendo:

N(O)’(2)(2 0) _ N(l)’(l)(Z O).

cplx cplx

Logo,

NOP(3,0) = NP (2, -1) +2- NO:OY(2,0) +5- NV (2,0).

cplx cplx cplx cplx

Quinto passo: Vamos repetir o algoritmo para cada uma das parcelas obtidas no

passo anterior, obtendo:

N(O),(2)(2 _1) _ N(l),(l)(Q _1)

cplx cplx
Nepi (2,0) = 2- Nl (2,0)
1),(1 2),(0 0),(1
NOoW(2,0) = NEO(2,0) + NP (1, 1).

Sabemos que nao existe reta com género 1, garantindo que N(:(gl);(l)(l, 1) = 0. Logo,



19

NO® 3,0y = N @, -1) +4- NGO 2,0) + 5- N2 (2,0).

cplx cplx cplx cplx

« Sexto passo: Novamente, para cada uma das parcelas anteriores, temos:

2),
Cﬁli “”(2, 0) = Ngi' )(1 0)
0
cplx( )<270> = 2 Nc(pl)x( )(1 1) + N(pl)x( )(170)

Sabemos que por 2 pontos no plano passa exatamente uma reta, garantindo que
NOW(1,0) = 1. Além disso, N2O(1,1) = 0. Logo,

cplx cplx

93,00 = N2O@ _1) 4+ 14+4+5,

cplx

NO

cplx

« Sétimo passo: Vamos aplicar novamente o algoritmo para Nc(pl)x( )(2, —1).

cplx cplx cplx
Portanto,

N(O)

cplx

(3,0)=2+1+4+5=12,

garantindo que existem 12 curvas de grau 3 e género 0 passando por 8 pontos em posi¢ao

geral.
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3  HIPERSUPERFICIES TROPICAIS E O TEOREMA DA DUALIDADE

Neste capitulo, definiremos os objetos geométricos da geometria tropical chamados
hipersuperficies tropicais em R". Veremos que tais objetos determinam uma subdivisao
do R™ em subconjuntos que sao poliedros (alguns limitados outros ndo) e uma subdivisao
dual correspondente do poligono de Newton associado ao polindomio tropical que define a

hipersuperficie. As principais referéncias utilizadas foram os livros (6) e (7).

3.1 SEMICORPO TROPICAL

Definicao 3.1. Sejam a,b € R. Definimos as operagdes de soma e multiplicacao tropical

(denotadas por @ e @, respectivamente) como:

a ® b= max{a, b}
a®b=a+b.

Ou seja, a soma tropical é o méaximo de dois nimeros e a multiplicagao tropical é a

soma usual dos mesmos.

Exemplo 3.2. « 2® 3 =max{2,3} = 3;
« 203=2+3=75;
e 106 15 = max{10, 15} = 15;

e 10©15=10+4 15 = 25.

Notemos que a adi¢ao tropical nao possui elemento neutro em R. De fato, ndo existe
e € R tal que a @ e = max{a, e} = a para todo a € R, pois, nesse caso, teriamos e < a
para todo a € R, contrariando o fato de que o conjunto dos reais ¢ ilimitado inferiormente.
Para resolver esse problema, definimos entao o conjunto dos nimeros tropicais como sendo

T=RU{-oc0},onde a® —co=aea® —o00=—o0 para todo a € T.

Podemos observar ainda que a adicao tropical, ao contrario da adicao classica, nao
possui simétrico aditivo. A menos deste tltimo fato, o conjunto dos nimeros tropicais
munido das operacoes @ e © satisfaz todas as demais propriedades de um corpo. Com

isso, dizemos que (T, ®,®) é um semicorpo.
3.2 POLINOMIOS E HIPERSUPERFICIES TROPICAIS

Definigao 3.3. Um polinémio tropical em n varidveis é uma funcao f : R — R da forma
f(z) = P a; © 2’ == max{a; + ja},
jEA jeA

onde A C Z" é um conjunto finito, a; € T, paratodo j € A, e jo = (j,x) = j1z1+- - -+ JnZn.
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Defini¢do 3.4. Dado um polindmio tropical f(z) = @ a; © 27, onde j = (j1, -, jn),
jeA

definimos o grau de f como maximo das somas j; + - - - + j, tais que a; # —oo.

Exemplo 3.5. O polindmio tropical em uma varidvel f(z) =2?>®1® z @ 0, ou seja, a

funcao afim por partes, f : R — R, dada por f(x) = max{2z,1+ z,0}, tem o seu grafico

representado na Figura 3.

Figura 3 — f(z) =229 10z & 0.

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Definicao 3.6. Seja f(z) = @ a; © 27 um polinémio tropical em n varidveis. Definimos
jEA
a hipersuperficie V' (f) C R™ como o conjunto de pontos em R™ onde f nao é diferencidvel.

Quando n = 2, a hipersuperficie definida por um polindémio tropical f é chamada
de curva tropical. Curvas tropicais de graus d = 1,2 e 3 sao chamadas retas, conicas e
cubicas tropicais, respectivamente.

No Exemplo 3.5, os pontos onde f nao ¢é diferenciavel correspondem as “quinas”

do grafico de f, pois nos demais pontos f ¢ linear, e portanto, diferenciavel. Logo,
V() ={-11}.
Podemos definir a hipersuperficie V(f) de uma outra forma, como segue.
Proposicao 3.7. Seja f(z) = @aj ® 2/ um polinémio tropical em n varidveis. A
jEA
hipersuperficie V(f) € igual ao conjunto de pontos x € R™ onde o mdzimo f(x) € atingido

pelo menos por dois monomios, ou seja,

V(f)={xeR"3i,j €A, comi#j tais que f(x) = a; +ix = a; + jx}.
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Demonstragio. Notemos que se f(z) atinge o méximo apenas em um mondémio, entao a
funcao é localmente afim, e, com isso, diferencidvel. Logo, se x € V(f), ao menos dois

mondmios atingem o maximo em .

Por outro lado, seja x € R™ tal que existem i,7 € A, i # j, onde
f(x) =a; +ix = a; + ju.

Suponhamos, por absurdo, que f é diferenciavel em x. Temos entao que d,f =i e d,f = 7,
com i # j. Absurdo. Logo, se f(z) atinge o maximo em pelo menos dois monoémios,

x € V(f), provando a proposigao. ]
Exemplo 3.8. Considere a reta tropical definida pelo polinémio tropical
flz,y) =002® 00y ® 1 =max{zx,y,1}.
Entdo, V(f) é formada pelos pontos (z,y) € R? que satisfazem:
e x=yex>1={(zr,x);x>1} C V(f).
ezx=1lel>y={(1,y);y <1} C V(f).
e y=lel>z={(z,1);2 <1} C V(f).
Assim, a reta tropical V' (f) é a unido de trés semirretas, representadas na Figura 4.

Figura 4 — Reta tropical p(z,y) =00z®00y® 1

{(@,2)e > 1)

-2

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Exemplo 3.9. A conica tropical definida pelo polindémio tropical
9(1,y) = D10 P4010YD50TH5O YD 5

estd representada na Figura 5.
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Figura 5 — Conica tropical g(z,y) = 2?® 10
VP O40r0YD50TB5OYD 5.

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

3.3 A ESTRUTURA POLIEDRICA DE HIPERSUPERFICIES TROPICAIS

Uma fungao k : R" — R da forma k(x) = a+ jz, onde j € Z" a € R é chamada de

funcao inteira afim ou monoémio tropical.

Dada uma funcao inteira afim, & : R® — R, definimos o hiperplano Hj; e os

semiespacgos racionais H ,j e H, , respectivamente, como

Hy:={z e Vik(zx) =0} ={z € V;jr = —a};
Hf ={z e V;k(z) >0} ={r € V;jz > —a};
H, := H*,, onde (—k)(x) = —k(x), Vo € R™.

Definicao 3.10. Um subconjunto ¢ C R"™ é chamado de poliedro racional se é uma

intersecao finita de semiespacos racionais.

Seja f(x) = @ a; ® 7 um polinémio tropical em n varidveis. Para cada j € A,
jEA
definimos o conjunto o; como sendo o lugar geométrico dos pontos onde o monoémio a; ©
é maximal, isto é,

o ={z eR" f(z) =a; ®2’}.

Notemos que, para cada j € A, 0; ¢ o subconjunto do R™ onde f coincide com a

funcao inteira afim k;(x) = a; + jz e, portanto,

R"™ = UO‘j.

jeEA

Além disso, se x ¢ um ponto no interior de o;, entao f ¢ diferencidvel em x e d, f = j.
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Lema 3.11. Seja f(z) = @ a; ® 27 um polindmio tropical em n varidveis. Para cada
jEA
jeA oj:={xeR" f(x) =a; ®al} € poliedro racional em R".

Demonstracio. Fixado j € A, definimos para cada i € A — {j}, o semiespago racional
Hl; ={z € R"; kji(z) = (a; — a;) + (j — i)z > 0}.
Entao,
r€o; & flr)=a;02
a; ©r! >a;©a"\Vie A
a; +jr—a;+ix>0,Vie A
re Hf Vie A
Ji

T E ﬂ Hl:;
icA

T T 0

[]

Definigao 3.12. Seja ¢ um poliedro racional em R". Uma face 7 de ¢ é dada por o N Hy,
onde k£ é uma fungao inteira afim tal que ¢ C H; ou o C H, . A fonteira relativa de o,

denotada por do, é definida como a uniao das faces préprias de o.

Notemos que a face de um poliedro racional também é um poliedro racional. Além
disso, se k = 0, entdo H,' = H, = R" e 0 NR" = o, garantindo que ¢ é uma face dele
mesmo.

Lema 3.13. Seja f(x) = @ a; ® ! um polindmio tropical em n varidveis. Dados j,l € A

jeA
distintos, o; N oy € vazio ou uma face comum de o; e 0.

Demonstragio. Para todo j,l € A, j # [, temos

ogiNoy = {zeR%aj+jr>a+ir e q+lr>a;+ iz, Vie A}
= {reR%aq;+jr=a+Ilv>a +iv, Vic A} = oy N Hy,,.

- _ + 50. O + Ao = o

Mas vimos no Lema 3.11 que 0 = ﬂ iji. Entao, o; C Hkﬂ e, portanto, ;Noy = 0;N Hy,,
icA

¢ uma face de o;. Analogamente, concluimos que o; N oy = o; N Hy,, e, portanto, o; N oy ¢

face de o; também. Logo, o; Moy, quando nao for vazio, ¢ uma face comum de o; e 0;. [

Dado um poliedro ¢ em R"™ denotamos por L(o) o subespaco vetorial real de R"
gerado por todas as diferencas x — y, onde z,y € 0. Definimos a dimensdo de o como
sendo dim(o) := dim(L(0)).

Uma colegdo finita de poliedros & = {071, ..., 0, } é chamada de complexo poliédrico

se para cada o; € & todas as suas faces também estao contidas em &2 e se quando a
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intersecao o; N o; for diferente de vazio ela produzir uma face de o; e de o0}, para cada
i,7 € {1,...,m}. Os elementos o; € & sdo chamados de células de &. As células de
dimensao 1 e 0 sao chamadas, respectivamente, de arestas e vértices. Uma aresta que

contém apenas um vértice é chamada de raio. Definimos o suporte de & como
| 2] =] o
i

Se |Z| é igual a um poliedro P (por exemplo, R"), dizemos que & é uma subdivisio
poliédrica de P (ou R", respectivamente).
Seja f(z) = €D a; ® 7 um polindmio tropical em n variéveis. Pelos Lemas 3.11 e
jEA
3.13, a colegao de poliedros

L (f) = {faces 7 de 0, para j € A}

é um complexo poliédrico. Além disso, . (f) forma uma subdivisao poliédrica do R™. De

fato, para todo zy € R",
max{a; +izg, i € A} = a; + jzro, para algum j € A.
Logo, zy € 0}, para algum j € A, garantindo assim que R" C U oj. Por outro lado, segue

jEA
da definicao que o; C R", para todo j € A. Portanto,

R™ = U O'j.

jEA
Exemplo 3.14. Considere o polindémio tropical f(z) = 2> ® 1 ® x & 0 do Exemplo 3.5.

Entao,

o0 = {x € R; f(z) = 0} = (—00, —1]
opo={reR f(x) =10z} =[-1,1]
0y ={z € R; f(z) = 2} = [1, +-00).

Observe na Figura 6, que os conjuntos acima de fato subdividem a reta real.
Figura 6 — Complexo poliédrico .7 (f).

o) 01 09

—1 1

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

Exemplo 3.15. Seja g(z,y) = 22 ®10y*G40r0yB50rd®5Oyd®5. A curva tropical

V(g) esta representada na Figura 5 e as regides o; estdo representadas na Figura 7.
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Figura 7 — Complexo poliédrico . (g).

9(02)

o)

a(0.1)

J(2,0)

9(0,0)

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

Aqui é importante chamar a atencdo para o fato de que dois polinémios tropicais
fi(z) = @aj o2 e fyz) = @bj ® 2/, onde A, B C Z" sdo finitos e a;,b; € T, para
jEA jeB
todo i € A e para todo 5 € B, podem definir a mesma funcao em R". Por exemplo,
filw) =00z z%e folr) =06 (—1) ©® z P 2? definem a mesma funcio de R em R,
fi(z) = max{0, z, 2z} = max{0, —1 4+ z,2z2} = fo(x), Vo € R.
Entao devemos mostrar que a subdivisao poliédrica do R", .(f), definida por um

polinémio tropical em n variaveis f nao depende da representacao de f. Para isso, vamos
definir a representacao reduzida de f.
Definigao 3.16. Seja f(z) = @ a; © 27 um polindmio tropical em n varidveis. Definimos

jEA
o suporte reduzido de f como sendo o conjunto

Ard = {j € A;dim(o;) = n}.
O polinémio tropical

fei) = P g o

jEAred
é chamado de representacao reduzida de f.

Exemplo 3.17. Considere o polindmio tropical em duas variaveis

flz,y) =2 ©r©y®y* = max{2x,z +y, 2y}.
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Nesse caso, A = {(1,1),(2,0),(0,2)} C Z* e

oay = {(z,y) €eR%x+y=max{2z,2+y,2y}} = {(z,9) eR}y=2z}
o000 = {(z,y) € R* 2z =max{2z,z +y,2y}} = {(z,y) e R%z >y}
o2 = {(z,y) € R?%2y =max{2z,z+y,2y}} = {(z,y) e R%y > z}.

E facil ver que dim(oz0)) = 2, dim(o(g2) = 2 e dim(o(; 1)) = 1. Assim,temos

fred(x) = 22 @ y?. Além disso, como funcdes em R?,
4 (x) = max{2z, 2y} = max{2zx,x +y,2y} = f(z).

red

Vamos mostrar mais adiante que, como fungoes de R” em R, f e f™¢ sdo iguais e

que Z(f) = L (f4). Porém, antes disso, vamos ver quais o; tem dimensdo menor que n.

Lema 3.18. Seja f(z) = @aj ® 27 um polindmio tropical em n varidveis. Entdo,
jEA
dim(o;) < n se, e somente se, o; C 0;, para algum i € A — {j}.

Demonstracio. Fixado j € A, temos, pelo Lema 3.11, 0; = ﬂ H,:;i, onde
icA

oy ={z eR"(a; — a;) + (j — i)z > 0}.

Primeiro vamos mostrar que dim(o;) < n se, e somente se, o, estd contido em

algum hiperplano Hj,, = {z € R"; (a; — a;) + (j — i)z = 0}, para algum i € A — {j}.

De fato, se 0; C Hy,,, para algum i € A,

e, como j # i, concluimos que dim(o;) < dim(Hy;,) =n—1 <n.

Reciprocamente, suponhamos por absurdo que dim(o;) < n e que o; nao esta
contido em Hy,,, para todo i € A — {j}. Entdo, para cada i € A — {j}, existe x; € o; tal

que x; ¢ Hy,. Sejam m o niimero de elementos em A — {j} e

r= Y ixz (3.1)

iea—(j3 "
Se mostrarmos que x € N;ea H k>] ., onde H ,Z . € o semiespaco aberto do R" definido por
Hp ={r € R"(a; — a;) + (j — i)z > 0},
concluiremos que ﬂ H k>] . € um subconjunto aberto do R™ nao vazio. Mas todo aberto nao

€A
vazio do R" contém uma base do R™ como espago vetorial. Como (;c4 H k>] . C oy, teremos
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dim(o;) = n. Absurdo. Para ver que x definido em (3.1) pertence a () H, i, considere
icA
[ € A diferente de j. Entao,

k(z) = jl( > 1%‘) —(aj—az)+(j—l)( > 1%)

ieA—{j} ica—{3 ™
1 1 )
=(agj—a)+—| Y. (G—Dzi| = p— > o(aj—a)+ (- l)l’z‘]
icA—{j} icA—{j}
1
= — [ Z k']l(l’z) > 0,
M liea—(j}

uma vez que kj(z;) > 0, para todo i € A — {j,{} pois z; € 0;, para todo i € A — {j,1}
e kj(x;) > 0 (2 € oj, logo pertence ao semiespaco fechado H,jj , mas nao pertence ao
hiperplano Hy, ;). Assim, 2 € N H,Z Logo, se dim(o;) < n, 0, estd contido em Hy,,,
para algum ¢ € A, i # j.

Finalmente, podemos concluir a demonstragao do lema observando que se o; esta

contido em Hy ., para algum i € A, i # j, entdo, pela igualdade (3.13), trocando [ por i,

i)
o0j=0;NHy, =0;No;=0; Coj, paraalgum i € A, i # j.
O

Com um argumento analogo ao usado na demonstracao do Lema 3.18 para mostrar
que os 0';-8 de dimensao menor que n sao faces de o;, para algum i # j, vamos mostrar

que as faces préprias de o; sdo interse¢oes de o; com uma quantidade finita de o;s.

Lema 3.19. Seja f(x) = @ a; © 27 um polinémio tropical em n varidveis. Entdo, para
jeA
cada j € A, as faces proprias de o; sao intersegoes de o; com uma quantidade finita de

/
0;S.

Demonstragdo. Sejam H," um semi-espago fechado contendo o, e 7 = 0; N H; uma face
prépria de 0, isto é, 7 # (0 e T # 0.

Sabendo que 7 é convexo ( o; e Hy, sdo convexos) e que 7 C 0; = MicaH, ,;; ., vamos
mostrar que 7 C Hy,,, para algum i € A. Suponhamos 7 ¢ Hy,,, para todo i € A, i # j.
Entdo, para cada i € A, i # j, existe z; € 7 tal que x; ¢ Hy,, (logo, z; € Hk>j,-v Vi#j).
Sejam m o nimero de elementos do conjunto A — {j} e

1
icA—{j}
Entdo, x € 7 (que é convexo) e x € Ny Hp (kji(x) > 0, como na demonstracao do Lema
3.19). Entao,

T € (ﬂ Hl;) C oj = x € int(oy),
i#j
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pois H. ,€>J . € um subconjunto aberto em R". Absurdo pois nenhum ponto de 7 = o; N Hy,
pode ser ponto interior de o; (que estd contido, por defini¢do de face, em H,"). Logo,

T C Hy,, para algum ¢ € A, 1 # j e
T=0;NH, CHy, =7=0;NHyNHy,, =0;No; N Hy.

Isso mostra que 7 ¢ uma face de o; N 0;, que por sua vez é uma face de 0;. Se 7 = 0; N oy,

nada mais temos a fazer. Caso contrario, 7 serd uma face prépria de

i#]

Repetindo o argumento para 7 como face de ((;.; H, YN Hy,.,, vamos concluir que 7 C Hj,

i ji? jl?

para algum [ # ¢, 7. Como o; ¢ intersecao de um ntmero finito de semi-espacos fechados,
o processo € finito e termina quando 7 é uma interse¢ao de o; com uma quantidade finita

de g;. ]

Observacao 3.20. Vimos até aqui que dado um polinémio tropical em n variaveis,

fz)=Pa; o,

jEA

R'=Uo= U o

JEA jeAred
onde a tltima igualdade segue do Lema 3.18. Também pelo Lema 3.18, podemos concluir
que todo o; de dimensao méaxima n tem interior nao vazio. Logo, para qualquer x no

interior de o, isto é, para qualquer x € o; tal que x ¢ V(f), vale que d,f = j. Assim,
A= {j € A;dim(o;) = n} = {d.f;2 € R"\ V(f)}.

Lema 3.21. Seja f(x) = @ a; © 2’ um polindmio tropical em n varidveis. Como fungoes
jEA

em R™, temos [ = fr4. Além disso, dois polinémios tropicais definem a mesma funcdio

se, e somente se, as suas representacoes reduzidas coincidem (como soma de monomios

tropicais). Em particular, a subdivisio .7 (f) € independente da representacio de f.

Demonstracao. Pela Observacao 3.20, cada x € R" estd contido em algum o;, com

dim(o;) = n. Com isso,
fa) =a; ©al = fri(x).
Além disso, como
Al ={d, fix e R*\ V(f)}.

garantimos que se dois polinémios tropicais descrevem a mesma fungao, entao eles tem
o mesmo suporte reduzido. O valor f(z) = a; ® z', para todo z € R", com d,f = i,

determina o coeficiente a; de 2 unicamente. Assim, segue dois polinémios tropicais definem
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a mesma funcao se, e somente se, as suas representacoes reduzidas coincidem. Por fim,
pelo Lema 3.18, cada o; de dimensao menor que n estd contido em algum o; de dimensao n
(A ¢é finito) e portanto é uma face de o; (0; = 0;N0;). Logo, S (f) = .7 (f%), garantindo
que . (f) é independente da representacao de f. ]

3.4 TEOREMA DA DUALIDADE

Nessa se¢ao associaremos a um polinémio tropical f um poligono N P(f), chamado
poligono de Newton de f. Veremos também que esse poligono vem com uma subdivisao

que é dual a subdivisdo poliédrica do R™ definida pela hipersuperficie tropical V (f).
Definigao 3.22. Seja X = {z1,...,z,} C R™. Definimos a envoltéria convexa de X,

denotada por Conv(X), como

Conv(X) := {Zbia:i;()g b <1,Vi=1,...,me Zbi = 1}.
i=1

=1

Em outras palavras, Conv(X) é o menor subconjunto convexo de R™ contendo X.

Seja f(z) = @ a; ® x? um polindmio tropical em n varidveis. Definimos o poligono
JEA
de Newton de f, denotado N P(f), como a envoltéria convexa do conjunto

A ={je Aa; #—o0}.
Exemplo 3.23. Consideremos o polindmio tropical em duas variaveis
9(z,y) =2 010104020y P5012050yd 5.

Neste caso, o conjunto A" = {(2,0), (2,0), (1, 1), (1,0),(0,1),(0,0)}. O Poligono de Newton
NP(g) é a envoltdria convexa de A’, ou seja, é o tridngulo de vértices (0,0), (2,0) e (0, 2),

representado na Figura 8.

Definimos as faces inferiores de um poliedro o como aquelas que também sao faces
do poliedro o + p, onde p := {0} x Rx.
Definigao 3.24. Dado f(x) = @ a; ® 27, um polinémio tropical em n varidveis, definimos

jeA
0s conjuntos

A={(j,—a;) €Z" xR;j € A’} ¢ P = Conv(A).

A projecio das faces inferiores de P produz a subdivisao SD(f) de NP(f), a qual

chamaremos de subdivisao dual de f.

Exemplo 3.25. Consideremos o polindémio g(x,y) = 2*® 1012040 r0yd5Ord50yd5.

Para g, temos
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Figura 8 — Poligono de Newton N P(g).

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

121 = {(2? 0> 0)7 (Oa 27 _1)7 (17 17 _4)7 (17 Oa _5)a (O, 1’ _5)7 (07 07 _5)}-
A envoltéria convexa de A, em vérias perspectivas, estd representado na Figura 9.

Figura 9 — Envoltéria convexa de A.

AR

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

Projetando as faces inferiores de P, temos a subdivisio dual SD(g), indicada na
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Figura 10.

Figura 10 — Subdivisao dual
SD(g).

Fonte: Elaborada pela autora
(2024).

Lema 3.26. Seja f(z) = @ a; © 2 um polinémio tropical em n varidveis. Para cada
jEA
célula o € F(f), definimos o conjunto

A, ={je Ao Co;}.

Temos o = ﬂ 0j.
jEA,

Demonstragdo. Uma inclusao é clara, pois se 0 C o; para todo j € A,, entdo o C ﬂ 0j.

J€EAs
Observemos que, como o € .%(f), o é uma face de o; para algum i € A. Logo, o = ()] oy,
jEA!
para algum subconjunto A’ C A (Lema 3.19). Assim, A’ C A,. Portanto,
o C ﬂ o; C ﬂajza.
JEA, jEA
]

Proposicao 3.27. Seja f(x) = @ a; © %7 um polinémio tropical em n varidveis. Para
jEA
cada ponto x € R", definimos o conjunto

A, ={jeAxeo;}

Entao, dados x € R" e o € L(f), x € int(o) se, e somente se, Ay = A,.
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Demonstragio. (=) Sejam o € .(f) e x € int(o). Primeiramente, vamos mostrar que

A, C A,. Sabemos que, em particular, x € o, garantindo que A, C A,.

Agora, suponhamos, por absurdo, que A, € A,. Assim, existe j € A, tal que
o € oj. Entao, o No; é uma face prépria de o e o; nao vazia, ja que z € o No;. Logo,
oNo; C o, o que é um absurdo, pois = € int(c). Portanto, A, = A,.

(<) Reciprocamente, sejam o € ./(f) e x € R" tais que A, = A,. Entao, z € 0,

para todo j € A, e, como o = ﬂ 0j, temos x € o. Suponhamos, por absurdo, que
jEA,
x € Jo. Entao, x pertence a alguma face prépria de o, digamos o N oy, onde o ¢ g; ou,

equivalentemente, [ ¢ A,. Isso implica que | € A,, contrariando o fato de que A, = A,.

Portanto, x € int(¢), como queriamos. ]

O teorema a seguir nos dé a relagdo entre a subdivisao poliédrica definida por uma
hipersuperficie tropical V(f), que denotamos por .#(f) e a sua subdivisao dual, SD(f)
de NP(f).

Teorema 3.28 (Teorema da Dualidade). As subdivisoes .#(f) de R™ e SD(f) de NP(f)

sao duais no sequinte sentido: existe uma bijecdo invertendo inclusoes de células dada por

D: Z(f) — SD(f)
o D, :=Conv(A,) (3.2)

tal que dim(o) + dim(D(c)) =n e L(o)* = L(D(0)). Além disso, SD(f) é independente

da representagdao de f e o conjunto de vértices de SD(f) é igual ao suporte reduzido de f.

Demonstracao. Primeiramente, vamos mostrar que a fungao D estd bem definida, ou seja,
que D, é uma célula de SD(f). Seja o € .#(f) e x € int(c). Consideremos a forma
linear (z,—1) : R” x R — R, restrita a P, definida por (x, —1)(m,b) = —b+ mz, onde

ma = (m,x) é o produto escalar canonico do R™. Para cada vértice (j, —a;) de P, temos
(x,—1)(j, —a;) = a; + jx.

Vamos mostrar que os pontos de P nos quais (z, —1) atinge o valor méximo sao exatamente

os pontos da envoltéria convexa de
AU = {(j> _aj);j € Aa}-

Como A € Z" é um conjunto finito, A’ = {j € A;a; # —oo} também o é. Deno-
tando A, = {Jj1,...,Jm}, podemos escrever A" = {j1, 52, .\ Jm, Jm+1, "+ Jr}- Sabemos

que

m
o= ﬂaji =z € 0j,, para todo 7 € {1,---,m}.
j=1
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Logo,
f(x)=aj +jix="=aj, +Jmr >a;, +jiz,Vie {m+1,... k}.
Notemos que essa desigualdade é estrita, pois, caso contrario, existiria [ € A, tal que

| € A,, contrariando fato de que z € int(o).

Para simplificar a notagao, denotemos L := a;j + jiz = -+ = a;,, + jmT €
L, = aj, + jiz,Vie {m+1,... k}. Entao, (z,—1)(ji, —a;,) = L para todo (j, —a;) € A,.

Como P = Conv(}i), podemos escrever
i=1 Pt

Assim, dado z € P, temos:

($, _1)2 = (ZL’, _1)(blj1 + -+ b, _blaﬁ - bkajk)
— bz + -+ bt + brag, + -+ bray,
= bi(a;, + 1) + -+ balag, + jmw) +
bn41(@j, iy + Jm1) + -+ - + bi(aj, + i)
= (bi+ + b)) L+ b1 Lings + - + b Ly,

Como L; < Le0<b;<1,Vie{m+1,- -, k}, temos

(r,—1)z < L(by+---+by)=0L.
Logo, para todo z € P, temos (x,—1)z < L. Ademais, podemos notar que a igualdade
so € atingida se b, = --- = b, = 0, ou seja, se by + --- + b,, = 1. Consequentemente,

a igualdade s6 é atingida se z € Conv(A,). Portanto, (z,—1)|s atinge o valor méximo

exatamente nos pontos da envoltéria convexa de A,.

Agora, vamos mostrar que Conv(A,) é uma face inferior de P. Para isso, conside-

remos a funcao

E: R®"xR— R

(a,b) — xa—b— L.
Notemos que, dado (a,b) € P,
k(a,b) =xa—b— L= (z,—1)(a,b) —L<L—L=0,
ou seja, P C H, . Além disso,

k(a,b) =0 za —b=L < (z,—1)(a,b) = L & (a,b) € Conv(A4,).
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Logo, H; N P = Conv(A,). Portanto, Conv(A,) é uma face de P.

O poliedro P + p, pode ser descrito como P+ p = {(a,b+ \); (a,b) € P,A > 0}.
Assim, dado (a,b+ \) € P + p, temos,

k(a,b+X) =za—b—AN—L<L-A—L=-A<0=P+pCH
Além disso, para todo (a,b+ \) € P+ p
kla,b+))=0c2za—b—-A—L=0za—b=Le\=0% (a,b) € Conv(A,).

Logo, H, N (P + p) = Conv(A,), garantindo que Conv(A,) é também uma face de P + p.
Portanto, Conv(A,) é uma face inferior de P. Como a projecio de Conv(A,) em R é D,,

garantimos que D, é, de fato, uma célula de SD(f).

Ademais, D é uma bijecao bem definida com inversa

D' SD(f) — Z(f)

C — n 0j.
jecnA

De fato,

jECNA

D Y(D(0)) = D' (Conv(A,)) = N oj= () o;=o0.

j€Conv(As)NA JEA,

DD (C)) =D ( N aj> = Conv(CNA)=C

Além disso, a bijegdo acima inverte inclusao, pois dados 0,0’ € Z(f), tais que o C o',

temos
ocCo = Ay C Ay, = Conv(A,) C Conv(4,) = D(c') C D(o).
Também, dados C,C" € SD(f), tais que C' C C’, temos

CcC'=CnACC'NA= () o, () o= DY) c D).

jecnA jecnA

Agora, vamos mostrar que L(o)t C L(D(0)). Seja o € .#(f). Para todo i € A,,
i € Conv(A,) = D,, garantindo que

A, € D, = L(A,) C L(D,).
Dados «, f € D,, podemos escrever,
a:aljl_’_"'—'—amjm; Ogak S ]-a Vk € {1,...,m}e Zakzla
k=1

B=0bij1+ -+ bnim; 0 < b <1, Vke{l,...,m}eZbkzl.
k=1
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Notemos que

04_6 = a1j1+"'+amjm_<b1j1+"'+bmjm)
= (l—=ag——am)— (1 —=by— -+ —=bp))j1+ (az — b2)ja + -+ + (@ — b)) Jm
= (o —Ju)(az —ba) + -+ (Jm — J1)(@m — bm).
Como L(D,) = (o — By, € D,), temos L(A,) 2 L(D,), garantindo que o espaco
vetorial gerado por A, é igual ao espaco vetorial gerado por D,, ou seja, L(A,) = L(D,).

Além disso, como o = ﬂ 0j, podemos escrever
jEA,

oc={reR%aj+jr=a+ix>aq+lz,Vi,jc A,elc A—A,}.
Assim, dados x,y € o,

(0 —a) 4+ G—i)r=0 ¢
(aj _al)+(j —Z)y:O,VZ,j € AO‘
= (.] _Z)<$_y) = O,VZ,j € Ao‘-

Ou seja, todo vetor de L(o) = (x —y; x,y € o) é ortogonal a todo vetor de L(A,) = L(D,).

Portanto, L(o) C L(D,)*. Para a inclusdo contraria,vamos citar a Proposicio 1.67 em
(7).

Ademais, sabemos que
dim(L(D,)*) + dim(L(D,)) = n = dim(L(0)) + dim(L(D,)) = n,

como queriamos.

Por fim, vamos mostrar que o conjunto de vértices de SD(f) estd em bijecao com
Ard. Se j € A™ dim(o;) = n, garantindo que A,, = {Jj}. Assim, para todo j € Ared,
D(0;) := Conv(4,,) = {j} é a projecao de uma face inferior de P, o que implica que
{j} € SD(f) e, portanto {j} é um vértice de SD(f). Reciprocamente, suponhamos que
o € SD(f) seja um vértice. Entdo, o = {i}, para algum ¢ € Z" e {i} é a projegao de uma

face inferior o/ de P. Nesse caso, o’ deve ter a forma
{(J,—a; + A\); A > 0, para algum j € A}
, pois, do contrario, a projecao teria outro indice além de j que deve ser igual a i, e
(z,—1)(j, —a;) = a; + jx > a; + lz,, para todo | € A, | # j.

Assim, z € int(o;) e j € A™. Portanto, SD(f) é independente da representacio de f e o
conjunto de vértices de SD(f) é igual a A™.

]
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Exemplo 3.29. Consideremos o polinémio tropical
g(2,y) =210y 04010 y050 1050y @ 5.

A conica tropical V(g) esté representada na Figura 5.

O conjunto

A =1{(2,0),(0,2),(1,1),(1,0),(0,1),(0,0)}.

Assim, a subdivisao do R? associada a g é dada por

y(g) = {faces de 0(4,5) (Zv]) € {(27 O)a (O’ 2)7 (17 1)7 (1a O)’ (07 1)7 (07 O)}}v

onde as faces dos o(; ;)’s sao os proprios o(; j)’s e as interse¢oes nao vazias entre eles, que

sdo justamente as arestas e os vértices da curva tropical V(g), representada na Figura 7.

Notemos que para cada célula o(; ;) € #(g), o conjunto A, = {(i,7)}, pois,
como o(; j) ¢ uma célula de dimensao 2, nao estd contida em nenhuma outra célula. Pelo
Teorema da Dualidade, cada célula o(; ;) ¢ dual a Conv(A,, ) = {(4,j)}, ou seja, a um
vértice da subdivisao dual SD(g).

Por outro lado, se a célula de .(f) for uma aresta a; da curva tropical V' (g), entao
ela serd a intersegao das duas regioes que essa aresta pertence, digamos o(; j) N0 (n,0). Neste
caso, Aq, = {(4,7), (n,0)} = Conv(A,,) ¢é o segmento de reta que liga (4,j) a (n,0). Ou
seja, se a célula for uma aresta, ela se relaciona com uma aresta da subdivisao dual.

Agora, se a célula é um vértice v, da curva tropical V' (g), ela é a intersegao de
trés regides o(; jy, digamos, 0y; j), O(n,0) € O(pq)- Neste caso, A, = {(7,7), (n,0),(p,q)} =
Conv(A,,,) é o tridngulo de vértices (7, 7), (n,0) e (p,q). Isto é, se a célula de . (g) é um

vértice, ela se relaciona com um triangulo na subdivisao dual.

Essa relacao de dualidade esté representada geometricamente na Figura 11, onde

» o0s vértices da curva tropical e os triangulos correspondentes estdao da mesma cor;

« as arestas da curva tropical, que sao duais as arestas da subdivisao dual estao

representadas na mesma cor e elas sao perpendiculares;

e os vértices em preto da subdivisao dual sao duais as regioes o, j).
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Figura 11 — Curva V(g) e subdivisao dual SD(g).

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

Observagao 3.30. Seja V(f) uma curva tropical e SD(f) a sua subdivisao dual. Seja v
um vértice da curva tropical. Sabemos, pelo Teorema 3.28, que o vértice v corresponde
a um poligono P na subdivisao dual SD(f). Além disso, as arestas que constituem a
fronteira desse poligono P sao duais as arestas adjacentes a v na curva tropical V(f).
Denotemos essas arestas na curva tropical V(f) de ay,-- -, a,, e as suas arestas duais na
subdivisao dual de Ay, -+, A,,. Lidando com essas arestas A; como vetores e tendo que P

é um poligono fechado, garantimos que

> A, =0.
i=1

Além disso, cada aresta A; possui um comprimento inteiro (quantidade de pontos inteiros
na aresta menos 1), que vamos denotar por w;. Seja u; o vetor inteiro primitivo que inicia
no vértice v e aponta na direcao da aresta a;. Notemos que esse vetor é ortogonal a A;,

garantindo que

m
=1

Assim, podemos associar a cada aresta a; da curva tropical V(f) um inteiro w;, que
chamamos de peso, e garantir que cada vértice da curva tropical V(f) satisfaz a condigao
de que a soma ponderada dos vetores inteiros primitivos de todas as arestas adjacentes ao

vértice v somam 0. Chamamos essa condi¢ao de condicdo de balanceamento.

Pela Observacao 3.30, podemos definir as curvas tropicais como grafos equilibrados

no R? que satisfazem essa condicao de balanceamento, como veremos no préximo capitulo.
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4 CURVAS TROPICAIS COMO GRAFOS EQUILIBRADOS

O nosso principal objetivo é contar o nimero de curvas complexas de grau d e
género g no plano projetivo passando por um determinado nimero de pontos. Apesar das
defini¢oes do capitulo anterior serem todas para hipersuperficies tropicais (R"), a partir de
agora vamos nos restringir apenas as curvas tropicais. Introduziremos uma nova definicao

de curvas tropicais utilizando grafos ponderados, tendo como referéncia principal o artigo

(1).
41 GRAFOS

Definigao 4.1. Sejam Iy, ..., I; uma colegao de k intervalos reais fechados (limitados ou
ilimitados). No conjunto

k

LU---UI, == | J (I; x {1}) (unido disjunta dos intervalos)

i=1
escolhemos Py, ..., P. e Qq,...,Q, pontos de fronteira ndo necessariamente distintos, isto
é, pontos da forma (z, j) € I; x {j} tais que z é extremo do intervalo I;. Considere em
LU---Ul, a relacdo de equivaléncia ~ que identifica P; e Q;, para todoi=1,...,r, ou
seja ,

P~Q&P=PF e =Q,;, paraalgumi=1,...,r.

Chamamos de grafo o conjunto I' = (I;U - - - UI},)/ ~, com a topologia induzida pela

aplicacdo quociente 7 : [1U--- Ul — (L1U---UI})/ ~ (chamada topologia quociente).
Exemplo 4.2. Dados os intervalos

I = (—00,0], I, =10,2], I3 =[1,4], I, = [4,8] e [5; = [1,+00)
consideremos seguintes pontos na fronteira de I1U- - - UIj:

P1:P2:(1,3),P3=(O,2)eP4:(1,5)
Q1:(874>7 Q2 = (071) eQ3:Q4:(473>

Os intervalos I; parai=1,...,5 e o grafo I' = ([;U---UI5)/ ~ estdo na Figura 12.
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Figura 12 — Intervalos I; e grafo T'.

I, I

Iy I
I3
/ X

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Para o que segue, faremos as seguintes convencgoes e defini¢oes:

identificamos o conjunto I; x {i} com o intervalo I;, para todoi =1,..., k.

chamamos os pontos de fronteira dos intervalos Iy, - - -, I de flags de I'. O conjunto

de flags é denotado por I".

as imagens dos flags de I', em I', sdo chamados de vértices de I'. Dado F' um flag,
denotamos por OF o vértice de I' que é imagem de F. O conjunto de vértices de I' é

denotado por I'.

para cada vértice V € T'°, definimos a valéncia de V', denotada por val(V), como o
numero de flags F tais que OF =V . O conjunto dos vértices de valéncia 1 de I é

denotado por T',.

os intervalos abertos int(1y), . . ., int(/;) sdo subconjuntos abertos de I' e sdo chamados
de arestas de I'. O conjunto de arestas de v é denotado por I't. Cada flag é ponto

de fronteira de exatamente uma aresta de I', que serd denotada por [F].

uma aresta é dita limitada se seu intervalo aberto correspondente é limitado, e
ilimitado caso contrario. O conjunto de arestas limitadas é denotada por I'j e o
conjunto de arestas ilimitadas é denotado por I'l_. As arestas ilimitadas também

sao chamadas de raios de T'.

definimos o conjunto

FT := {(OF,[F]) e T° x T}, F e I'}.
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Defini¢ao 4.3. Um grafo I' é chamado conexo se I' é conexo como espaco topoldgico. O

género de um grafo é definido como

g(T) :=1— #I0 + #T{.

Definigao 4.4. Um grafo I', com uma funcio w : I'" — N\ {0}, chamada fungao peso, é

dito ponderado. Para cada aresta F € T'', w(E) é chamado peso da aresta.

Nas representacoes geométricas de um grafo I', indicaremos em cada aresta o seu

respectivo peso, quando este for diferente de 1.

4.2 CURVAS TROPICAIS

Seja T’ um grafo ponderado sem vértices de valéncia 2. Removendo os vértices de
valéncia 1 de T, definimos I := f\FEO.

Seja h : I' — R? uma funcio continua tal que, para uma aresta £ € I'!, a imagem
h(E) esta contida em uma reta afim com inclinagao racional. Entdo, podemos definir uma

aplicagao u : FT' — Z? que leva o par ordenado (OF,[F]) ao vetor inteiro primitivo (isto é,
(a,b) € Z*? e mdc(a,b) = 1), que inicia em h(OF) e aponta na direcio de h([F]).

Defini¢ao 4.5. Uma curva tropical plana parametrizada é um par (I', h), onde I" e h séo

como acima, tal que

(a) Para cada aresta E € T''| a restrigdo h|g ¢ injetiva;

(b) Para cada vértice V € I'°, vale a condigao de balanceamento

> w((F)) - u(dF. [F)) = 0.
Fel’;0F=V
Uma curva tropical C' em R? ¢ a imagem h(T") de uma curva tropical parametrizada. Nesse

caso, dizemos h : I' — R? é uma parametrizacao de C.

Notemos que uma curva tropical C' em R? também é um grafo e que diferentes

curvas tropicais parametrizadas podem definir a mesma curva C' C R2.

Dada uma curva tropical C' em R?, veremos como definir o poligono de Newton e
a subdivisao dual s6 usando o grafo, ou seja, sem depender do polindmio tropical, como

na capitulo anterior.

Sejam C' = h(T') C R? uma cuva tropical e V um vértice de I' com valéncia r. Entao
V possui r arestas adjacentes, digamos FE1, ..., E,, enumeradas no sentido anti-horario.
No Z?-reticulado, desenhamos um segmento [(E;), ortogonal a h(FE;), de comprimento
inteiro w(E;) = #(Z*> NI(E;)) — 1, onde I(E;) comeca em qualquer ponto do reticulado e
[(E;) comega onde o I(F;_1) termina. Sejam Fy, ..., F, os flags de T tais que 0F; =V e
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|[F;] = E;, para todo i = 1,...,r e u(0F;, [F}]) = (a;,b;) para todo i = 1,...,r. Sabemos
que (—b;, a;) é um vetor perpendicular ao vetor (a;, b;), em uma rotacao anti-horaria. Assim,
suponhamos que o segmento [(F;) comece no ponto (m,n) € Z?. Fazendo o processo
descrito acima, o segmento [(E;) terminard em (m,n) + w(E;)(—by,a;), onde comegara
0 l(F2). O segmento [(F») terminard em (m,n) + w(Ey)(—by, a1) + w(E2)(—ba, az), onde

comegard o segmento [(E3), e assim por diante. Usando condi¢ao de balanceamento em T,

T

D> w(E]) - (abi) = (w([F])ar + -+ wF]ay, w(Fi]by + - + w((F])b,)

=1

- (07 0)7
temos que o segmento [(F,) terminard no ponto:

(m,n) +w(Ey)(=by,a1) + - + w(E,)(=b, a)
= (= Guw(By) + -+ b))+ (arw(Fy) + -+ + ay(E,)

= (m,n).

Ou seja, os segmentos [(E;), para i = 1,...,r, formam um poligono fechado de r lados.
Fazendo esse processo em todos os vértices e mantendo os segmentos perpendiculares as
arestas comuns a dois vértices, desenhamos um poligono N P(C) em R?, chamado poligono
de Newton de C', subdividido em poligonos menores, chamada subdivisao dual de C'. Note
que raios da curva C' nao estao entre dois vértices e, portanto, nao sao arestas comuns de
dois poligonos na subdivisao dual, logo correspondem a segmentos na fronteira do poligono
de Newton de C.

Exemplo 4.6. A Figura 13 representa uma curva tropical C' e a sua subdivisao dual.

Figura 13 — Curva tropical C' e a sua subdivisao dual.

1(E»)

) I(F)

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

A definicao de curva tropical dada neste capitulo é equivalente a definicdo apresen-

tada no capitulo anterior, como mostra o Teorema a seguir.
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Teorema 4.7. Qualquer curva tropical C C R? é uma hipersuperficie tropical para
algum polinémio f. Reciprocamente, toda hipersuperficie tropical V(f) C R? pode ser
parametrizada por uma curva tropical, isto €, V(f) = h(I'), para alguma curva tropical

parametrizada h : T — R2.

Demonstragio. Ver (4), Corolario 3.16. O

Defini¢ao 4.8. Uma curva tropical plana parametrizada (I', h) é dita simples se:

e todos os vértices de I' tem valéncia 3,

e a aplicagao h é injetiva no conjunto de vértices,

o dados um vértice V' e uma aresta F, temos h(V) N h(E) = (),
» dados duas arestas Fy e Ey, temos #{h(F1) Nh(E)} <1,

e para todo p € R? temos #h'(p) < 2.

Uma curva tropical plana C' é dita simples se admite uma parametrizagao simples.

Observagao 4.9. Na linguagem dual, uma curva é simples se, e somente se, sua subdivisao

dual contém apenas tridngulos e paralelogramos.
Exemplo 4.10. A Figura 14 mostra uma curva tropical parametrizada simples.

Figura 14 — Curva tropical parametrizada simples.

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

Definicao 4.11. O género g de uma curva tropical parametrizada (I', h) é definida como

o género do grafo I', ou seja, é dado por
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onde I'? é o conjunto de vértices de ' e '} é o conjunto de arestas finitas de I'. O género
de uma curva tropical plana simples é o menor género de todas as parametrizagoes que a

curva permite.

Proposicao 4.12. Uma curva tropical simples C C R? admite uma tnica parametrizacio
tropical simples. Além disso, qualquer outra parametrizacio ndao simples de C tem género

estritamente maior que o género da parametrizacao simples.

Demonstragao. Ver (4) Proposigao 4.3. O

Observacao 4.13. Na linguagem dual, o género de uma curva plana tropical simples
¢ o numero de pontos do reticulado internos na subdivisao dual menos o niimero de

paralelogramos.

Definicao 4.14. O grau A de uma curva tropical plana C' é o conjunto de dire¢oes dos
raios juntamente com a soma dos pesos para cada direcao. Na linguagem dual, o grau é

apenas o poligono de Newton.

Para facilitar a notagao, se o grau de uma curva C' consistir nos vetores (—1,0),
(0,—1) e (1,1) cada um d vezes (contados com os respectivos pesos), dizemos que o grau

da curva C' é d.

Exemplo 4.15. Consideremos a curva tropical C' representada na Figura 13. Observemos
que temos dois raios na diregdo (—1,0), mas um deles tem peso 2, trés raios na dire¢ao

(1,1) e trés raios na dire¢ao (0, —1). Logo, o grau A desta curva é dado por
A={3-(~10),3-(1,1),3-(0,—1)}.
Neste caso, dizemos que o grau da curva C' é 3.

Defini¢ao 4.16. O tipo combinatério de uma curva tropical parametrizada (I, h) é dado
pelo grafo ponderado I' junto com a funcao u : FI' — Z2. O tipo combinatério de uma,
curva tropical C' é o tipo combinatorio de qualquer parametrizacdo de menor género

possivel.

Observacao 4.17. Na linguagem dual, o tipo combinatério de uma curva tropical

parametrizada (I', h) corresponde a sua subdivisao dual.

Dizemos que as curvas tropicais C' = h(I') e ¢’ = B/(I') sao do mesmo tipo

combinatério se para qualquer aresta E € T''| os segmentos h(E) e h/(E) sdo paralelos.

Definicao 4.18. Seja (I', h) uma curva tropical parametrizada, V' um vértice de I' de
valéncia 3 e FE;, Fy e E3 as arestas adjacentes a V. A multiplicidade de V é definida
por w(E )w(EL)|u(V, Ey) Au(V, Es)|, onde |u(V, E1) Au(V, Ey)| é a area do paralelogramo
gerado por u(V, Ey) e u(V, Ey).
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Note que a definicdo de multiplicidade de um vértice V' de valéncia 3 de uma curva

tropical parametrizada (I', h) estd bem definida pois, pela condigdo de balanceamento,
w(Ey)u(V, Ey) + w(Ee)u(V, Ey) + w(E3)u(V, E3) = 0 e, portanto,

w(EV)w(Ep)u(V, Ex) Au(V, Ey)| = w(B2)w(Es)|u(V; Ey) A u(V, Es)]
= w(BE)w(Es)|u(V, Ex) Au(V, Es)|.

Observagao 4.19. Na subdivisao dual, a multiplicidade de um vértice de valéncia 3 de

uma curva tropical parametrizada (I', h) é 2 vezes a drea do seu tridngulo dual.

Defini¢ao 4.20. A multiplicidade mult(C') de uma curva tropical plana simples C' é o
produto das multiplicidades de todos os vértices de valéncia 3 de I, onde (T', k) é uma

parametrizacao simples de C'.

Observacao 4.21. Na linguagem dual, a multiplicidade de uma curva tropical plana

simples C' é o produto de todos os dobros das areas dos tridngulos da subdivisao dual.

Definicao 4.22. Dizemos que os pontos pi, pa,...,pr € R? estdo em posicdo tropical
geral se para qualquer curva tropical h : I' — R? de género ¢ e com x raios tal que

P1,D2, - Pk € A(I') e k > g+ o — 1 valem as seguintes condigoes:
(i) a curva C' = h(I") é simples;
(i) as imagens inversas h™(py1), ..., h ™ (pi) sdo disjuntas dos vértices de T';
(i) k=g +z—1.

Definigao 4.23. Sejam d > 0 e g inteiros, Ay := {(z,y) € R};x > 0,y > 0,z +y < d}
e P ={p1, ,paarg—1} C R? um conjunto de pontos em posicao tropical. Denotamos
por Niop(d, g) 0 niimero de curvas tropicais (simples) de grau Ay e género g passando por

todos os pontos de &, contadas com multiplicidade.

Observagao 4.24. Em (4), Lema 4.22, G. Mikhalkin mostra que o niimero Ny, (d, g) ¢
finito e que tais curvas sao todas curvas simples. Em (8), A. Gathmann e H. Markwig
mostram que a definicdo de Niop(d, g) ndo depende da escolha dos pontos em posigao

geral.

Agora, vamos enunciar um resultado de G. Mikhalkin que traduz o problema
enumerativo classico de contar das curvas planas complexas de grau d e género g passando

por 3d — g + 1 pontos para o mundo tropical.

Teorema 4.25 (Teorema da Correspondéncia). Para todo d > 0 e g inteiros, temos
Ntrop(da g) = Ncplx(d> g)

Demonstragio. Ver (4), Teorema 1. O
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5 CAMINHOS RETICULADOS E CURVAS TROPICAIS

Neste capitulo vamos introduzir o conceito de caminhos reticulados A-crescente e
mostrar como sao calculadas as suas multiplicidades. Depois, apresentaremos a relacao
que esses caminhos possuem com o nosso problema enumerativo. As principais referéncias

utilizadas foram o artigo (1) e a tese de doutorado (9).

5.1 CAMINHOS RETICULADOS

Defini¢do 5.1. Um caminho 7 : [0,n] — R? é chamado de caminho reticulado se v|j;_1,

j=1,...,n, é funcao afim e v(j) € Z*, Vj =0,...,n.

Observagao 5.2. A imagem de um caminho reticulado ~ : [0,n] — R? é uma poligonal
e, portanto, 7|j; ;41 fica completamente determinado por v(j) e v(j + 1), para todo
j=0,1,....n—1.

Vamos fixar uma aplicagao linear ) : R* — R dada por A(x,y) = x — ey, onde €
¢ um numero irracional positivo e pequeno. Com essa escolha, A|zz é injetiva, pois € é

irracional.

Definicao 5.3. Um caminho reticulado v é dito A-crescente se A\ o 7 é estritamente

crescente.

Definicao 5.4. Dado um caminho reticulado v A-crescente, definimos como um passo
de nosso caminho a imagem de um intervalo entre dois niimeros inteiros consecutivos, ou

seja, um passo é dado por |14, 7 =1,...,n.

Seja Ay = {(z,y) e R}z > 0,y > 0 e v +y < d}, o tridngulo de vértices (0,0),
(0,d) e (d,0). Vamos analisar as possibilidades de passos em um caminho reticulado
A-crescente 7y : [0,n] — A, Para cada k € [0,n — 1], com k € Z, usaremos a notagao
v(k) = (2k,yx). Como o caminho «y é reticulado, sabemos que 7| r41) € linear e que as
imagens (k) e v(k + 1) estdo em Z?. Para esse caminho ser A-crescente, A oy deve ser
estritamente crescente. Logo, Ao ~y(k) < Ao~(k+ 1), ou seja, xp — eyp < Tpi1 — EYps1-

Como as imagens de k e k + 1 estao em Z2, temos duas possibilidades:
o (Tg,yr) € (Tha1, Yrsr1) estdo em uma mesma coluna {x =i}, i € Z. Neste caso,

—EYr < —E€Yk+1

Y > Ykl

Logo, quando mantemos a primeira coordenada, a segunda coordenada diminui.
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o (Tk,Yr) € (Tp+1, Ypr1) estdo em colunas diferentes, digamos que xy =i e xp11 = 7,

1,7 € Z. Com isso,

L=y < J— EYrs1

i—j < €Wk — Yrt1)

1 .
Como € é um numero irracional pequeno, podemos supor que € < 7 Além disso,

|yk — Yrs1| < d, pois yx € yYpy1 estdo em Ay Com isso,

Wk — Yrs1) <elyp —Urm| <1=i—j <1

Sabemos ainda que i,j € Z e i # j. Assim, ¢ — 7 < 0, garantindo que i = z;, <

rre1 = J. Logo, a relacao entre y; e Y41 € irrelevante neste caso.

Portanto, podemos ter dois tipos de passos: um que desce verticalmente e outro que
comeca na reta {x =i} e termina na reta {x = j}, com j —i > 1 (com a variacdo em y

podendo ser crescente ou decrescente).

Exemplo 5.5. A Figura 15 representa um caminho reticulado A-crescente no tridngulo
As, onde podemos observar os passos mencionados acima. Exemplificando, o passo 7|01
desce verticalmente na reta x = 0, e o passo fy|[1,2] comega na reta r = (0 e termina na reta

r = 1.

Figura 15 — Caminho reticulado A-crescente.

Fonte: Elaborada pela autora (2023).
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5.1.1 Multiplicidade de caminhos reticulados A\-crescente

Consideremos o tridngulo A,. Denotemos por p o ponto onde A|a, atinge o minimo,
ou seja, p = (0,d) e g o ponto onde \|a, atinge o méaximo, ou seja, p = (d,0). Os pontos p

e ¢q dividem a fronteira A, em dois caminhos reticulados A-crescentes, a saber:

o um caminho que liga p a ¢ e que percorre A, no sentido horario, denotado por
d; :[0,n4] — 0A4, onde ny é o nimero de pontos inteiros nessa parte da fronteira

menos um;

e um caminho que liga p a ¢ e que percorre A, no sentido anti-horario, denotado por
d_:[0,n_] = 0A4, onde n_ representa o nimero de pontos inteiros nessa parte da

fronteira menos um.
Exemplo 5.6. A Figura 16 representa os caminhos 6, e d_ para d = 4.

Figura 16 — Caminhos d; e 6_ em 0Ay.

[ L ® L
6, . [0,8] — A_1

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

Seja v : [0,n] — Ay um caminho reticulado A-crescente tal que (0) = p e
v(n) = ¢q. Definimos recursivamente as multiplicidades positiva e negativa, denotadas,

respectivamente, por py(7y) e p_(7y) como:

(8) o (04) = L, pe(5) = 1, p_(6) = Le p_(5_) = 1.

(b) Se v # 404, seja k* € [0,n] o menor inteiro tal que 7 vira & esquerda em ~y (k™).

Usando esse kT, definimos agora dois caminhos reticulados \-crescentes:

o 7, [0,n —1] = Ay tal que 7/ (j) := v(j), para todo inteiro ndo negativo
J <kt e~ (j) =~ +1), para todo inteiro nao negativo j > k*;
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o 77 :[0,n] = Ag tal que 7 (j) := v(j), para todo inteiro ndo negativo j # k* e
Vi(ET) = (kT = 1) + (k" + 1) — y(k7).
Os caminhos 7/ e 7/} estdo representados na Figura 17.

Figura 17 — Caminhos 7/, e ~/.

/

Y T+

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

Seja T o tridngulo com vértices y(k* — 1), v(k* + 1) e y(k™). Definimos a multipli-

cidade positiva p(7y) como:

py () =2 -dreade T py (7)) + py (V).

Se a imagem de 7/} nao estd em Ay, definimos py (7)) := 0.
Por fim, se ndo existir k™ € [0,n] inteiro tal que v vira a esquerda em ~(k™),

definimos py () = 0.

(c) Se v # 0_, o calculo da multiplicidade negativa ird seguir os mesmos passos da
multiplicidade positiva, porém consideraremos k= € [0,n] como o menor inteiro tal

que 7 vira a direita em (k™). Neste caso, definiremos:
e v [0,n —1] = Ay tal que 7/ .(j) := v(j), para todo inteiro ndo negativo
J<k=,~.(j):=v( + 1), para todo inteiro ndo negativo j > k~;
e 7" :]0,n] = Ay tal que v (j) := v(j), para todo inteiro ndo negativo j # k= e
VI(RT) =A(k™ = 1) + (k™ + 1) =~ (k7).
Os caminhos 7" e 7" estao representados na Figura 18.

Seja T" o triangulo de vértices y(k~—1), v(k~+1) e (k™). Definimos a multiplicidade

negativa p_(7y) utilizando a mesma férmula da multiplicidade positiva:

p_(y):=2-dreade T pu_(v")+ p_(7").
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Figura 18 — Caminhos 7" e ~”.

I

~.

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

Se a imagem de 7" nao estd em A, definimos u_(7") := 0.

E se nao existir k= € [0,n] inteiro tal que v vira a direita em ~y(k~), definimos

p—(y) = 0.
A multiplicidade p do caminho ~ é dada por:

() = gy (V)= ().

Exemplo 5.7. Seja v : [0,8] — Aj indicada na Figural9.

Figura 19 — Caminho v em Aj.

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

Vamos calcular a multiplicidade deste caminho. Primeiramente, vamos calcular a
multiplicidade positiva. Observando o caminho, temos que o primeiro ponto em que 7

vira a esquerda é em k% = 2. Vamos construir os caminhos 7/ e /.
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o 7 (j) :=~(j), para todo j <2 e v\ (j) :==~(j + 1), para j > 2, como representado
na Figura 20.

Figura 20 — Caminho +/,..

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

» Notemos que
Logo, a multiplicidade do caminho ~// é nula.

Notemos que o tridngulo T', neste caso, é o triangulo de vértices (0,2),(0,1) e (1,2), tendo

assim area 2 Com isso, a multiplicidade positiva de v é dada por

g (V) + g (V)
v\)

N | —

pe(y) = 2
= MK+

—

Vamos repetir esse processo para o caminho /.. O primeiro ponto k" tal que v/
faz uma curva a esquerda é em k™ = 1. Para facilitar a notacao, vamos escrever (v, )’
como (v})’, omitindo o sinal “+” na notacdo a partir de agora. O caminho (/)" estd

representado na Figura 21. J4 o caminho (/)" tem multiplicidade nula, pois

(v})"(1) = (0,3) + (1,2) = (0,2) = (1,3) € As.

Como o triangulo 7" tem vértices (0, 3), (0,2) e (1,2), temos que a area de T é dada

1
—. L
por 5 0go,

pe () = M+(’Y;) = 2
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Figura 21 — Caminho (/)"

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

Vamos repetir o processo para o caminho (%r)’ , representado na Figura 21. O
primeiro k% tal que (7, )" faz uma curva a esquerda é em 3. A Figura 22 representa o

caminho ((7/))". Novamente, temos a multiplicidade do caminho ((v})’)” como nula, pois
((v))"(3) = (L, 1) +(2,1) = (1,0) = (2,2) € As.

Figura 22 — Caminho ((v/)")".

@
k+

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

1
Novamente a area do triangulo T' é 3 Logo,
pe () = e ((V2)) = e (((4)'))-

Vamos repetir esse processo para o caminho ((v/)")’, tendo mais dois passos na

recursividade. Nos préximos passos ainda teremos a multiplicidade do segundo caminho
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construido como nula (pela mesma justificativa do caso anterior) e a drea do tridngulo T’

como sendo 3 Representamos os caminho resultantes do préximos passos na Figura 23.

Figura 23 — Préximos caminhos da recursividade.

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

Notemos que o tltimo caminho encontrado na recursividade é o caminho 0, que

possui multiplicidade 1. Portanto, a multiplicidade positiva do caminho v é dada por:

oy (7) = py(64) = 1.

Agora, vamos calcular a multiplicidade negativa do caminho . Observando o
caminho da Figura 19, temos que o primeiro k= € [0, 8] tal que v vira a direita é em

k— = 3. Construindo os caminhos 7" e 7", temos:

e O caminho 4/ é construido “esquecendo” o ponto £~ e mantendo os demais. Ele

estd representado na Figura 24.

Figura 24 — Caminho +' .

Fonte: Elaborada pela autora (2024).
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o O caminho +” é construido mantendo todas as imagens, exceto de k~, que é substi-

tuido por:

72(3) =7(2) +79(4) =7(3) = (0,1) + (1,1) = (1,2) = (0,0).

Este caminho esta representado na Figura 25.

Figura 25 — Caminho ~” .

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

1
O tridngulo T' é formado pelos vértices (0,1), (1,2) e (1,1), tendo assim édrea 5 Logo,

p-(y) = 2-

Seguindo o mesmo passo a passo, temos que calcular a multiplicidade negativa de
~v" e ~”. Primeiramente, vamos calcular a multiplicidade negativa de 7' . Os caminhos

(v)" e (v.)" estao representados na Figura 26.

Primeiramente, vamos analisar o caminho (7’)". Seguindo o mesmo passo a passo

para o caminho (7 ), temos que o préximo ponto em que o caminho vira a direita é em

/

k_ =4. O caminho ((7")")" esta representado na Figura 27 e o caminho ((7")")" possui
multiplicidade negativa nula, pela mesma justificativa dos casos anteriores. Além disso, a

area do triangulo T' é 7 Assim,
p-((72)) = m(((L)))

Observemos que no caminho ((7”)")" nao existem mais pontos em que o caminho vira a
direita e também nao encontramos o caminho d_. Com isso, a multiplicidade negativa de

((+~)") é nula, garantindo que p_((7")") = 0. Logo,
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Figura 26 — Caminhos (v )" e (7.)".

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

Figura 27 — Caminho ((v"))".

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

p-(Y2) = p-((v2)").

/

Repetindo o processo para o caminho (v )", encontramos que a multiplicidade
)/

negativa de ((7")")"” é nula e que o caminho ((7")")" é o representado na Figura 28. Como
((v2)") =d_, temos pu_(((7-)")") = 1. Logo,

p-(7L) = 1.

Vamos calcular agora a multiplicidade do caminho +”. Notemos que a multiplicidade
negativa de (7”)” é nula. Além disso, (7”)" é o caminho representado na Figura 29, que
¢ 0 mesmo encontrado na recursividade para o célculo da multiplicidade negativa de 7/,

sendo ele o caminho (7")”. Pelos passos anteriores, sabemos que no fim da recursividade

encontraremos o caminho d_. Ademais, todos os tridangulos T" encontrados tem area 2

garantindo que



Figura 28 — Caminho ((v")")".

(D)"Y

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

p-(2) =1.

Figura 29 — Caminho + .

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

Logo,

p-(y) =p-(V) +p-(")=1+1=2.

Portanto, a multiplicidade do caminho v é dada por

p(y) = pr(y) - p-(y) =1-2=2.

56
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5.2 CONTANDO CURVAS

Definigao 5.8. Sejam d > 0 e g inteiros. Denotamos por Npain(d, g) o nimero de caminhos
reticulados A-crescente v : [0,3d+ g — 1] = Ay com (0) = p e v(3d + g — 1) = ¢ contados

com as suas multiplicidades.

Utilizaremos os caminhos reticulados A-crescentes definidos na sec¢do anterior para o
calculo do niimero Ny, (d, g), relacionando-os com possiveis subdivisdes duais do poligono
de Newton, que sdo duais as curvas tropicais. Mais detalhes dessa relagdo podem ser vistos

na demonstracao do teorema abaixo, como referenciado.

Teorema 5.9. Para todo d,g € Z, d > 0, temos Npan(d, 9) = Nuop(d, g).

Demonstragio. Ver (4), Teorema 2.

[]

Exemplo 5.10. A Figura 30 mostra o inico caminho reticulado A-crescente 7 : [0, 5] — As.

Figura 30 — 7 : [0, 5] — As.

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Vamos calcular a multiplicidade desse caminho. Primeiramente, calculemos a
multiplicidade positiva. Os caminhos 7/, resultantes da recursividade estao representados
na Figura 31.

1
Notemos que todos os triangulos T possuem area —. Além disso, os caminhos
1

7} possuem multiplicidade positiva nula, pois ¥/ (k") ¢ A, em todas as etapas da

recursividade. Logo,

p(7) = pr(Vy) = - = pe(04) = L.
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Figura 31 — Multiplicidade positiva de ~ : [0,5] — A,.

kY

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

Figura 32 — Multiplicidade negativa
de v:[0,5] = A,.

N =5

I
I
I
I
I
I
I
I

®

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

Agora, para a multiplicidade negativa, temos apenas um passo na recursividade,

exposto na Figura32. O caminho +” possui multiplicidade nula, pois 7" (k) & As e 0

1
triangulo T' tem area 7 Logo,

Com isso, a multiplicidade do caminho da Figura 30 é 1. Portanto, Np.n(2,0) = 1,
garantindo, pelo Teorema 5.9, que existe apenas uma curva de grau d = 2 e género g = 0

passando por 5 pontos em posicao geral.

Exemplo 5.11. A Figura 33 mostra todos os caminhos A-crescentes v : [0, 8] — Aj com
7(0) = (0,3) e v(8) = (3,0). A multiplicidade do primeiro caminho foi calculada no

Exemplo 5.7, e para os demais o procedimento é analogo. Assim,

Npatn(3,0) =24+34+4+1+2=12.
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Logo, existem 12 curvas de grau d = 3 e género g = 0 que passam por 8 pontos em posi¢ao

geral no plano projetivo complexo.

Figura 33 — Caminhos reticulados A-crescente em Az com 8 passos.

NN NN

Fonte: Elaborada pela autora (2023) com base em (1).
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6 A FORMULA DE CAPORASO-HARRIS PARA CAMINHOS

Neste capitulo generalizaremos a Definicao 5.1 de caminho reticulado A-crescente,
como (1), e mostraremos que o nimero Nggtﬁh(d, g) também satisfaz a férmula de Caporaso-
Harris, definida na Secao 2.3, sendo esse o principal resultado do nosso trabalho. As

principais referéncias utilizadas foram o artigo (1) e a tese de doutorado (9).

6.1 CAMINHOS RETICULADOS GENERALIZADOS

A generalizagdo da Definicao 5.1 de caminho reticulado A-crescente, dada nesta
secao, permitird um maior niimeros de caminhos reticulados, buscando um analogo para

p a,f .
os ntimeros N (d, g) para caminhos.

Em todo o capitulo, d e g serao niimeros inteiros e d sera sempre nao negativo. Ay
denotard o o tridngulo de vértices (0,0), (0,d) e (d,0) e sequéncias serdo sempre sequéncias

de ntimeros inteiros nao negativos.

Definicao 6.1. Sejam « e 3 duas sequéncias tais que o+ I3 =d e X : R?> = R dada
por A(z,y) = = — ey, onde € é um numero irracional pequeno positivo. Dizemos que
um caminho reticulado A-crescente 7 : [0,n] — Ay, n € N, é um caminho reticulado
generalizado A-crescente se ¥(0) = (0,d — [a) = (0,13) e v(n) = g = (d,0).

Vamos definir uma multiplicidade para um caminho generalizado de modo analogo
ao que foi feito no Capitulo 5, usando o produto de uma multiplicidade positiva e uma

multiplicidade negativa as quais definiremos a seguir.

Definicao 6.2. Seja 3 : [0, |5]| + d] — A4 um caminho reticulado generalizado tal que a
sua imagem 05([0, |5] + d]) é igual a parte da fronteira de A, entre (0,13) e ¢ = (d,0) e
tal que existem f3; passos (imagens de intervalos da forma [j,j 4+ 1]) de tamanho i na reta

x = 0. Definimos a multiplicidade negativa p13__(dg) de todos esses caminhos como 1.

A defini¢ao acima nos diz que o caminho dg tem as seguintes propriedades: na
fronteira do tridangulo Ay contida na reta x = 0, existem (3; passos de comprimento
1, B2 passos de comprimento 2, e assim sucessivamente. Como 6z tem |3| + d passos,
consequentemente, no lado do triangulo em que y = 0, temos d passos de comprimento 1,

cada.

Exemplo 6.3. Sejam 3 = (1,2) e d = 6. Os possiveis caminhos d(; 9) terdo as seguintes

caracteristicas:

J (5(172) . [O, 9] — A67 onde (5(172) (0) = (0, 5) € 5(172)(9) = (6, 0),

o existem 1 passo de comprimento 1 e 2 passos de comprimento 2 no lado do triangulo

em que x = 0.
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« nos pontos da fronteira de Ag em que y = 0, existem 6 passos de tamanho 1, cada.

A Figura 34 mostra todos os possiveis caminhos d(; 9) no tridngulo As.

Figura 34 — Caminhos (;,2) no tridngulo Ag.

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Definimos a multiplicidade negativa de um caminho reticulado generalizado \-
crescente 7y : [0,n] — Ay, denotada por pg_(7), usando a mesma forma recursiva dada na
Subsegao 5.1.1, sendo d o caminho final da recursividade. Para definirmos a multiplicidade

positiva precisamos fazer um ajuste.

Definigao 6.4. Dado um caminho reticulado A-crescente generalizado v : [0,n] — Ay,
definimos o caminho 7, : [0, |a| + n] — Ay, chamado extensdo de v, adicionando «;
etapas de comprimento inteiro ¢ no lado de A, sobre z = 0, de 7,(0) = p = (0,d) a
Yao(la]) = (0, 15). Calculamos g4 (7,) como na Subsecao 5.1.1 e definimos

1
Hat(7) = 75 - 1 (Ya)-

Definicao 6.5. Definimos a multiplicidade p, s de um caminho v como

ta,s (V) = o (V) - 1 (7).

Exemplo 6.6. Consideremos o caminho 7 : [0,6] — Az da Figura 35, onde o = (0, 1),
B=(1)ed=3.

Primeiramente, vamos calcular a multiplicidade negativa (1), (). Lembrando que
para a multiplicidade negativa consideramos o primeiro inteiro £~ onde o caminho ~ vira
a direita e construimos dois novos caminhos, 7" (tirando o vértice y(k~)) e 4" (trocando
o vértice y(k~) por meio de um paralelogramo definido pelos vértices y(k~ — 1), y(k7) e

(k™ 4+ 1)). Repetimos esse processo até encontrarmos um dos caminhos d(y).

o O primeiro ponto onde ~y vira a direita é em k£~ = 2. O caminho ~/_ estd representado

na Figura 36. Notemos que
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Figura 35 — Caminho 7.

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Figura 36 — Caminho +' .

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

VIRT) =k =1) +y(k+1) = (k) = (0,0) + (1,0) — (1,2) = (0, =2) & As,
garantindo que a multiplicidade de " é 0. Assim,

po(y)=2-Areade T-p (Vo) +p-(42) =2-1-p_ (7).

o Observemos agora o caminho 7. O ponto £~ onde 4/ vira a direita é k&~ = 3. O

caminho (7" )" é dado na Figura 37.

Novamente o caminho 4" possui multiplicidade nula, pois 4" (k) = (1, —1) € As.

Notemos que (7)" = d(1y, garantindo que p—((v.)") = 1. Logo,

1

po(v) =2 Areade T p (1)) + p- (1)) =25 - 1= 1.



63

Figura 37 — Caminho ()"

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Portanto, f1),—(v) = 2.
Por fim, vamos calcular a multiplicidade positiva de . Primeiramente, estendemos
o caminho 7 para o caminho 7o) : [0,7] = As, adicionando 1 etapa de comprimento 2

em {x = 0}. O novo caminho estd representado na Figura 38.

Figura 38 — Caminho (7(g,1)).

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Para calcular a multiplicidade ju.4(7(0,1)), consideremos o primeiro inteiro k™ onde
Y(0,1) Vira a esquerda. Fazendo a mesma construcao utilizada anteriormente para 7' e +”,

temos:

« O primeiro ponto onde 7o 1) vira & esquerda é em k™ = 2. O caminho 7{0,1) , estd

representado na Figura 39. Como (1,3) ¢ A;, a multiplicidade de (g ), € nula.
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Figura 39 — Caminho (g ), -

k+

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Logo,

. 1
f+(Y01)) =2 Areade T'- M+(’on,1)+) + N’+(’7&J,1)+) =2 5 N+(’YEO,1)+)~

o Observando agora o caminho 720,1) ., temos kT =1e (720,1) )" estéd representado na

Figura 40.

Figura 40 — Caminho (v 1y)"-

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Novamente a multiplicidade positiva de (’760,1) 4)" é nula. Com isso,

M+(7E0,1)+) =2-1- N+((7E0,1)+),)~
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o Vamos repetir este processo, onde os caminhos 7’ estao representandos na Figura 41

e ambos os caminhos 7" possuem multiplicidade 0.

Figura 41 — Caminhos +'.

((7as))'

k.+

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Notemos que durante o processo surge mais um triangulo 7" de area 1, garantindo

assim que p4(y01) =2-2-1=4.

Logo,
1 1
FoD+ = Jom L+ (Vo) = 5 4=2
4.

Portanto, a multiplicidade ju(1y,1)(7) =2-2 =

Definicao 6.7. Suponhamos fixados d e g inteiros, d > 0, e «a, § duas sequéncias
tais que Ia + I3 = d. Definimos Nggtﬁh(d, g) como o numero de caminhos A-crescentes
7 [0,2d+g+18] 1] = Ag onde 7(0) = (0,d— Ia) = (0, I8) e 7/(2d+g+ |8 —1) = (d,0),

contados com multiplicidade.

Observemos que Npan(d, g) = Nég%il(d)(d, g) por defini¢ao.

Exemplo 6.8. Sejam a = (0,1), = (1), g =0 e d = 3. O ntimero N}Eg’t?’(l)(i%, 0) éo
ntmero de caminhos 7 : [0,6] — Aj (contados com multiplicidades) que comegam em (0, 1)
e terminam em (3,0). A Figura 42 mostra todos esses caminhos com as suas respectivas
multiplicidades. O célculo da multiplicidade do primeiro caminho foi apresentado no

Exemplo 6.6, dos demais o procedimento ¢é andlogo.

Logo, N MW (3 0) =44+24+14+1+2=10.

p
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Figura 42 — N0 (3,0)

P+ =2 Bo,1)+ = 2 Poa)+ =1 Foa)+ =1 Ko+ =1
1), = 2 I ), =1 Bay— =1 By, =2
Io.0),1) = 4 Io,1),0) = 2 B, =1 B, = 1 Ho.1),1) = 2

Fonte: Elaborada pela autora (2023) com base em (9).

6.2 A FORMULA DE CAPORASO-HARRIS PARA CAMINHOS RETICULADOS
GENERALIZADOS

Para provar que os nimeros N;th (d, g) da Definigao 6.7 satisfazem a férmula de
Caporaso-Harris, vamos expressar a multiplicidade negativa e positiva de um caminho
reticulado generalizado de maneira nao recursiva. Para isso, precisaremos do Lema a

seguir.

Lema 6.9. Sejam d e g inteiros, d > 0, a e f duas sequéncias tais que Ia+ 15 =d e
v :10,n] = Ay um caminho reticulado generalizado. Se v tem um passo que comega na
reta © = i e termina na reta x = j, para algum par i,j tal que j —i > 2 (ou seja, que

"move pelo menos duas colunas para a direita"), entdo pg_(v) = pa+(v) = taps(y) =0.

Demonstragdo. Seja v um caminho reticulado generalizado A-crescente com um passo que
move pelo menos duas colunas para a direita. Suponhamos que esse passo seja de k para
k+1, onde y(k) = (i,v;) e v(k+ 1) = (4,y;), j — % > 2. Denotemos por y(k — 1) = (I, y1),
onde i — [ > 0 (v é A-crescente). Notemos que se k é um inteiro tal que v ndo muda a
inclinagdo em k (isto é, v ndo vira nem para a direita em para a esquerda em k), entao v/
e v preservam esse passo. Caso contrario, haverd um certo momento da recursividade

onde k ¢é o primeiro ponto em que 7 vira a direita ou a esquerda. Entao,
o Yi(k)=~k+1)=(j,y;) e ¥(k—1)=(l,y). Notemos que j —1>j —1i>2.

ondel+j—i>(+j—1i)—1>2.

Logo, ambos os caminhos 7/, e 7| também possuem um passo que move ao menos duas
colunas para a direita. Notemos ainda que os tinicos caminhos finais da recursao que

possuem multiplicidade diferente de 0 sao dg e 04 e que esses caminhos s6 possuem passos
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que movem no maximo uma coluna para a direita. Portanto, o lema segue por inducao

nos passos da recursividade. O

Pelo lema anterior, garantimos que qualquer caminho reticulado generalizado A-
crescente com multiplicidade diferente de zero tem apenas dois tipos de passos: um que
desce verticalmente e outro que se move exatamente uma coluna para a direita (com a

variacdo na coordenada y podendo ser crescente ou decrescente).

Para o que segue, faremos a seguinte definicao.

Defini¢ao 6.10. Seja 7 : [0,n] — Ay um caminho A-crescente. Para cada inteiro i tal que

0 <i < n, denotamos por:

(a) h(i) a coordenada y do ponto mais alto de  na reta x = i;

(b) o' a sequéncia que descreve os comprimentos dos passos verticais de v na reta x = 1,
ou seja, a sequéncia o' = (ai,ab,...) é tal que o! representa a quantidade de passos
de tamanho 1 na coluna x = i, o representa a quantidade de passos de tamanho 2

na coluna x = 7, e assim sucessivamente.

Exemplo 6.11. Para o caminho v ilustrado na Figura 43, temos h(0) = 1, h(1) = 3,
h(2) =2, h(3)=1,h(4) =0ea®=(0), a' =(1,1), a? = (1), a* = (0).

Figura 43 — Caminho 7.

Fonte: Elaborada pela autora (2023).

Proposicao 6.12. Sejam d e g inteiros, d > 0 e a e 8 duas sequéncias tais que Ia+15 = d.

Seja v : [0,n] = Ay um caminho reticulado generalizado como na Defini¢io 6.1.
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(a) A multiplicidade negativa de vy € dada pela formula

Mﬂ—(7> = Z (Cll_[l ]ai+1+ﬁi+1_ﬂi ( ottt —IiﬁiJrl ))

(80, 5%) \i=0 B

onde a soma é calculada sobre todas as (d+ 1)—uplas (B°,...,3%) de sequéncias tais
que a® + 3% = B e Ia' + IB3° = h(i) para todo i.

(b) A multiplicidade positiva de v é dada pela férmula

d—1 i it i )
=g x (T ()

(8%, 84 \i=0 g

onde a soma é calculada sobre todas as (d+ 1)—uplas (B°,...,3%) de sequéncias tais
que B° = ed —i— I = h(i) para todo i.

Demonstragio. Vamos provar somente a afirmagao (a), pois a demonstragao da afirmagao
(b) é andloga. A demonstragao serd por indugao no nimero de passos da recursao para
o célculo de g _. Primeiramente, observemos que os possiveis caminhos finais dessa
recursao, s (Definigdo 6.2), satisfazem a férmula. De fato, como a® = 8 para todos os
caminhos dg, temos que 3° = (0). Além disso, como nas demais retas x = i os pontos
do caminhos estao somente na fronteira do tridngulo A, contida na reta y = 0, temos

h(i) = 0, e, portanto, a’ = 0, concluindo que 3° = (0) para todo 7 diferente de 0. Logo,

d—1 i+1 i+1
Iav’,+1+5i+175i (0% —f- ﬂ ))
z, e

(B9=(0),...,34=(0)) \i=0

_ [0)+(0)~(0) ((0) + (0)> . [O+0)-©) <(0) + (0)>
(0) (0)
~1...1

=1
= pip,—(dp)

Seja v : [0,n] — Ay um caminho reticulado generalizado arbitrario. Assumimos,
por hipétese de indugao, que os caminhos 7’ e 7", definidos na Subse¢ao 5.1.1, satisfazem
a férmula da proposicao. Seja k € [1,n — 1] o primeiro inteiro no qual ~ vira a direita.
Lembremos que 7" é definido tirando o vértice (k) e 7" é definido invertendo o vértice
v(k) por meio de um paralelogramo definido pelos vértices v(k — 1), y(k) e v(k + 1). Pelo
Lema 6.9, sabemos que y(k — 1) (respectivamente v(k + 1)) pode estar no méximo uma
coluna a esquerda de (k) (respectivamente a direita). Observe que y(k — 1) ndo pode
estar na mesma coluna que 7y(k), pois, caso contrario, o caminho  A-crescente nao teria
virado a direita em ~y(k). Portanto, v(k — 1) estd exatamente a uma coluna & esquerda de

v(k). Temos entao duas possibilidades:
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e ou y(k + 1) estd na mesma coluna ¢ de y(k), como na Figura 44;

Figura 44 — Primeiro caso.

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

e ou y(k + 1) estd uma coluna a direita de y(k), como na Figura 45.

Figura 45 — Segundo caso.

v ~- V-

v(k—1)

2

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

No primeiro caso, o caminho 7" tem os valores de h(j) e o/ iguais aos de v, exceto
h(i) que serd substituido por h(i) — s e a’, que serd substituido por a’ — e,, onde s é o

comprimento do passo vertical entre y(k) e v(k 4+ 1). Com isso, temos

d-1 . . ) j+1 4+l 5 )
,uﬁﬂ_('y’_) = Z (H Ia1+1+m+1_,ga_5j+1,ies ( (0% —f-ﬁ ' 5]+1,Zes ))

(80,p9) \i=0 s

_ 1 Z Cﬁ[aj+1+5j+1,ﬁj T I — 60 e,
S . J
(8%,p0) \3=0 p

onde
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s = 0,se | # 1; ’
1,se [ =i.
I 0i+1ies — 1 /s e as condicoes nas varidveis de soma 3/ sio o’ + 8% = 3 e
I(a? = djie) + 1B = h(j) = 0jus = Ta? + 15 = h(j),Vj.

Ou seja, a soma é tomada sobre as mesmas condi¢des da proposicao.

J4 o caminho " tem os valores de h(j) e o/ iguais aos de 7, exceto por h(i) que

sera substituido por h(i) — s, af por ' — es e '~ por a'~! + e,. Donde segue que

1 1 i—1 i—1
o alipl_po (& + B ai—lygi-l_gi—24c [Q + ﬂ + e
ps-(V2) = ( OZ ) (I o ( 30 ) R i g2
/3 7"'7ﬁ

QB gi-1_e o + 6Z — €4 ad4gd_pgd—1 Oéd —+ 5‘1
JotB8 =8 s< gt >[ +6°-8 ( it (6.1)

Usando que [® = s e que I~% = 1/s, temos
]ai71+6i71_6i72+esIai_’_ﬁi_ﬂifl_es _ Iai71+ﬂi71—Bi72]ai+ﬂi—ﬂi71 e
-1 . e VR S — s
7 o oI tlypitl_pi « + 6 + j+1,zfles ]+1,zes
po (1) = I ( | (62)
o M »

onde as condicoes nas varidveis de soma [° sao:

o’ + 616+ 80 =B
I(Oéj — 5j,ies + 5j’i—1€s) + ]ﬁj = h(]) - 85]‘71‘. <63)

Podemos tornar as condigdes (6.3) iguais as da proposicao, fazendo uma mudanga

nas variaveis do somatoério, a saber,
0 _ 40 i-1 _ gi-1 i _ pi d_ pd
77_67"'777 _ﬁ +€5,77—ﬂ,...,77 _B
Substituindo as novas varidveis em (6.3), temos:

o’ + doi—1€s + n’ — doi—1€s = 3 = o'+’ =3,
I(of = &jies 4 0ji-1es) + 1) — 0j0e5) = h(j) — 80, = I + I/ = h(j).

Além disso, nas novas variaveis,

d—1 ) ) ) d—1 ) ) ) d—1 ) ) )
H IQJ+1+51+1_51 _ H [OCJ+1+77J+1—6j+1,i55_77]+6j,ies _ H ]ay+1+ng+1_na

’
J=0 J=0 Jj=0

donde segue que (6.2) pode ser reescrita como

d—1 ) . ) J+1 J+1 _ 5. .
i tlapitl_pi [ QT 4N 1,iCs
ps-(0) = D (H [ ( a )) : (6.4)

J 0
(n°,...,n%) \J=0 U J+1,iCs
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Porém, para deixarmos os somatorios (6.1) e (6.4) nas mesmas variaveis reescrevemos (6.4)

novamente como

-1 _ , J+1 J+L 5. ..
adtlypgi+l_gi Q _I'B 0 1,i€s
pe ()= 3 (III e 5( a )) (6.5)
)

(B°,...,84) \j=0 ﬁj - 5j+1,z‘€s
Substituindo (6.1) e (6.5) na defini¢do de multiplicidade negativa de 7, pg —(7), dada por
pp,~(7) =2 dreade T pg —(v2) + pg,— (7).

onde T o tridngulo de vértices v(k~ — 1), v(k~ 4+ 1) e v(k™), temos

ps—(v) = s ps-(v)+ps-(7")

- > Cﬁjauuw“—ﬂj @ BT = b e
) \J=0 oy

0 . ,
+ Z (Hl Jot AT - ( a4 g — j+1,iCs ))
)

B - j+1,i€s

d—1 1 1 i—1 i—1 i+1 i+1
_ ai+lypgi+i_pgi [ + 0 > (Oé +0 )(Oé + 5 )
s (1 () SN

d | pd i opi iy opgi_

(e (5 (500) 6

ol + B — e, ol + B — e,
gi-1 ) + ( Bi-1 e,

® al—i_ﬁl_es:(all—i_ﬁia7a;+6;_177a;n+ﬁ;n)e

° /Bi_l_esz( 11;717”'762_1_17”'7551)7

Vamos analisar o termo ( ) separadamente. Sabemos que,

onde o, e 3; denotam a k-ésima coordenada das sequéncias o’ e 3%, respectivamente, para

k=1,2,...,m. Além disso, como

()= ) (2)- ()

al 4+ 31— e, al 4+ 31— e, aj + B al+ 6 -1 ap, + B,
( g )*(ﬁi*—&) - ( )( g )( B! )
+<a§+¢%>__.C%—+6§—1>_._<az—%ﬁa>
-1 gt
_ (Oéli + 51) o (Oéil + 5@1) (O‘iﬂ + 5§+1>
i B s

a + B\ (o + 8 —1 al + 4 —1
\ g )T\ e
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—1 -1 . .
Usando a identidade binomial ( " . ) + ( Z . ) = ( Z ), onde n = ol + ! e

ag+ B =1\ | [es+ A1) _ (a4 5
Bi-1 + gi-1—1 - gi-1 )

Ozi—l—ﬁi—es Oéi“"ﬁi_es B ai—f—ﬁi
51‘—1 + 51‘—1 — ey o 61’—1 ’

garantindo que em (6.6) vale a igualdade,

d—1 1 1 i—1 i—1 i+1 i+1
_ aitlppitl_pgi [ + 0 ) (a + 4 )(a + 7 )
f15,-(7) Z (]I:IO 1 ( 30 Bi-2 i

al + pe ol + B — e, ol + B —e,
o Bd-1 Bi-1 + Bi-1 _ e,
d—1 1 1 i1, i1 i1 | pitl
_ Jeitiagitigi (o0 F B ) (a + 5 ) <a —I—B )
(50§ﬂd) (JHO ( B g f

ol + ﬁd> (ai + Bz)) _ d—1 Jartt g adtl 4 it
( AN (ﬁogm al;[o p ’

como queriamos.

k= i1, temos

Com isso,

Ja no segundo caso, a ideia é semelhante ao caso anterior. Porém, pelo Lema 6.9,

o caminho 4’ ndo contribui para o célculo de pg (7). Assim,

p,— () = pg,— (7).

Para facilitar a demonstracio, fixemos a seguinte notacio: o', ¢ e h(i) sao referentes

ao caminho 7 e &', 3% e h(i) sdo os andlogos desses objetos referentes ao caminho v”.

Temos
Git1a Git1_gi &H_l + Bi—H
pe-(V) = > (HI e ( 5i ) (6.7)
(B°,...,5%)
onde
Q%+ 3% = B e Ial + IB7 = h(j), Vj.
Nosso objetivo é reescrever 6.7 com relagdo as (d+1)-uplas (37, ..., 3%) de sequéncias

referentes ao caminho +, satisfazendo a® + 8° = 3 e Ia’ + I3 = h(j) para todo j.
Sejam y(k —1) = (i — L,yx—1), v(k) = (4, yx) e y(k+1) = (i + 1, yx4+1). Notemos

que h(i) = y pois, na reta x = i, nenhum ponto de 7 pode estar acima de y(k), caso
contrario, v nao teria virado a direita em k. Sejam s = yp —yr—1 € t = Yr+1 — Yr. Notemos

que:
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e ==’ +50=8= 3 =p°

o & =al,Vj.

N ‘ h(j) = h(j),Vj #i
o h(j)=h(j) —6i(s —1),Vj = { 70 (0) — (s — 1

—~
o~
~—
I
>

Com isso, 9 = 7, Vj #*ie 3t é tal que
Ia' + 13" = h(i) — (s —t).

Como o caminho v é A-crescente, sabemos que os deslocamentos verticais, se

existirem, sdo sempre decrescente na segunda coordenada. Com isso,

e nareta x = 17— 1, se existirem deslocamentos verticais, os mesmos devem estar acima

de yi_1. Assim, y,_1 é a menor coordenada de um ponto pertencente a v na reta

x =1i—1. Como Ia*"! é o comprimento de v que estd na reta x = i — 1, temos

It =h(i—1) — yx_1. Logo,
I '+ I =h(i—1)=h(i—1) -y + I =h(i—1) = I8 =y_;.
e na reta x = i, ndo temos deslocamento vertical de ~y, garantindo que Ia® = 0. Ou
seja, I8 = h(i) = ys.
e na reta x =1+ 1, o deslocamento vertical do caminho ~, se existir, estara abaixo de
Yry1- Assim, h(i + 1) = yp11, garantindo que ot — 157 = g 1.

Temos,

IOéi _i_I(ﬂzfl +ai+l _'_5i+1 - ﬁl) — I&’L +]6Z . [5z _i_Iﬁifl_i_[aiJrl _'_[6i+1 o [ﬁz
~ =~ ——— =~
h(i)=yx  ¥Yk—1 h(i+1)=yk+1 h(i)=yk
= h(i) = (s —1),
garantindo que §° = 71 4+ o/t 4 B — B Logo, 7 = 57 4 6,,(37 + ot + gt — 237)
para todo j.

Voltando na equacao 6.7 e fazendo as substituicoes mencionadas acima, temos

pp,— (1) = Z dl:[l ot s = ot 4 B 4 050,(B ot 4 g =247
e (89,....3) B7—0;:(87 + ottt gt — 237 '

Jj=0

Isto é a mesma férmula da proposicao, exceto pelos fatores

Oéi +5i Ozi'H +Bz’+1
Bifl Bz
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sendo substituido por
Bz‘—l 61 + (51’—1 + oft! + 51’—&-1 . 251) ’

Porém esses termos sao os mesmos pela identidade

n+k+m n+k ) [n+tk+m n—+m
n+k n n+1 n ’
onden=p"" k=8 —B""em=a + 3" — pi, para toda l-ésima coordenada das
sequéncias. Lembremos que o' = (0).
Portanto,
N T
| (89.—%) \i=0 B
como queriamos demonstrar.

]

Notemos que as férmulas acima nos oferece uma forma mais rapida de encontrar a

multiplicidade de um caminho reticulado, como podemos observar no Exemplo abaixo.

Exemplo 6.13. Sejam o = (0,1), = (1), d=3 e~ :[0,6] = Az o caminho A-crescente
representado na Figura 46. Vamos calcular a multiplicidade p,5(7y) de 7, utilizando
as formulas demonstradas na Proposicao 6.12. Notemos que esse caminho é o terceiro

representado na Figura 42.

Figura 46 — Caminho ~.

Fonte: Elaborada pela autora (2024).

Observemos que o = (1), o = (1), o = (1), a® = (0), h(0) = 1, h(1) = 2,
h(2) =1eh(3)=0.
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Primeiramente, vamos calcular a multiplicidade negativa. Para isso, determinemos
todas as 4—uplas de sequéncias (3°, ..., 3%) tais que a® + 3° = B e Ia' + 13" = h(i) para
todoi=0,...,3.

c P+ =F=(1)+p°=(1)=p°=(0)
Notemos ainda que Ia® + I8° =1+ 0 =1 = h(0).

e It +Ip'=h(1)=>1+1Ip'=2=1p'=1= 3 =(1).

e I2H IR =h(2)=1+18=1=I82=0= 3= (0).

e I+ IR =hB)=0+1IB3=0=1B3=0= 33=(0).

Aplicando os valores acima na férmula apresentada na letra (a) da Proposigdo 6.12, temos

)

2 Iai+1+/31‘+17,3¢ o/*l —+ ﬁi—H
> 1l ;
(80,61,52,5% \i=0 B
[a1+61_60 Oél + 61 Ia2+ﬂ2_ﬁ1 042 + 52 Ia3+53_ﬁ2 Oé3 + 53
3o g B2

(B () ) ) -

Agora, vamos calcular a multiplicidade positiva do caminho ~y. Para isso, determi-

nemos todas as 4—uplas de sequéncias (Y, ...

,3%) tais que B° = aed—i— I3 = h(i)

para todo ¢ =0,...,3.

e f0=a=(0,1).
Notemos ainda que 13° = 2, garantindo que 3 — 0 — I3° = 1 = h(0).

e 3—1—Ip"=h(1)= 18" =0= B = (0).

e 3-2-If2=h(2)=182=0= %= (0).

e 3-3-IF=h3)=138=0= p>=(0).

Aplicando os valores encontrados acima na férmula apresentada na letra (b) da

Proposicao 6.12, temos

fat ()

—_

—~
=

2 S
1) Z (H]OHrﬁ_BH

al + 3
(89,81,82,8%) \i=0 ( BiJrl ))

) ]a0+50_51 ao + 50 Ia1+61_52 Oél + 51 Ia2+52_53 Oé2 + BQ
g B2 p°

()

—_
—

I

N — N ~
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N — DN —

1121<1>
0
22.1-1

Portanto, a multiplicidade ju(1),1)(y) =1-1= 1.

(i

1-1-1=1

Teorema 6.14. Sejam d e g inteiros, d > 0, e «, 8 duas sequéncias de numeros inteiros

nao negativos tais que Ia+ I3 = d. O niumero Ns;’tﬁh(d, g) satisfaz a férmula de Caporaso-

a,B
cplx

Harris. Em particular, temos Nsa’fh(d, g) = (d,g) para todo o, 3, d e g.

Demonstragao. Seja 7 : [0,2d + g+ |3] — 1] = Ay um caminho A-crescente comegando em
(0,1p) e terminando em ¢ = (d,0). A ideia da demonstragao ¢ listar todas as possibilidades

para o primeiro passo do caminho . Temos apenas dois casos a considerar, a saber:

(i) o ponto (1) estd na reta {z = 0};

(7i) ou o ponto (1) estd na reta {x = 1}.

pois, nos demais casos, o primeiro passo de ¥ move pelo menos duas colunas para a direita

e, pelo Lema 6.9, a multiplicidade de v é 0.
No caso (i), o ponto (1) = (0,13 — k), para algum [ # 0. De fato, o passo

que é imagem do intervalo [0, 1] se manterd durante toda a recursividade do calculo
da multiplicidade negativa. Se esse passo de tamanho k for tal que g = 0, no fim da
recursividade ndo encontrarfamos o caminho Jg, tornando assim pg —(v) = 0. Entao, a
restricdo ¥ := Y[ 9444+ 5-1 ¢ um caminho comecando em (0,18 — k) = (0,d — I(a + ey)).
Além disso, I(a+eg) + (S —er) = d. Fagamos @ = a+ e, e f = [ — ex. Nesse caso,

Ia+ I3 = d. Além disso, o caminho 7 possui os seguintes valores:

e h(0) = h(0) — k e h(i) = h(i), para todo i > 0;

e A’ =0’ —¢, e d = o, para todo i > 0;

e 3" = B3¢ para todo i.

Entao,
d—1 ~i+1 Ri+1
- ~it+1 Bitl_ Ai (0% + 5
/’(ﬁ,f (7) = Z H ‘[a +ﬂ 6 ~'i
? (307_”7511) (iO 6
_ Z Cﬁ Jaiti4p g ot 4 5”1 = s (7)
(8%,—p) \i=0 B 7

Ja a multiplicidade positiva de 7 é dada por:
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-1 _ & Qi
paq(¥) = j.ld Z (H BB <O‘B:15>> (6.8)
)

(BO?"'?Bd

1 d-1 iqgi_pgitl ai—Fﬁi—é- e
_ ol Bi- B+, gey, i,0€k
- Jater Z (1:[0 I o Bit1

(Bo--sBa)

1 a1 2B Bit_g. g o + BZ — 0i,0€k
e Z <H Jo B =BT =00 k( gt ’ ’ (6.9)
)

(Bos---sBa) \i=0

| =

onde o somatério em (6.8) é sobre todas as d 4+ 1-uplas de sequéncias tais que B=ae
d—i—IB" = h(i) e o somatério em (6.9) sobre todas as d + 1-uplas de sequéncias tais que
B=a+ey,ed—i—IB" = h(i) — d; k. Fazendo a mudanga de varidveis ' = 3* — 6; ge,

para todo i, temos 79 = o e d — i — In* = h(i). Portanto, o somatério em (6.9) se torna

1 d-1 ot — it Oéi—l-ﬂi 1
o X (I (M) = )

(n0,---ma) \1=0

| =

Logo,

tap(Y) = bp— (N, (V) = bz (3) -k - pra () =k - 15 5(7)

pap(V) = K- fate,p-e(7):

)

Portanto, os caminhos v tais que y(1) pertence a reta = 0, contribuem com

o k- NowPmk(d, g)
k3B #0

no numero Ng‘éfh(d, q9).

No (7i), o ponto (1) estd na reta {x = 1}. Da Proposigao 6.12 e da defini¢ao de

multiplicidade de um caminho generalizado ~y, temos:

d—1 it . aiJrl +5i+1
I | e )
)

(60,~~~7Bd 1=0 /8Z
1 i+1 i+1
— Z (Ia +p1-p0 <OZ + 6 ) H [a1+1+ﬁ7;+176i (O[ + ;—16 + >> (610)
(507"'7/3d) Z

onde o 4+ % = g, Ia' + 13" = h(i) para todo i. Entdo, ug () pode ser calculada como
um produto de um fator proveniente de um caminho que comega na primeira coluna vezes

a multiplicidade negativa do caminho ¥ := 7’[1 2d+g+|p|—1)> Mais precisamente,

ps,-(7) = %: 7= (g) ppr,-(7);
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onde a soma ¢ tomada sobre todos os 3’ e ¢’, possiveis. Analogamente, podemos escrever
« ~
Na,+(7) = Z o ,ua’,+(7)
Oél

e, portanto,

pnsl) = X2 ()& )

Oél7ﬁ/
onde a soma é tomada sobre todos os 3/, o’ e ¢, possiveis. Vamos entao verificar quais

sao esses possiveis valores. Notemos que, pela construcao, o/ < a e < f'. Além disso,
I/ + 15 =(d—1—-h(1)+h(l)=d-1.
Como 74 tem um passo a menos que 7, temos
2d+g+ 18l —1—-1=2(d-1)+¢ +1|51 -1,

garantindo que g — ¢’ = |’ — B] — 1. O caminho A-crescente € : [0,n] — A4 de (0, 13) até

(d,0) que passa por todos os pontos possiveis do reticulado de Ay tem

d(d+1
B+ (= 1)+ (d=2) 4+ 1= |+ LD
passos. Como 7 tem 2d + g — 1 + | 3] passos,
d(d+1 d—1)(d—2
L N = L
d—2)(d—
pontos do reticulado sao perdidos por v. Notemos que o caminho 7 perde M —q

2

pontos do reticulado e esse niimero é necessariamente menor que o nimero de pontos
perdidos por v, pois em 4 os pontos da coluna x = 1 em que o caminho v nao passa nao

sdo contados nesse caso. Assim,

(d—2)2(d—3) e (d—1)2<d—2) s d_23g_g
Logo,
oo = () (i) = S 2 () () 3@ 1),

/
o
o B! al B

onde o somatério é tomado para todo o/, 5’ e ¢’ satisfazendo

o < a,

B > B,
I+ 15 =d—1,
g—9g =18-8-1,
d—2>g—¢g.
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Portanto, ggfh(d, g) satisfaz a formula de Caporaso-Harris, como querfamos.

Finalmente, sabendo que N;th(d, g)e Ncarf((d, g) satisfazem a formula de Caporaso-

Harris, para todo «, 3, d, g e que ambos coincidem para d = 1, temos

Na;;fh(dv g) = NQ’IB (d7 g)

P cplx
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