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RESUMO

Nesta tese estudamos a estrutura de bandas de fonons e a condutividade térmica de cristais
fononicos em temperaturas sub-Kelvin. O espectro fondnico de baixas frequéncias (até dezenas
de GHz) foi obtido da solucdo da equagdo de onda generalizada através do método de Expansao
em Ondas Planas. Os resultados para estruturas com periodicidade bidimensional da ordem de
microns apresentam band gaps e faixas estreitas de transmissdo. Este comportamento ¢ inte-
ressante para o controle de vibragdes mecanicas como em um filtro de frequéncias operando
na frequéncia de GHz. A densidade de estados foi calculada com o objetivo de estudar pro-
blemas de transporte envolvendo materiais fononicos. Além disso, calculamos a condutividade
térmica cumulativa no regime de temperaturas de sub-Kelvin em micro cristais fononicos vi-
sando possiveis aplicacdes em materiais termoelétricos. Esses cdlculos se baseiam na teoria de
transporte de Boltzmann a baixas temperaturas a fim de enfatizar o papel dos fonons de baixa
frequéncia e negligenciar o espalhamento fonon-fonon. Em acordo com resultados recentes
na literatura, mostramos que a condutividade térmica cumulativa das estruturas fondnicas cai
acentuadamente em relacdo a suas matrizes (bulk). Dependendo da estrutura esta reducao pode
ser atribuida a velocidade de grupo dos fonons, a densidade de estados ou a presenca de band

gaps completos.

Palavras chaves: Cristais Fononicos, Estrutura de Bandas de Fonons, Transporte Térmico.



ABSTRACT

In this thesis we have studied the phononic band structure and the thermal conductivity of
phononic crystals at sub-Kelvin temperatures. The low-frequency phonon spectra (up to tens of
GHz) were obtained by solving the generalized wave equation with the Plane Wave Expansion
method. The results for structures with two dimensional periodicity of the order of micrometers
show the presence of GHz band gaps and narrow pass band. Such behavior is suitable for me-
chanical vibrations management like a GHz transversal phononic band pass filter. The phonon
density of states was calculated aiming the study in transport problems involving phononic
materials. Moreover, we have calculated the cumulative thermal conductivity at sub-Kelvin
temperature regime of micro-phononic crystals aiming possible applications in thermoelectrics
materials. The calculations were based in Boltzmann transport theory at low temperatures in
order to highlight the role of low-frequency thermal phonons and to neglect phonon-phonon
scattering. In accordance with recent results in the literature, our findings show that the cu-
mulative thermal conductivity of the phononic crystals drops dramatically when compared with
their bulk counterpart. Depending on the structural composition this reduction may be attributed

to the phonon group velocity, the density of states or the presence of complete band gaps.

Keywords: Phononic Crystals, Phononic Band Structure, Thermal Transport.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Neste capitulo apresentaremos o conceito de cristais fondnicos, suas propriedades e
aplicacdes, enfatizando a ideia de manipulacdo de calor. Faremos uma revisdo bibliogréfica
desses assuntos para tornar claro nossos objetivos e motivagdes. Terminaremos com uma dis-

cussdo breve sobre a organizacao e o conteido dos préximos capitulos.

Cristais Fonobnicos

Os avancos tecnoldgicos que transformaram nossa sociedade nas dltimas décadas se ba-
seiam principalmente na nossa habilidade em manipular duas particulas: elétrons e fétons. O
controle sobre os elétrons em semicondutores resultou em laptops, celulares, cAmeras digitais,
etc. Por outro lado, dispositivos que controlam os fétons geraram avangos nas areas da comu-
nicacdo sem fio, fibras 6ticas, micro-ondas, etc. Uma quase-particula fundamental em Fisica da
Matéria Condensada € o fonon. Fonons sdo vibragdes coletivas dos dtomos na rede cristalina
que possuem energia quantizada como se fossem particulas. Ao contrdrio dos elétrons, fonons
nao tem carga e ndo podem ser controlados diretamente por um campo eletromagnético externo,
nem tem uma fonte coerente que possa produzi-los com uma frequéncia especifica. As intera-
¢oes entre fonons também sao muito mais fortes do que as interacdes entre fotons. E diferente
dos elétrons e fétons, cuja natureza ondulatério e propriedades coerente sio bem conhecidas,
a demonstracao experimental da natureza ondulatéria coerente dos fonons tem gerado muita
discussao [, 2]. Grosseiramente falando, "estudar fonons é como estudar luz usando somente
lampadas, sem espectrometros, e com interacdo forte entre os fotons. Ndo é surpresa assim que
os fonons permanegam tdo pouco entendidos” [3]. Em vista destas limitacdes a pesquisa em

Fondnica ainda estd para causar a revolugdo tecnoldgica que a Eletronica e a Fotdnica causaram.

A descri¢cdo dos atomos num cristal, ou dindmica da rede cristalina, € um tépico fun-
damental em Estado Sélido. A rede cristalina € melhor entendida ndo em termos de atomos

individuais, mas através de seu comportamento coletivo. A razdo é que os 4tomos estao conec-
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tados por ligagdes quimicas, e quando um deles se desloca da sua posi¢do de equilibrio, exerce
uma forca que influencia todos os outros 4tomos na vizinhanga. Assim, o conjunto de dtomos
vibrando em torno de suas posi¢des de equilibrio (devido a agitagdo térmica) geram uma su-
perposicdo de vibragdes em toda a rede. Estas vibragdes sdo ondas mecanicas caracterizadas
por vetor de onda, frequéncia e polarizacdo. A superposi¢io de vibra¢des pode ser decomposta
em modos normais (ou modos fundamentais). A cada modo estd associado um quantum de
energia chamado fonon. A teoria quantica descreve o s6lido como uma rede de dtomos fixos
preenchida com uma mistura cadtica de quasi-particulas (fonons) com diferentes frequéncias e
polarizagdes. A propagacao das ondas mecanicas no s6lido € entdo descrita por uma relacio de
dispersdo que relaciona a frequéncia w e o vetor de onda ¢ das vibragdes. Em outras palavras a
dispersdo nos informa a energia e dire¢ao de propagacdo das vibragdes. Em um meio macros-
copico e homogéneo a dispersdo € simplesmente @ = vg, onde v € a velocidade de propagacdo
da onda, que também € a velocidade de propagacdo do som nesse meio. Contudo, a dispersdao
dos fonons em outros meios é mais complicada e seu conhecimento € crucial pois influencia

propriedades mecanicas, elétricas, Gticas e térmicas.

Podemos considerar duas abordagens distintas para se obter a relacdo de dispersao dos
fonons (ou estrutura de bandas dos fonons): atdmica e continua. A abordagem atomica calcula
a dispersdo a partir das forgas interatdmicas usando um modelo atomico discreto, que basica-
mente consiste em resolver equacdes de movimento acopladas para cada d&tomo vibrando em
torno de sua posicdo de equilibrio. O espectro de frequéncias obtido abrange vibragdes até a
regido de THz. Porém, como o nimero de dtomos num sélido € muito grande, o método pode
ficar limitado devido ao custo computacional. A abordagem continua, ao contrario, considera
o s6lido um meio continuo, ignorando sua estrutura atdmica. Esta aproximac¢do normalmente
€ valida para descrever apenas as vibracdes mecanicas com comprimento de onda maiores que
dezenas ou centenas de células unitdrias, que possuem frequéncias abaixo de 100 ou 10 GHz,
respectivamente. Contudo, como esta abordagem ignora os 4tomos em si, ela ndo reproduz os
modos 6ticos (modo em que os dtomos vibram em contra fase). Em resumo, a aproximagao ato-
mistica € util pra descrever os modos 6ticos e acusticos de fonons de altas frequéncias (~THz)
enquanto que a aproximacgdo continua é mais ttil em descrever os fonons acusticos de baixa

frequéncia (< GHz).

Mais do que apenas entender a relagdo de dispersdo, sempre houve também o interesse
em modificd-la a fim de explorar as mais diversas aplicagdes. Nas dltimas décadas isso se tornou
possivel através de nanoestruturas como super-redes, pocos quanticos, fios quanticos, e outros.

A mais recente dessas novas classes de estruturas sdo os chamados cristais fononicos (PnC)'.

Cristais fonOnicos sdo estruturas artificiais periddicas formadas por pelo menos dois
materiais com propriedades acusticas (densidade e elasticidade) distintas. Tipicamente, tem-se

uma rede de inclusdes de um material A arranjada periodicamente em uma matriz de um ma-

' Usaremos ao longo da tese a sigla PnC, do inglés Phononic Crystal.
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A

Figura 1.1 — Cristais fononicos 1D, 2D e 3D formados por dois materiais diferentes arranjados periodicamente.
Fonte: [4].

terial B. A Fig. 1.1 classifica um cristal fononico de acordo com a periodicidade. Um PnC
unidimensional (1D) é formado por planos alternados de materiais de propriedade acusticas di-
ferentes. As super-redes, cujas propriedades eletronicas foram exaustivamente estudadas nas
décadas de 80 e 90, também podem ser classificadas como um PnC 1D. Um PnC com pe-
riodicidade em duas dimensdes (2D) € composto por inclusdes perpendiculares regularmente
espacadas dentro do material hospedeiro. Um Pnc com periodicidade em trés dimensdes (3D)
¢ composto por centros espalhadores suspensos em uma formacao cristalina dentro do meio

hospedeiro.

A modulagdo periddica nas propriedades acusticas, devido a disposicdo das inclusdes,
altera completamente a dispersdo das vibracdes mecanicas na matriz, criando em alguns casos
band gaps. Um band gap fondnico € um intervalo de frequéncias em que ndo ocorre a propaga-
¢do de ondas mecanicas na estrutura. Sua formacao ocorre devido ao fendmeno de interferéncia
de ondas quando o espacamento entre as inclusdes (parametro de rede) € comparavel ao com-
primento de onda das vibragdes no interior da estrutura. Colocando de forma simples, um PnC
nada mais € do que uma rede de difrac@o para os fonons. A condi¢do para interferéncia constru-
tiva no PnC € que a ~ nA, i.e, que o parametro de rede, a, seja igual a um multiplo inteiro, n, do
comprimento de onda, A. Como a frequéncia é inversamente proporcional ao comprimento de
onda, a frequéncia no centro do band gap, @y, também € inversamente proporcional ao pardme-
tro de rede: @, ~ 1/A ~ 1/a. Em tese, é possivel criar band gaps para quaisquer frequéncias
simplesmente mudando o tamanho da célula unitaria do PnC, de forma que cristais fononicos
com periodicidade de metros até nandmetros apresentem gaps na faixa de KHz até THz, res-
pectivamente. Tais estruturas podem manipular energia vibracional em todas as frequéncias
relevantes: sOnica, ultrassonica, hipersonica e até mesmo calor. A Fig. 1.2 exemplifica uma

estrutura de bandas de um s6lido homogéneo e um cristal fononico.

A aplicagdo basica dos cristais fononicos consiste em bloquear, filtrar e guiar as vibra-
coes mecanicas (ver Fig. 1.3 ). Eles sdo especialmente importante em comunicagdes, onde
a supressdo de ruido € essencial. A ideia de usar cristais fondnicos como filtro de frequén-

cias consiste em manipular o band gap e permitir que somente sinais de frequéncias deseja-
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Figura 1.2 — Na esquerda temos um sélido homogéneo, ou bulk, € na direita o sélido com inclusdes periédi-
cas. Além de modificar completamente a dispersdo, os PnC criam band gaps, que sdo intervalos
proibidos para as frequéncias de vibracdes.
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Figura 1.3 — Aplicacdes bésicas para os PnC sdo as barreiras actsticas e guias de ondas. As barreiras acusticas
anulam a propagagdo de vibragdes cujas frequéncias estejam dentro do band gap. Enquanto que
estruturas que apresentem quebra de periodicidade agem como guia de ondas. Fonte: [5,6].

das passem por seu interior. Outras aplicagdes incluem por exemplo: transdutores eletro- ou
opto-mecanicos, cavidades ressonantes, sensores remotos, ultrassom, comunica¢do em radio-

frequéncia, e emissao coerente de fonons.

A manipulagdo do som € a aplicacdo mais Obvia dos cristais fondnicos. A audi¢do
humana detecta o som com frequéncias entre 20 Hz a 20 kHz, ou comprimentos de onda de
20 metros a 20 centimetros. Portanto, se utilizarmos estruturas com parametro de rede nessas
dimensodes, podemos esperar que interfiram na propagacdo do som. Isto foi comprovado em
1995 quando se mediu a transmissao acustica em um famosa escultura, obra de Eusebio Sem-
pere, que consistia de um arranjo periddico de cilindros de aco ao ar livre. Foi descoberto que
ao se propagar pela estrutura o som era fortemente atenuado para a frequéncia de 1,67 kHz.
Esta foi a primeira evidéncia experimental da existéncia de band gaps fondnicos em estruturas

periddicas [7].

Atualmente, vinte anos depois dos primeiros experimentos em cristais fondnicos, grande
parte das pesquisas se volta para a possibilidade de manipular vibragcdes mecanicas em micro

e nanoestruturas. Por exemplo, o conceito de manipulagdo (ou gerenciamento) de calor tem
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atraido muito interesse, pois o controle de calor num semicondutor, da mesma forma como
controlamos seus elétrons, representaria uma revolucao em dispositivos microeletronicos e ge-
renciamento de energia. Nos sélidos, o calor é transportado principalmente por elétrons e fo-
nons. A contribui¢do eletronica € importante para materiais com portadores de cargas livres,
como os metais e semicondutores dopados. Por outro lado, a condutividade térmica de materiais
dielétricos e muitos semicondutores € determinada principalmente pelos fonons. Assim, espera-
se que a presenga dos band gaps e a mudanga na dispersdo dos fonons nos cristais fononicos

influencie fortemente o transporte térmico nesses materiais.

O transporte de calor é um problema extremamente importante na inddstria microele-
tronica por causa do aumento na densidade de dispositivos por unidade de superficies e sua
distribui¢do ndo uniforme de calor. Em alguns dispositivos, como o processador de computador
ou laser semicondutor, deseja-se que o calor se dissipe da forma mais eficiente possivel. Assim,
os materiais usados devem possuir alta condutividade térmica. Em outras situacdes, tais como
em barreiras térmicas ou materiais termoelétricos” usados para refrigeracio de estado sélido,
deseja-se que a condutividade térmica seja a menor possivel para que o calor nao se propague
para outros meios. O desenvolvimento de outros dispositivos incluem desde optoeletronicos a
células combustiveis e solares. Analogamente ao caso sonico, um cristal fondnico pode agir

como isolante, filtro ou guia de fluxo de calor.

Estado da Arte

Em fisica do estado sélido € bem conhecido que um elétron, devido ao seu carater on-
dulatério, apresenta um perfil quasi-continuo de niveis de energia quando € sujeito ao potencial
periodico da rede cristalina. Nas ultimas décadas essa ideia foi estendida para outros tipos de
ondas que se propagam em estruturas periddicas. Podemos citar: ondas eletromagnéticas (em
cristais fotdonicos) [8, 9], ondas acusticas e elasticas (em cristais fondnicos) [10, 1 1], ondas de
plasma (em cristais plasmonicos) [ 2] e ondas de spin (em cristais magnonicos) [13]. Em par-
ticular, os metamateriais® fondnicos tem recebido muita atencao no dltimos 20 anos devido a
sua capacidade de controlar ondas mecanicas acusticas (em fluidos) e eldsticas (em sélidos)?,
ou fonons de baixa frequéncia em microestruturas. Na Fig. 1.4 apresentamos uma comparacao

simples entre as dreas de Eletronica, Fotonica e FonoOnica.

2 Materiais termoelétricos sdo materiais que podem converter calor em eletricidade, ou eletricidade em calor, o

que representa uma grande fonte em potencial para energia limpa.

Metamaterial € um nome genérico para estruturas construidas artificialmente, projetadas para responder a luz,
ao som e a outros estimulos, de forma diferente daquela apresentada pelos materiais comuns. Meta vem
do grego além de, assim metamateriais sdo materiais além dos materiais convencionais. Os cristais fotdnicos
(metamateriais 6ticos), por exemplo, apresentam indice de refracao negativo, que pode ser usado para controlar
a propagacdo da luz no material.

Aciistico, no caso de fluidos, e eldstico, para sélidos, se referem as vibragdes com frequéncias entre 20 Hz e
20 kHz, enquanto que fondnico se refere a frequéncias extremamente altas (centenas de GHz a THz).

4
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| FOTONICA || ELETRONICA || FONONICA
féton (béson) elétron (férmion) fénon (béson)
ondas EM particula ondas Mecénicas
laser (1960) transistor (1948) alto-falante (1924)
fibra dtica (1970) diodo tanel (1957) microfone (1977)
opto-eletrénica | acustico-eletrénica
Il REVOLUGCAO
INDUSTRIAL
microeletrénica (1960)
nanoestruturas (1980)

METAMATERIAIS (1990}

Cristais Fotdnicos Cristais Fonénicos

Op(lca Transformacional Aclstica Transformacional
- guia de ondas - guia de ondas
- manto de invisibilidade - manto de invisibilidade

Figura 1.4 — Esbogo das tecnologias em Fisica de Estado Sélido.

Os primeiros trabalhos na drea de cristais fondnicos mostraram que a modificacdo na
relacdo de dispersdo surge principalmente devido ao contraste nas propriedades fisicas entre
as inclusdes e a matriz, assim como a geometria, forma e fator de preenchimento das inclu-
soes [14-20]. A dispersdo também € influenciada pela natureza fisica da matriz/inclusdo, que
pode ser: sdlido/sélido, fluido/fluido, sélido/fluido ou fluido/sélido. Por exemplo: em sdlidos,
os gaps sao mais favordveis quando ocorre a combinagdo de inclusdes de alta densidade em
um meio de baixa densidade; em fluidos, gaps sdo mais favordveis para inclusdes de baixa

densidade em um meio de alta densidade.

Virios estudos consideraram também inclusdes: ocas [21,22]°, revestidas [23], rotacio-
nadas [24], ferro-elétricas [25] e magneto-eldsticas [26], entre outras. Estas estruturas oferecem
ainda mais versatilidade para se modular o band gap nas vibragdes mecanicas. Zhang e Cheng,
por exemplo, estudaram experimentalmente a transmissdo acustica em um cristal fononico de
trés componentes, composto por uma matriz de resina de epéxi com inclusodes de ferro revesti-
das por borracha. Eles demonstraram que band gaps sdo maiores em cristais fononicos de trés
componentes do que em estruturas de duas componentes, propondo assim o uso de inclusdes

revestidas como uma alternativa para alargar o gap em cristais fondnicos [23].

As aplicacdes dos cristais fondnicos sdo diversas: filtros, diodos e colimadores (guias)
para ondas mecanicas; aperfeicoamento de transdutores (conversores opto-mecanicos, por exem-
plo); controladores de ruido e escudos de vibracdes. Aplicagdes com efeitos do tipo lente Sticas
também sdo possiveis, tornando os cristais fondnicos potenciais dispositivos que oferecam o
mesmo nivel de controle sobre o som que espelhos e lentes oferecem sobre a luz. Em ana-
logia com 6tica, todas essa drea de pesquisa vem sendo chamada de Aciistica Transformacio-
nal [4,27].

O diodo, por exemplo, é um dispositivo fundamental em eletronica pois permite a cor-

> O trabalho de Vasseur ef al. [21] estuda inclusdes ocas usando Diferencas Finitas, enquanto que Arantes e

Anjos [22] utilizam o método de Expansdo em Ondas Planas.
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rente elétrica passar em uma direcdo, mas ndo na direcdo oposta. Sua contrapartida acustica,
o diodo acustico [28], permitiria a transmissdo unidirecional do som e € o primeiro passo na
construcdo de dispositivos acusticos mais complexos. Outra aplicacdo dos PnC € a barreira
acustica [29]. A ideia € usar a estrutura para guiar as ondas acusticas ao redor dos objetos tal
que os mesmos permanecam camuflados e indetectaveis por ondas sonoras. Tais metamateri-
ais podem ser usados como isolantes de som em estudios e construgdes, controle ambiental de

ruido [30], tornar navios invisiveis ao sonar, ou mesmo criar escudos contra ondas sismicas [31].

Devido a conveniéncia experimental, os primeiros trabalhos se limitaram a estruturas
de escala milimétrica, como por exemplo, um arranjo de cilindros metdlicos imersos em ar ou
agua. O espectro de frequéncias proibidas para as ondas mecanicas nessas estruturas vao de
KHz até MHz [32-34]. Pesquisas mais recentes reportaram a fabricacdo de cristais fondnicos
hipersdnicos com intervalo de frequéncias proibidas atingindo a regido de GHz e THz [35-37].
Gorishnyy et al fabricaram um micro PnC operando a altas frequéncias (w ~ 1 GHz) usando
litografia de interferéncia [35]. O PnC era formado por uma rede triangular de buracos, com
periodicidade @ = 51,36 wm, em uma matriz de epoxi. A relagdo de dispersao dos fonons foi
caracterizada por espalhamento (de luz) Brillouin. Estes avang¢os vem possibilitando o desen-
volvimento de uma nova engenharia de band gap, o que estd diretamente relacionado com o

controle do fluxo de calor e a emissdo coerente de fonons [2, 38—4 1], por exemplo.

Com o advento dos micro-cristais fononicos operando a frequéncia de GHz, os chama-
dos cristais foxénicos tem ganhado crescente aten¢do. Eles sdo micro-estruturas que apresentam
tanto band gaps fondnicos como fotdnicos [42]. Da perspectiva dos cristais fotdnicos, muitos
dispositivos foram propostos para permitir a constru¢do de cavidades Gticas, guias de ondas,
ressonadores high-Q, filtros polarizadores, lentes e super-prismas. Por exemplo, Prather ef al
demonstraram experimentalmente autocolimagdo da luz em cristais fotonicos construidos em
placas de Silicio, propondo assim uma alternativa para guias de onda em cristais fotonicos sem
a necessidade de introduzir defeitos ou lacunas [43]. Lin et al propuseram uma lente de cristal
fotdnico que acopla a radiacdo THz em dispositivos integrados de Silicio. Um eficiéncia de 45
% foi demonstrada experimentalmente [44]. Wong e Morales demonstraram um aumento na
eficiéncia fotocorrente de um dispositivo de nanotubo de carbono eletromagneticamente aco-
plado a uma estrutura fotonica de GaAs, o que tem aplicacdo no aumento da intensidade de
luz infravermelha em um nanotubo para uma melhor conversdo de energia [45]. Combinando
estas possibilidades com gerenciamento dos fonons podemos vislumbrar uma nova 4rea onde é

possivel manipular luz, som e calor em sistemas micro-eletronicos.

Dentre os métodos usados para se estudar as ondas mecanicas nos cristais fondnicos
destacamos trés que vem sendo usados desde os primeiros trabalhos em cristais fotonicos e
fononicos: o método de Expansdao em Ondas Planas [14—-16], o método dos Elementos Finitos

[46] e o método de Diferencas Finitas no Dominio do Tempo [47,48].

Os métodos tedricos utilizados na obtencdo do espectro de baixas frequéncias dos fo-
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nons se baseiam na teoria cldssica de elasticidade e utilizam uma equagdo generalizada de
onda. Esta equacdo pode ser parametrizada para ser usada tanto em macro como em micro-
cristais fondnicos adotando uma mudanga de escala na frequéncia @ por um fator adimensional
Q = wa/27cy, onde a é o parAmetro da rede fondnica e ¢y é uma velocidade de propagacio
efetiva no meio [14,49]. Assim, podemos dizer de maneira simplificada que estruturas fondni-
cas com periodicidade de metros, milimetros e micrometros apresentam gaps de frequéncia em
kHz, MHz e GHz, respectivamente. Em comprimento de sub-micron, onde a hipétese de meio
continuo deixa de ser valida, a teoria cldssica € inadequada uma vez que efeitos quanticos nao
deveriam ser negligenciados a principio. Efeitos ndo-locais [50] e de superficie/interface [51]
ja foram considerados em cdlculos de estrutura de bandas em cristais fondnicos, mostrando
desvios dos resultados cldssicos. Contudo, mesmo em alguns casos quanticos a teoria cldssica
pode ser aplicada com bons resultados. Podemos citar Akatyeva e Dumitrica, que estudaram a
influéncia de deslocagdes rotacionadas na estabilidade e propriedades de nanofios e nanotubos.
Eles notaram que a existéncia de nanoestruturas torcidas, quando seus didmetros aumentam
acima de um tamanho critico da ordem de poucos espacamentos entre os dtomos, pode ser

descrita muito bem usando a teoria de elasticidade linear para torsdo Eshelby [52].

A modifica¢do na densidade de estados de fonons introduzida pelos cristais fondnicos
tem um impacto significante em propriedades como o calor especifico, velocidade de grupo e ta-
xas de espalhamento (tempo de vida) dos fonons. Estas propriedades determinam a capacidade
do sélido transportar calor, sua condutividade térmica. Hopkins et al verificaram experimen-
talmente a redugdo da condutividade térmica em cristais fondnicos baseados em silicio usando
a técnica de termo-reflectancia no dominio do tempo [38]. Os valores medidos sdo uma or-
dem de magnitude menor que os valores do bulk Si. Nos ultimos anos, outros trabalhos tem
reportado, experimental e teoricamente, grande redu¢do na condutividade térmica em cristais
fononicos baseados em Silicio a temperatura ambiente (ver [ 1,53,54] e referéncias dentro). Isto
representa uma alternativa na reducdo da condutividade térmica além da forma tradicional, que

emprega a dopagem de nanoparticulas e impurezas.

Analogamente ao caso sonico, um cristal fondnico pode agir como um isolante, um
filtro, ou um guia de fluxo de calor, o que pode ser aproveitado para diminuir a condutividade
térmica da matriz, selecionar certos canais de dissipacdo de calor, criar pontos de acumulacdo
de calor, camuflagem térmica, etc [39]. Com isso, nos ultimos anos o conceito dos dispositivos
térmicos andlogos ao circuitos eletronicos tem ganhado muito interesse, como o diodo térmico,

o transistor térmico e outras portas logicas térmicas [55].

Materiais termoelétricos também ganharam um interesse renovado com o advento dos
cristais fonOnicos. Termoelétricos sdo dispositivos que convertem energia térmica em eletrici-
dade. A eficiéncia dessa conversao pode ser descrita pela figura de mérito ZT', que é proporcio-
nal a razdo entre a condutividade elétrica e a condutividade térmica: ZT = 6S?T /k,onde T é a

temperatura, S € o coeficiente Seebeck, o € a condutividade elétrica e k é condutividade térmica
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total devido aos elétrons e os fonons. Uma forma de aumentar a eficiéncia dos termoelétri-
cos envolve a manipulagdo das propriedades eletronicas do material tal que S e 6 aumentem.
Uma forma alternativa € reduzir a condutividade térmica da rede, sem afetar as propriedades
eletronicas, através dos cristais fondnicos. Isto representaria um aumento na performance de

dispositivos tais como refrigeradores de Peltier e geradores de energia.

Maldovan [39] propds uma nova forma de se controlar o transporte térmico usando fer-
mocristais, que essencialmente é um cristal fondnico onde a matriz € uma liga semicondutora
dopada com nanoparticulas. Os calculos consideraram uma liga de SigoGep dopada com um
concentracdo de 10% de nanoparticulas de Ge com dimensdes de em torno de 1nm. A ca-
racteristica dos termocristais € reduzir a contribuicdo dos fonons de frequéncias mais altas e
também frequéncias mais baixas, concentrando a propagacio de calor numa faixa intermediaria

especifica.

Estudos recentes mediram pela primeira vez a condutancia térmica em um cristal fond-
nico 2D a temperaturas de sub-Kelvin [56]. Os experimentos foram realizado abaixo de 1 K,
o que reduz enormemente a populacdo de fonons, fazendo apenas os de mais baixas frequén-
cias (em torno de dezenas GHz) participarem do transporte de calor. Tais temperaturas foram

alcancadas em um refrigerador de diluicdo 3He —*He.
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Estrutura da Tese

Os objetivos desta tese sdo calcular a estrutura de bandas e a condutividade térmica dos

fonons em um cristal fondnico 2D. Para este fim, dividimos a tese da seguinte forma:

No capitulo 2 apresentaremos a teoria de elasticidade linear e deduziremos a equagdo
generalizada de onda, que descreve a propagacdo das vibragdes mecanicas na aproximagao de
meios continuos. A seguir desenvolveremos o método de Expansdo em Ondas Planas e calcula-
remos a estrutura de bandas dos fonons acusticos para um meio sélido com inclusdes periddicas.
Resultados numéricos sdo dados para uma micro estrutura fondnica formada por inclusdes de
carbono imersos numa matriz de baixa impedancia acustica. Variacdes na topologia das inclu-
soes, tipos de rede e composi¢do dos materiais serdo consideradas. Nosso estudo de inclusoes
ocas e sua influencia na estrutura de bandas constitui uma abordagem original dentro do mé-

todo de Expansdo em Ondas Planas.

No capitulo 3 estudaremos a condutividade térmica cumulativa no regime de baixas
temperaturas (sub-Kelvin) para as estruturas vistas no capitulo 2. A Teoria de Transporte de
Boltzmann € discutida com énfase no transporte coerente de fonons e a equacdo de condutivi-
dade térmica € deduzida. Os resultados numéricos incluem uma anélise do espectro de baixa
frequéncia que contribui para o transporte de calor e o papel da densidade de estados, velocidade

de grupos e band gaps na condutividade térmica para temperaturas abaixo de 1 K.

No apéndice A apresentaremos em detalhes o cédigo Fortran desenvolvido por nés para
o célculo de estrutura de bandas e condutividade térmica dos cristais fononicos. No apéndice B

apresentaremos os dois artigos que resultaram dessa tese:
A. Arantes and V. Anjos, RSC Adv. 5, 11248 (2015).

A. Arantes and V. Anjos, submitted to Modelling and Simulation in Materials Science
and Engineering (2015).
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CAPITULO 2

ESTRUTURA DE BANDAS DOS
CRISTAIS FONONICOS

2.1 Teoria Classica de Elasticidade

Com a teoria da elasticidade podemos estudar as perturbacdes mecanicas num meio
através da equacdo de onda generalizada em regime linear eldstico. Mostraremos como isso é

possivel partindo do modelo atdmico discreto.!

O modelo basico que descreve o comportamento dos dtomos em um soélido € a aproxi-
macao harmonica, que considera os 4tomos vibrando em torno de suas posi¢oes de equilibrio
de uma forma andloga ao oscilador harmdnico. A menos de uma constante, a energia potencial
para um sélido de N atomos pode ser escrito como

1 N

Vs Vii(p,q)ui(p)u;(q) (2.1)
Pq=1

onde V;;(p,q) é uma derivada segunda de V e u;(p) € o campo de deslocamento na dirego i para
um 4tomo na p-ésima célula unitdria.> Com isso, a equacio de movimento para cada dtomo de

massa m fica
m(p)iii(p) = — Y Vij(p.q)u;(q) - (2.2)
q

No espago dos momentos esta equacio € escrita como uma equagdo de autovalores e o problema
se resume a diagonalizar uma matriz 3N x 3N, sendo 3 os graus de liberdade e N o nimero de
atomos no s6lido. Como N é extremamente grande essa abordagem pode se tornar inadequada
para descrever todos os d&tomos de um sélido. Em alguns casos, uma solucdo possivel é consi-

derar a super célula, que é o conjunto de vdrias células unitarias.

Tipicamente as vibragdes nos solidos atingem frequéncias da ordem de THz, porém

nos interessa nesse trabalho o regime de GHz, onde as vibracdes tem comprimento de onda

1
2

Uma abordagem detalhada sobre o assunto pode ser encontrada nas referéncias [57, 58].
Neste trabalho adotaremos a convengdo de soma sobre indices cartesianos (i = x,y,z = 1,2, 3) repetidos.
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da ordem de micrometros. Isso significa que a amplitude de vibracdo desses modos variam
lentamente ao longo de dezenas até milhares de células unitarias. Como resultado, o desloca-
mento u;(p) pode ser expandido em torno da posic¢do de equilibrio da g-ésima célula unitéria

localizada em R,
ui(p) ~ui(q) + Ry, —Ry] - Vui(r)

r=R,

Podemos mostrar assim [57] que o potencial na eq. (2.1) fica

V = %/dSr Cijmn(r)aiuj(r)amu"(r) )

onde C;jun € definido como o tensor rigidez eldstica. Localmente, esse potencial resulta na

seguinte equagdo de movimento
P (r)iii(r,t) = ;[ Cijmn (X) Ot (r,1) ] (2.3)

sendo p a densidade do meio. Esta é a equacdo central da teoria cldssica de elasticidade. E
uma equacdo de onda generalizada que descreve as perturbacdes mecanicas em um meio con-
tinuo onde a aproximacdo de vibracdes de grandes comprimentos de ondas pode ser aplicada.

Dizendo de outra forma, a eq. (2.3) dé a dispersdo dos fonons de baixa frequéncia (< 1 THz).

Em meios anisotrépicos, i.e., meios em que as propriedades fisicas dependem de uma
dire¢do, pode-se mostrar, usando andlise de simetrias, que o tensor de quarta ordem C;jp,, de
81 componentes, é reduzido a um tensor de segunda ordem Caﬁ, de 36 componentes, onde
a,B =1,2,....6.° Outras consideracdes de simetria reduzem o nimero de coeficientes inde-
pendentes ainda mais. A simetria no tensor de rigidez eldstica requer que Cop = Cgq. Além
disso, dos 36 coeficientes, seis sdo diagonais (i = j) e trinta ndo-diagonais (i # j), sendo que
desses ultimos, apenas metade sao independentes. Assim, para um s6lido com anisotropia elds-

tica linear existem 6 +30/2 = 21 coeficientes independentes:

Cii Cin Ci3 Cis Ci5 Cig
Cn C3 Cy Cs Gy
C33 Ca G35 Cie

Cyqs Cy5 Cyge

Css Cse

Co6

Os 21 coeficientes Cyg sdo determinados pelas condig¢des de simetria nas diferentes
estruturas cristalinas. As estruturas mais simples sdo os sistemas cubicos e isotropicos, onde o

numero de constantes elédsticas independentes sao reduzidas de 21 para 3 e 2, respectivamente.

3 Estaéa notacdo de Voigt. Os pares de indices 11, 22, 33, 23, 13,12 do tensor Cjj ;, s30 substituidos por 1, 2,

3,4, 5, 6, respectivamente, formando o tensor Ca/;. Por exemplo, Cy1 33 — Ci3 € C1221 — Cep.
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O tensor rigidez eldstica para estruturas de simetria cibica tem a forma

Cih Cp Cp 0 0 O
Chi Cip O 0 0
c Ch O 0 0
o = Cu 0 0
Cy O

Cuq

Em materiais isotrépicos, i.e., onde as propriedades fisicas nao tem direcdo privilegiada,
existem duas constantes eldsticas independentes, Cj; € Cyq, sendo Cj; = Cyo + 2C44.* Uma

notacdo conveniente do tensor rigidez eldstica para meios isotropicos é
Cijmn = l5ij5mn + .u(51m5m + 5in6jm) ’ (2.4)

onde §;; é o simbolo de Kronecker, A = Cj, e it = Cy4 sdo chamados de coeficientes de Lamé.
Mais precisamente, i é o médulo de cisalhamento e A é uma combinagdo de dois pardme-
tros mecanicos como modulo bulk, mdédulo elastico, mdédulo de cisalhamento e coeficiente de
Poisson. Para meios homogéneos, onde Cy g independe da posicdo, tem-se Cpg = cte. Caso

contrdrio, para meios ndo-homogéneos, Co5 = Cpp(r).

A propagacdo de ondas mecanicas em um meio se da pela transmissdo de energia das
vibragdes das particulas que constituem esse meio. Vamos dar um exemplo simples: considere

um meio isotrépico e homogéneo. Levando a eq. (2.4) na eq. (2.3) obtemos
pi=(A+u)V(V-u)+uVviu.

Para uma deformacéo se propagando no eixo x, u;(r,t) = u;(x,t), a equagio anterior se desaco-
pla em trés equacdes bem conhecidas
(82 182) 0 (az 182) (az 1a2) 0
=5 5533)=0; (55—-—533)uy,=0; (55——==3)u:=0;
x> ¢} or? h ox* 2o’ oxr 2 o2’

onde ¢y = \/W ecr = \/F sdo respectivamente as velocidades de propagacao
longitudinal (vibragdo paralela a direcdo de propagacdo) e transversal (vibragdo perpendicular
a dire¢do de propagacdo). Assim, as propriedades do meio que determinam a velocidade de
propagacdo de uma onda mecénica sdo a inércia e a elasticidade. A elasticidade do meio da

origem a forcas restauradoras e a inércia determina como o meio responde a tais forgas.

Veremos na proxima sec@o que a estrutura estudada neste trabalho constitui um meio
anisotropico e periédico, i.e., p(r) = p(r+R) e Cijun(r) = Cjjmn(r +R), sendo R o vetor que

mapeia a rede periddica de inclusdes.

4 A maioria dos agregados policristalinos podem ser tratados dessa forma.
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2.2 Método de Expansao em Ondas Planas

Desenvolveremos a seguir o cdlculo de Expansdo em Ondas Planas, que é baseado no

teorema de Bloch e na série de Fourier, a fim de solucionar a equacdo de onda generalizada
p(r)zii(r,t) = 8j[C,-jmn(r)8mun(r,t)} , (2.5)

e determinar a relac@o de dispersdo (w x K) para um cristal fononico.

Nosso ponto de partida € expandir o vetor deslocamento usando o teorema de Bloch e a

aproximac¢do harmonica,
' _—iot j L i(k+G)r
w(rit)=e Zuk+Ge( AN
G

onde k € um vetor de onda da primeira zona de Brillouin e G é um vetor da rede reciproca que
vai de 1 até Npwy, o nimero de ondas planas usadas na expansdo. Expandindo também p(r) e

Cijmn (r) em serie de Fourier, podemos reescrever a eq. de onda como

—0*p()ui(r) = 9;[Cijmn(r)Omitn(r)]

—w? Zp //e’G T Z u k+G = 0 chjmn iG"r ' Z uz+Gei(k+G).r
G// G// G
—0” Y. Pt @ TN = = Y O (k4 G+ G j(k+ Gt e KT ETET
G'G G'G
tomando G +G” — G/,
_wz Z pG’qu;g+Gei(k+G/).r _ Z Cljmn k—|— G/) (k—|— G)muk+Ge i(k+G')r
GG GG

Note assim que a equagdo diferencial se transforma em uma equacgao de autovalor:

0?*pe gk = CO"(k+G);(k+G)uul g (2.6)
5
Ouyg = TGouis
onde definimos T, . = p_! C” " (k+G’) j(k+G),. Os autovalores w* correspondem a dis-

persdo @ (k) enquanto que os autovetores correspondem ao campo vetorial dos deslocamentos

u;. Nesta tese vamos nos limitar ao cdlculo dos autovalores somente.

Em forma matricial, a eq. (2.6) fica

1 11 1
UG L' FG’G FG’G Uy G
2 2 _ 23 2
o uk+G - FG/G FG/G FG’G uk+G . (27)
3 3
UWerG FG’G Ty GG FG’G UerG

Note que as equagdes (2.6) e (2.7) sdo representacdes no espaco de Fourier da equacio

diferencial (2.5), e constituem solucdes gerais para as vibracdes mecanicas se propagando num
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meio de impedancia acustica periddica. A fim de seguir adiante nos cdlculos, temos de especi-
ficar:

i) as caracteristicas do meio elastico, que definem a forma de C;jiu, € FG,G;

ii) a propagacao e as polarizac¢do das vibragdes, e a geometria da rede fononica, que define G;

iii) os coeficientes de Fourier e a geometria das inclusdes e células unitarias.
Vamos agora discutir cada uma dessas questdes.
i) Anisotropia do Meio

Seja k = (ky,ky,0) e G = (Gy, Gy,0) vetores da rede reciproca definidos no plano de
periodicidade xy. A expansdo dos termos F’g,c para um meio anisotropico tem a seguinte forma

geral:’

pI'™ = C'""(k+G)1(k+G) 1 +C"*"(k+G) (k+G),
C?"(k+G)2(k+G)1 +C?"(k+G')z(k+G),

Usando a notagdo de Voigt (ver rodapé na pig.18) tem-se

pr'l = C'(k+G')i(k+G)i +C(k+G)i (k+G)s
COl(k+G)r(k+G); 4+ C®(k+G)a(k+G)a

pr'2 = C'(k+G)i(k+G); +C*(k+G)i(k+G)
COK+G)a(k+G); +C%2(k+G)r(k+G),

pr3 = CB(k+G)i(k+G)i +C*(k+G') (k+G),
S(k+Gy(k+G) +C*k+G)r(k+G),
prel = Ok +G')i(k+G); +C%(k+G')(k+G)
C?'(k+G)r(k+G); +C*(k+G)a(k+G)a

pIr2 = C(k+G)i(k+G)i+C2k+G)i(k+G),
(k+G)2(k+G)y )2(k+G)
(k+G)i(k+G)y J1(k+G)
(k+G)a(k+G)y J2(k+G)
(k+G')1(k+G),; Ni(k+G)
(k+G)a(k+G),; J2(k+G)
(k+G')i(k+G); Ji(k+G)
(k+G)2(k+G)y )2(k+G)
(k+G)i(k+G)1 + J1(k+G)

)

aQ

CO(k+G)a(k+G); +C2(k+G ) (k+G),
pI® = CBk+G)(k+G)+C*k+G)(k+G)s
B(k+G)r(k+G) +C**(k+G)a(k+G),
S k+G)(k+G); +CP(k+G)(k+G),

CH(k+G)a(k+G); +C*¥(k+G' ) (k+G),
pI?? = COk+G)(k+G) +C%k+G)(k+G),

COK+G)r(k+G); +CP(k+G ) (k+G),
pIr?? = C¥k+G)(k+G); +C*k+G)(k+G),

CHk+G )y (k+G) +C*(k+G)a(k+G); .

Por simplicidade, omitimos os indices dos coeficientes de Fourier nestas equagoes.

aQ

pr3 —

a

5
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{a) [{3]

Figura 2.1 — Exemplos de estruturas fondnicas bidimensionais. a) Rede quadrada de inclusdes imersas em ar. b)
Rede triangular de inclusdes de ar dentro de uma matriz de alta densidade.

Para meios isotrépicos, podemos aplicar diretamente a transformada de Fourier da eq.
(2.4) na eq. (2.6). Obtemos entdo

0*pe gty = [Ao—c(k+G)i(k+G),+ Ug_c(k+ G )u(k+G)] ul g
+ [t —ck+G);i(k+G)|uf,c . (28)

ii) Cristais Fononicos Bidimensionais

Um cristal fondnico bidimensional (2D) € periédico em duas dimensdes e uniforme na
terceira dire¢do. Um exemplo é mostrado na Fig. 2.1, que consiste de um arranjo de inclu-
soes periddicas ao longo do plano xy e homogéneas e infinitas na dire¢do z. A condi¢do de
extensao infinita em uma das dire¢des ndo representa um restri¢ao na pratica. Estudos em cris-
tais fondnicos com inclusdes de comprimento finito (por exemplo: placas, membranas ou filme
finos) mostraram que a estrutura de bandas se aproxima das dos cristais fondnicos 2D ideais
quando a extensao da estrutura ao longo da direc@o z € da ordem de algumas dezenas de vezes

o parametro de periodicidade da rede [59].

Consideraremos uma estrutura de periodicidade bidimensional com as ondas mecanicas
se propagando no plano de periodicidade xy. Assim, k = (ky,ky,0) ¢ G = (G, Gy,0). Veremos
a seguir que as vibragdes ao longo das dire¢des X e Y se acoplam, por isso tais vibragdes sao
chamadas de modos longitudinais-transversais, ou modos XY, e as vibracdes polarizadas no
sentido do eixo z sdo chamadas de modos transversais, ou modos Z. Explicitamente, cada uma

das componentes cartesianas da eq. (2.8) possui a seguinte forma:®

Polarizag¢do no eixo x:
0’ =p~ ' [(A+p)(k+G)(k+G)+p(k+G)j(k+G);]u*

P A+ Gkt G)y + p(k+ G)y(k +G)]

=T + T

Por simplicidade, omitimos os indices dos coeficientes de Fourier nestas equagdes.
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Polarizagdo no eixo y:

o’ =p ' [(A+p)(k+G)y(k+G)y+ p(k+G)(k+G);] u
P AK+G)y(k+ G+ u(k+G)i(k+G)y) u*

=TI +T70 .
Polarizagdo no eixo z:
o't =p ' [u(k+G);(k+G);]ut =T%u .

Em forma matricial, o problema se resume em diagonalizar uma matriz em bloco de
ordem 3Npw X 3Npw. Fica claro nas equacdes abaixo que as vibragdes no plano xy (modo

acoplado XY, bloco superior) estdo desacopladas das do eixo z (modo transversal Z, bloco

inferior),
Ut e Teg O Uit
o’ i | =| Toe Toe O G (2.9)

Cada vetor de onda k resulta em um conjunto de Npw autovalores para o modos transver-
sais € 2Npy para os modos acoplados. A escolha apropriada para os vetores de onda k depende
da geometria e das dire¢des de maior simetria da rede de inclusdes na estrutura, que sao anali-
sadas através da rede de Bravais. Uma rede de Bravais bidimensional consiste de um nimero
infinito de pontos mapeados no plano pelo vetor R = nja; + nya;, onde ny,n; sio inteiros e
aj,a, sdo vetores primitivos da rede direta que formam a célula unitdria primitiva, a unidade
basica de periodicidade da rede de Bravais. A rede reciproca (rede de Bravais no espaco de
vetor de onda) é formada pelo conjunto de vetores G tal que exp(iG - R) = 1 para qualquer R,
o que implica G - R = 27n, onde n é um inteiro. A rede reciproca € mapeada pelos vetores
G = n|g, +nhg,, sendo n',n) inteiros e g;,g, vetores primitivos da rede reciproca definidos
pelarelacdo a;-g; = 21d;;. A célula basica de periodicidade no espago reciproco é chamada de
primeira zona de Brillouin (19BZ). As simetrias da 1BZ reduzem os valores de k a uma regido

chamada de zona irredutivel.

Em duas dimensoes as redes de Bravais de maior simetria sdo a rede quadrada e a
rede hexagonal (triangular). Como mostrado na Fig. 2.2a e 2.2b, os vetores primitivos da
rede quadrada sdo a; = ai e a = aj, e os vetores da rede reciproca sdo g, = 27”i eg = 27”j,
onde a é o pardmetro de rede. No espaco reciproco, a primeira zona de Brillouin da rede
quadrada é um quadrado de lado 27 /a. Devido a simetria da rede, é necessdrio calcular apenas
a estrutura de bandas dentro de 1/8 desta zona: a regido triangular de vértices '’XM na Fig.
2.2b. Todos os outros vetores de onda podem ser mapeados dentro desta zona irredutivel por
operacdes de simetria que incluem rotagdo de 90 e reflexdo. Os vetores de onda nos vértices

sdo denominados XM, onde I = (0,0), X = (n/a,0) e M = (n/a,/a).
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Figura 2.2 — Rede quadrada no espago real (a) e reciproco (b). Rede triangular no espago real (c) e reciproco
(d). Em (b) e (d), a regido hachurada € a primeira zona de Brillouin e a regido escura € a zona de
Brillouin irredutivel.

Para a rede triangular, Fig. 2.2c e 2.2d, uma escolha apropriada de vetores primitivos
éa=aiea = ‘7’(1 + \/§J) onde a € o parametro de rede. Os vetores da rede reciproca
sdo g| = 27”(1 — \%J) eg = % J- A zona de Brillouin correspondente ¢ um hexdgono de lado

4m/3a. A zona irredutivel é formada pelo triangulo I'KM e representa 1/12 da zona de Brillouin.
Os vetores de onda nos vértices sio I' = (0,0), K = (27 /3a,2n/v/3a) e M = (0,27//3a).

iii) Calculo dos Coeficientes de Fourier

Calcularemos a transformada inversa de Fourier da densidade p(r) e do tensor Cyg(r),
denotados daqui para frente pela fungdo genérica o(r). Seja entdo a(r) = (p(r), Cop(r)),
com coeficiente de Fourier 0, = (pg, C) definidos pela integral sobre a drea da célula unitaria
Q =A+B, sendo A a drea da inclusdo (onde ¢ (r) = o) e B o restante da drea da célula unitdria
(onde a(r) = op),

oG =Q! o(r)e 6%y .
A+B

Dois casos devem ser considerados: G =0 e G # 0. No primeiro caso,

OG—o = Q! a(r)dzr = (XAQ_l/dzr—i—OCBQ_l/er = ouf+op(l—f),
A B

cell

onde f =A/Q é o fator de preenchimento, definido pela drea de sec¢@o reta da incluséo relativo

a area da célula unitaria. No segundo caso,
dor = @ e ST Q! [ e iSra
A B
= (oa+op— (XB)Q_]/E_iG'rdzr-l- OCBQ._I / e 6T %y
A B

— ()@ [P [ Oy
A A+B

A segunda integral se anula quando avaliada sobre toda célula unitdria. Isso pode ser visto
mais facilmente em 1D. Seja uma célula unitaria de comprimento a mapeada pelo vetor da rede

G =27n/a, onde n é um inteiro ndo nulo. Assim,

/0 " iG% gy — (=iG) (e 9 — 1) = (—i2zn/a) (e PP — 1) =0.
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Voltando para o coeficiente de Fourier,
0G0 = (g —op)Q ! [ e CTd?r = (ay — o) F (G
G0 = (04 — Op € r=(oq—ap)F(G),
onde F(G) é uma fung@o de estrutura definida sobre a drea da inclus@o. Portanto os coeficientes

de Fourier tem a seguinte expressao:
oG = 666(;’() —|—AOCF(G # 0) , (2.10)

onde & = aa f + 0p(1 — f) e Ao = oy — ap. Note que o desenvolvimento dos coeficientes até
aqui € geral. Vamos agora particularizar a geometria da rede e a forma das inclusdes.

a) Inclusoes de seccdo reta circular:

Considere um arranjo periddico de inclusdes formando uma rede quadrada de drea Q =
a?, de forma que as inclusdes tenham secdo reta circular com raio externo R, raio interno r, e
drea A = (R? — r?). O fator de preenchimento é dado por f = TR?*[1 — (r/R)?]/a*. Note que
para um circulo de raio R inscrito num quadrado de lado a, o fator de preenchimento méximo
ocorre quando R =a/2 e r =0, que resulta em f = 0.785. A fung¢@o de estrutura, avaliada sobre

a area da célula unitaria, fica

R r2m y R
F(G) = Q! / / e 10 0q0d4 = Q! / 2mr Jo(Gr')dr'
r JO r

2 [GR 21T GR
= Q_Gz/ ZJ()(Z)dZ— Q_GZZJI (Z) Gr
= 27T—R2 [ (GR)— ~J (Gr)](GR)™! (2.11)
- o) 1 R 1 ) .

onde J; ¢ a fungdo de Bessel de primeiro tipo e G = |G| = (27/a)(n? +n )1/2

A célula primitiva de uma rede hexagonal é um losango perfeito’ de lado a (Fig. 2.2¢)
e drea Q = /3a? /2. Para uma inclusdo de seccdo reta circular de raio R numa rede hexa-
gonal o fator de preenchimento é f = 27R> / V3a%, com R € [0, \/§a/ 4], tal que o fator de
preenchimento maximo (circulo inscrito num losango) seja f = 0.680. A funcdo de estru-
tura é F(G) = 2nR*Q~'J;(GR)/GR. Para rede hexagonal, G = 2& = nad + \[(Zny ny)j| e
G = 27r[ +1 (Zn ) ]1 /2'

a

b) Inclusées de secc¢do reta quadrada:

Seja um arranjo de inclusdes de sec¢do reta quadrada de lado 2/ formando uma rede
periddica quadrada mapeada pelo vetor da rede reciproca G = Gyi+ Gyj . A célula unitdria tem
drea Q = a® e fator de preenchimento f = (2//a)?, com 21 € [0,a] e f € [0,1]. A funcio de

estrutura fica

F(G) = Q° / / (Gt Gy) gy

—iGyx || e~ Gy 1 sen(G l) sen(G l)
—zan - —laGy Gyl Gyl

Losango formado pela unido das bases de dois triéngulos equilateros.

7
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A mesma inclusdo de seccdo reta quadrada numa rede triangular, tem célula unitdria
de drea Q = \/3a?/2, fator de preenchimento f = 2(21)?/v/3a?, com 21 € [0,v/3a/(14++/3)),
tal que o fator de preenchimento méximo (quadrado inscrito num losango) seja f = 0.464. A
fungao de estrutura é dado por F(G) = fsen(Gyl)sen(Gyl) /(G IGyl).

2.3 Estrutura de Bandas - Resultados Numéricos

Discutiremos nesta secao os resultados do célculo de estrutura de bandas em cristais
fondnicos bidimensionais. Consideraremos duas combina¢des de materiais dependendo do
contraste na densidade e elasticidade entre a matriz e as inclusdes. O primeiro caso serd o
de contraste moderado, como por exemplo inclusdes de carbono (ou outro material de densi-
dade e elasticidade parecida) em uma matriz de epoxi. No segundo caso, consideremos um
contraste alto. As mesmas inclusdes de carbono estardo agora num meio de densidade quase
dez vezes menor, como alguns tipos de resina epdxi, madeira balsa ou espuma de polietileno.
Um contraste ainda maior pode ser obtido usando inclusdes metdlicas ou de Tungsténio, um
dos metais mais duros na natureza. Com respeito a geometria das inclusdes, analisaremos duas
configuracdes de redes bidimensionais, quadrada e hexagonal, e dois tipos de secdes retas,

quadrada e circular, com esse ultimo caso incluindo também inclusdes ocas.

Os célculos numéricos de estrutura de bandas foram desenvolvidos com o uso do com-
pilador GFortran [60] e rotinas numéricas de diagonalizacdo [61]. A descri¢do do algoritimo se
encontra no apéndice A. Foi utilizado Npy = 169 para o nimero de ondas planas na expansdo da
eq. de onda generalizada que, através de extensivas simulagdes, demonstrou uma convergéncia

satisfatoria para as relagdes de dispersao.

2.3.1 REDE QUADRADA

2.3.1.1 Contraste Moderado Inclusao/Matriz

Consideraremos a seguir um contraste moderado na impedancia entre as inclusoes e
a matriz. Os parimetros materiais sdo: para o Carbono p = 1800 kg/m>, A = 130 GPa e
1 = 88 GPa; para o Epoxi p = 1100 kg/m>, A = 6 GPa e u =2 GPa.

° Inclusoes de Seccao Reta Circular

Os parametros geométricos sdo a = 1 um para a periodicidade das inclusdes, R = (0,1 —
0,5)a para a variagdo do raio das inclusdes cilindricas e r = (0,1 — 0,4)a para a variacdo do

raio interno no caso de inclusdes ocas.

A Fig. 2.3A apresenta a estrutura de bandas para um sélido homogéneo (dispersao
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Figura 2.3 — A) Dispersdo dos fonons no bulk usando o modelo de rede vazia. O inset mostra a 14 zona de
Brillouin e as coordenadas cristalogrificas I',X e M da rede quadrada. Em B), comparamos a
dispersdo do bulk com a de uma estrutura com inclusio de raio R = 0,2a (f = 12,6%).

de rede vazia).® Observamos duas polarizacdes bem definidas: uma polarizagdo longitudinal
actstica (LA) e uma polarizacao transversal acustica (TA) duplamente degenerada. Um sélido
homogéneo ndo exibe qualquer band gap a baixas frequéncias e apresenta uma dispersao quase
linear. Com isso, a velocidade de grupo v, >~ A®w/Aq fica quase constante para o primeiro
ramo da dispersdo. Podemos comparar v, com a velocidade das polariza¢des longitudinal (cz,)
e transversal (c7) obtidas para um meio isotrépico e homogéneo. De fato, tomando a dispersao

ao longo de I'X e os valores de elasticidade e densidade do meio, encontramos (lembre que

a=1um):

vIA = AT JAGHX ~ 4,236 x 107 /(/a) ~ 1,35 km/s ,
viA = Aw™ /A" ~9,472x10°/(m/a) ~ 3,02 km/s |
cr = \Jupt=1/2x 10°(1100)~ = 1,35km/s,

e = /O r2m)p = /(6+2x2)109(1100) 1 = 3,02m/s

A Fig. 2.3B apresenta uma comparagao entre o espectro de frequéncias da matriz com
o do cristal fondnico, com inclusdes de raio R = 0,2a. Note que com a inclusdo ocupando
pouco mais de 10% da célula unitéria (f = 0, 126) a dispersao se assemelha com a do bulk, mas

comeca a se alterar em torno dos pontos I', X e M.

Na Fig. 2.4A temos a relagdo de dispersdo para os fonons acusticos de polarizagdo
longitudinais-transversais (abreviadamente, modos LTA ou XY) e para os fonons de polarizacao
puramente transversais (abreviadamente, modos TA ou Z). A inclusdo é maciga (raio interno
r = 0) e tem raio externo R = 0,4a. Observamos a formacdo de band gaps na relacdo de

dispersdo para ambos os modos de polarizacio, chamados de band gaps completos. O primeiro

8 Numericamente, este resultado é obtido tomando R =~ 0 ou entdo substituindo os valores de densidade e cons-

tante elastica da inclusdo pelos da matriz.
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Figura 2.4 — Dispersio dos modos de vibragdes XY (simbolo fechado) e os modos de vibragdes TA (simbolo
aberto). Em A) R=0,4ae f =50,3%,em B) R=0,5ae f =78,5%.
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Figura 2.5 — Em A) temos a dispersdo e a densidade de estados para cada polarizagdo quando R = 0,4a. Em B)
temos a densidade de estados do bulk e do cristal fondnico para alguns valores de R.

gap completo aparece entre 11,1 GHz e 14,9 GHz, o que representa uma banda proibida de 3,8
GHz. A segunda lacuna tem largura de 1,5 GHz e o terceiro de 0,5 GHz. Existem ainda outros

dois gaps, ndo mostrados na figura, com largura menores que 0,5 GHz.

Na Fig. 2.4B temos a dispersdo na estrutura fononica quando o raio das inclusdes é R =
0,5a, que corresponde ao fator de preenchimento méximo f = 78,5%. Note como dispersao se
altera bastante em relac@o ao caso anterior. Observamos formac¢do de gaps nas estruturas com
inclusdes macicas com valores de R entre 0,30a e 0,45a. Quando R =0,4aer=(0,1—0,4)a,
observamos que: i) para r =0, la, o fator de preenchimento ainda € préximo ao caso da inclusao
macica, e a dispersdo apresenta apenas um pequeno gap; ii) quando r = 0,3a (f = 22,0%) a
dispersdo volta a se assemelhar com a da matriz homogénea. Estas observacdes mostram que
as estruturas com inclusdes ocas possuem dispersdao mais linear, proxima as do bulk, conforme

o0 raio interno se aproxima do raio externo, ou seja, quando reduzimos a ocupagdo da inclusao

na célula unitaria.
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Figura 2.6 — Dispersio de fonons para uma matriz com inclusdes de se¢do reta quadrada. Em A) [ = 0,3a e em

B) [ =0,4a.
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Figura 2.7 — Largura dos band gaps para inclusdes de secio reta circular, onde a fragdo de raio é fi = R/a e

o fator de preenchimento é f =7 ff, e para inclusdes de secdo reta quadrada, onde f; =//a e
f=4 flz, ambas com simetria de rede quadrada.

Na Fig. 2.5 apresentamos a densidade de estados de duas maneiras. Em A) temos a
dispersdo para R = 0,4a com a densidade de estados para cada modo de polarizagdo. Em B)
temos a densidade de estados total para os espectros analisados até agora, com a configura-
¢do R = 0,4a em destaque (preenchida). Note que a periodicidade das inclusdes na matriz
ndo apenas anula certos estados (band gaps), mas também diminui a densidades de estados de
forma geral. O conhecimento da densidade de estados nos permite calcular propriedades fisicas
relevantes envolvendo transporte térmico e eletronico.

° Inclusdes de Seccao Reta Quadrada

Em vez de inclusdes de secdo reta circular, agora as inclusdes de carbono tem secdo reta
quadrada de lado 2/, onde [ esta compreendido entre 0, 1a e 0, 5a.

Na Fig. 2.6 temos a dispersdo de um cristal fonénico com inclusdes de se¢do reta
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Figura 2.8 — Os modos de vibragdes XY (simbolo fechado) e os modos Z (simbolo aberto) estdo representados
no espago reciproco de uma rede quadrada de parametro a = 3 m e inclusdes de raio R = 1 wm.
Em A), o raio interno é r = 0,2R e o fator de preenchimento é f = 33,5%. Em B), r = 0,6R e
f=22,3%.

quadrada: em A) [ = 0,3a e em B) /[ = 0,4a. Note como a variacdo na largura dos band
gaps para inclusdes de sec¢do reta quadrada € bem mais sensivel a fracdo de preenchimento na
célula unitdria. Este comportamento é mostrado na Fig. 2.7, que representa as larguras dos dois
primeiros band gaps completos em fungdo do fator de raio ( f7) e do fator de preenchimento ( f).
Podemos notar que inclusdes de se¢do reta quadrada (simbolos quadrados) produzem maiores
gaps do que inclusdes de seccao reta circular (simbolos circulares) quando ambas estdo em uma
mesma geometria de rede quadrada. Este resultado concorda com trabalhos de outros autores,
que observaram que em estruturas com inclusdes de densidade maior que a densidade da matriz,
0s gaps sdo maiores quando a simetria da inclus@o corresponde a simetria da rede [62]. Uma

conclusdo andloga ja havia sido obtida para cristais fotonicos [63].

2.3.1.2 Contraste Acentuado Inclusao/Matriz

Consideraremos a seguir um contraste acentuado na impedancia entre as inclusodes e
a matriz. Os parimetros materiais para as inclusdes sdo: p = 1800 kg/m>, A = 130 GPa
e i = 88 GPua; para a matriz: p = 120 kg/m>, A = 6 GPa e u =2 GPa. Os parimetros
geométricos sdo: a = (2 —4) wn a periodicidade das inclusdes, R = 1 wm o raio externo e

r = (0,0 —0,6)R o raio interno das inclusdes.’

Na Fig. 2.8 observamos a formag¢ao de band gap na relac@o de dispersao para os modos
de polarizacdo longitudinais-transversais e para os modos de polarizacdo puramente transver-

sais. Em A), o raio interno é r = 0,2R, o fator de preenchimento é f = 33,5% e periodicidade

9 Um grande niimero de materiais podem ser tratados como isotrépicos em nivel macroscépicos. Resina de

Epoxi € um sélido amorfo e portanto isotrépico. Nossa consideracdo de que os microtubos de carbono sdo
isotrépicos é corroborada por Han et al. [64], que fabricaram tubos de carbono de raio em escala micromé-
trica, comprimento de poucos centimetros e largura das paredes indo de dezenas de nandmetros até poucos
micrometros.
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Tabela 2.1 — Fator de preenchimento para as configuragdes: R =1 um, r = (0,0 —0,6)R e
a=(2—4) um.

r(um) 00 02 04 06
a=2um, (%) 78,5 754 66,0 503
a=3um, f(%) 349 335 293 223
a=4um, f(%) 19,6 188 16,5 12,6

das inclusdes € a = 3 um. O primeiro gap completo aparece entre 4,9 GHz e 8,6 GHz, o que
representa 3,7 GHz de banda proibida. Um segundo gap aparece logo acima, de 9,4 GHz a 11,3
GHz. Para frequéncias mais altas, observa-se gaps menores chamados de gaps incompletos, i.e.,
que abrangem pelo menos um dos modos de polarizacdo. Em B), onde r = 0,6R e f = 22,3%,
existe um gap incompleto para o modo XY com largura de 1,4 GHz. E interessante notar o
seguinte: 1) os maiores gaps foram obtidos para a = 3 wm; ii) para a = 2 wm (situagdo na qual
os tubos tocam os limites da célula unitdria) nenhum gap completo aparece para qualquer que
seja o raio interno ou o fator de preenchimento, como os mostrados na tabela 2.1; iii) gaps
completos menores foram obtidos para a = 4 um. Isto mostra que quando a célula unitéria é
grande, comparada com a drea do microtubo, este nao modifica os modos vibracionais do meio

onde esta inserido.

Andlogo aos nanotubos de carbono e florestas de nanotubos de carbono, microtubos de
carbono tem o potencial para se tornarem estruturas chaves em tecnologia mesoscopicas, com
aplicacdes em emissdo de luz, ultra capacitores, células solares, sensores quimicos e bioldgicos,
etc [65-67]. Uma aplicacdo bdsica consiste em filtrar as vibragdes mecanicas. A ideia € mani-
pular o band gap e permitir que somente sinais de frequéncias desejadas passem por seu interior.
Na Fig. 2.8A, a faixa estreita em torno de 9 GHz, entre os gaps completos, € um exemplo de
um possivel filtro para vibracdes transversais. Além disso, € interessante notar que essa faixa

estreita € criada sem a introducao de defeitos na estruturas.

Trabalhos anteriores, considerando cilindros metalicos em ar, mostraram que devido ao
alto contraste na impedancia entre esses componentes, o espectro de transmissdo era qualita-
tivamente o mesmo para inclusdes cilindricas ocas e macicas [21]. Contudo, para cilindros
metdlicos imersos em dgua, o espectro de transmissdo mostrou uma dependéncia com a es-
pessura das inclusdes ocas, o que € caracterizado por um pico estreito de transmissdo e com
frequéncia ajustdvel de acordo com o raio interno [34]. Estes resultados abrangem estruturas
fononicas do tipo sélido/fluido. Nossos resultados em estruturas sélido/sélido, que suporta a
propagacao de vibracOes transversais, mostram também uma dependéncia dos band gaps com
o raio interno dos microtubos. Isto sugere que a dependéncia radial dos gaps estd relacionada

com o contraste na impedancia entre os componentes que compdem a estrutura fondnica.

A Fig. 2.9A representa o comportamento dos band gaps (conforme Fig. 2.8, para uma
estrutura onde a = 3 um e R = 1 um) em fungdo da fragdo f; = r/R. Em geral, a largura

dos gaps diminui com a espessura do tubo, ou seja, quando os tubos ficam mais finos eles
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Figura 2.9 — Comportamento dos band gaps (Fig.2.8A) em fungdo de f;. Em A) representamos as fronteiras
dos band gaps, em B) representamos suas larguras. Note que hd formacao de pelo menos um gap
completo desde que os tubos tenham espessura acima de 0,4R.

interferem menos na propagacdo das ondas. O primeiro gap desaparece em f; = 0,6 e o segundo
em f; = 0,4. Na Fig. 2.9B, observamos a influéncia da fracao radial nas larguras dos gaps do
cristal fononico. Os dois gaps completos (ver Fig. 2.8A), o gap incompleto para modos XY (ver
Fig. 2.8B) e a banda de transmissao dos modos transversais sdo considerados. A configuracao
geométrica é: a=3 um, R=1 ume r =0,0—-0,8 um. Desses resultados, concluimos que
microtubos de paredes mais espessas apresentam dispersao similares a de inclusdes macigas (i.e.
r = 0), principalmente porque a redu¢do no fator de preenchimento € pequena. Se compararmos
com inclusdes macicas, f; = 0, notamos uma reducgdo de 1,4% para f; = 0,2 ¢ 5,6% para
f1 =0,4. O primeiro gap desaparece em f; = 0,6 e o segundo em f; = 0,5. O gap incompleto
XY existe até f| = 0,7. Acima disso, o fator de preenchimento se torna tdo pequeno (< 10%,
ver tabela 2.1) que nenhum gap € formado. Além disso, a figura mostra que a configuracao ideal
que maximiza a largura da banda de transmissao transversal ocorre para f; = 0,5. Esta andlise
expande o conhecimento que temos a respeito da engenharia de band gap no que diz respeito a

inclusdes ocas e a influéncia do diAmetro na estrutura de bandas em cristais fononicos.

Na Fig. 2.10 calculamos a densidade de estados de fonons da estrutura de bandas mos-
trada na Fig. 2.8A. Em 2.10A a linha continua representa a densidade para os modos XY e a
linha pontilhada € a densidade para os modos Z. A Fig. 2.10B mostra a densidade de estados
total do cristal fononico (preenchimento denso) e da matriz (preenchimento esparso), calcu-
lada da relacdo de dispersdo no modelo de rede vazia. Note que o gap por si s6 ndo € o tnico
responsavel pela redu¢cdo da densidade de fonons. As mudancas nas curvas de dispersao tém

contribui¢do significativa também.
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Figura 2.10 — Densidade de estados de fonons da Fig. 2.8A. Em A) temos a densidade para os dois modos de
polarizacdo juntamente com a estrutura de banda, em B) temos a densidade do cristal fondnico e
da matriz.

2.3.2 REDE HEXAGONAL

Consideraremos novamente um contraste moderado na impedancia entre as inclusdes e
a matriz. Os parimetros materiais para as inclusdes sdo: p = 1800 kg/ m?, A =130 GPae L =
88 GPa; para a matriz: p = 1100 kg/m>?, A = 6 GPa e . = 2 GPa. Os parimetros geométricos
sdo: a=1 wm, R = (0,01 —0,43)a para inclusdes de secao reta circular e [ = (0,01 — 0,63)a

para inclusdes de se¢do quadrada.

A Fig. 2.11A apresenta a estrutura de bandas para um sélido homogéneo de epoéxi.
Andlogo ao observado na Fig. 2.3A, temos duas polariza¢des: uma longitudinal acustica e uma
transversal actstica duplamente degenerada. Note que a dispersdo na Fig. 2.11A se diferencia
da Fig. 2.3A devido a diferenca nas direcdes de propagacdo dentro da primeira zona de Bril-
louin. Porém, ao calcular a velocidade de grupo através do grafico, encontramos os mesmos
valores que antes, indicando que se trata do mesmo material (lembre que a = 1 um ):

ng = A0™ /Ag™M ~ 4,9055 x 10° /(21 /\/3a) ~ 1,35 km/s

viA = AwM /Ag™ ~10,9592 x 10°/(27//3a) = 3,02 km/s .

A Fig. 2.11B apresenta a estrutura de bandas e a Fig. 2.12A a densidade de estados
de fonons quando o raio das inclusdes ¢ R = 0,4a. O gap completo tem 5,3 GHz de largura,
da mesma ordem de grandeza dos gaps que surgem na rede quadrada. E interessante notar nas
duas figuras o valor expressivo dos band gaps incompletos. Os modos transversais, que sao
proibidos entre 8,1 até 21,6 GHz, e os modos mistos, proibidos entre 16,4 até 26,0 GHz, apre-
sentam gaps AGAP_Z = 13,5 GHz e AGAP_XY = 9,6 GHz, respectivamente. Como discutido
anteriormente, estas faixas de sinais proibidos para frequéncias com polarizacdes especificas
tem aplicagOes em filtros e barreiras para vibragdes mecanicas. Na 2.12B observamos o com-

portamento dos band gaps incompletos, AGAP_XY e AGAP_Z, em funcao do fator de preen-
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Figura 2.11 — A) Dispersdo dos fonons no bulk usando o modelo de rede vazia. B) Dispersdo do PnC com
inclusdes de raio R = 0,4a, que ocupam 58% da célula unitéria (f = 0,580).
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Figura 2.12 — A) Densidade de estados referente a dispersio na Fig. 2.11B. B) Largura dos band gaps in-
completos dos modos XY (simbolo fechado) e modos Z (simbolo aberto) em fungdo do fator de

preenchimento.

chimento f = 27R?/+/3a®. Notamos que as larguras dos gaps incompletos aumentam de forma
semelhante, com AGAP_Z sempre maior que AGAP_XY .

A Fig. 2.13A apresenta a estrutura de bandas para inclusdes de se¢do reta quadrada de

lado 2/ = 0, 6a e fator de preenchimento de 41,6%. A Fig. 2.13B apresenta a largura dos band
gaps para inclusdes de secdo reta circular, onde o fator de preenchimento é f = 271R? / V3a%, e
para inclusdes de segdo reta quadrada, onde f = 2(21)?/v/3d.
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CAPITULO 3

TRANSPORTE DE CALOR EM
CRISTAIS FONONICOS

Neste capitulo n6s calcularemos a condutividade térmica cumulativa de um micro cris-
tal fondnico no regime de temperaturas sub-Kelvin [68]. Trés tipos de inclusdes/matriz foram
consideradas: carbono/epdxi, carbono/polietileno e tungsténio/silicio. A estrutura de bandas
de fonons, como mostrado no capitulo anterior, apresenta modos caracteristicos de polarizacao
transversal e de polarizacao mista (transversal e longitudinal) [20,22]. Os cédlculos de condutivi-
dade térmica, baseados na teoria de transporte de Boltzmann, se limitaram a baixas temperaturas
por trés razdes: i) restringir o fluxo térmico a fonons de baixa frequéncia (~ GHz); ii) simpli-
ficar os mecanismos de espalhamentos, que significa negligenciar interagdes fonon-fonon; iii)

tentar dar suporte aos experimentos que vem sendo reportados na literatura [ 1,53, 56].

3.1 Teoria de Transporte de Boltzmann

O calor pode se propagar de trés formas diferentes: radiacdo, conveccido e condugio.
Basicamente, na radiacdo o calor € transferido por ondas eletromagnéticas. Na convec¢do o
calor € transferido pelo transporte de massa. E na conducao o calor € transportado pelos elétrons
e fonons do material. As teorias de transporte por condugao se baseiam em duas aproximagdes:
célculos de primeiros principios (por exemplo, simulagdes de Dinamica Molecular) e a equacao

de Boltzmann (resolvida por exemplo através do método de Monte Carlo).

O método de Dinamica Molecular resolve as equagdes cldssicas de movimento para um
conjunto de 4tomos interagindo entre si através de um potencial interatdmico. A vantagem do
método € investigar os mecanismos fundamentais de transporte sem requerer um entendimento,
a priori, do transporte em si. As aproximagdes mais comuns para o calculo de condutividade sao
o método de Green-Kubo, no qual as flutuagdes na corrente sdo analisadas e relacionadas com

o teorema de flutuacado-dissipacdo, e o método direto, que simula uma resposta linear impondo
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uma perturbacao externa ao sistema e determinando a condutividade da rede cristalina.

Quando um sélido € sujeito a uma perturbagdo externa, como um campo eletromagné-
tico ou um gradiente de temperatura, correntes elétricas e térmicas podem surgir no seu interior
e na sua superficie. A descricdo quantica desse fendmeno requer a resolu¢do da equacdo de
Schrodinger e o uso dos conceitos de Fisica de Muitos-Corpos. Tipicamente, quando essas
perturbacdes sdo fracas e continuas, se estabelece um equilibrio local tal que exista uma relagao
linear entre as correntes induzidas e as perturbacdes aplicadas. Nesse caso, em vez de usar
a fungio de Schrodinger ,, que caracteriza um particula num estado g, assumimos que 0s
estados de um sistema podem ser descritos por uma funcdo de distribuicao de nao-equilibrio,
f(r,q,t). A distribui¢do é definida de forma que o produto f(r,q,t)d’r d*>q(2x)~3 dé o ni-
mero médio de particulas dentro de um elemento de volume d*rd>q(2m) =3 no espaco de fases
em torno do ponto (r,q) no instante . Em equilibrio termodindmico e na auséncia de pertur-
bacdes externas f(r,q,7) assume a forma da distribuicdo de Fermi-Dirac, para elétrons, e de

Bose-Einstein, para fonons.

Em situagdes de ndo-equilibrio a fungdo distribuicao é descrita pela equagdo de Boltz-

mann

d d dr d dq 0 d

ﬁ: __|__.__|__q._ fq:ﬁ

dt dt  dt dr Jdr dq ot
que € uma equacdo de continuidade no espacgo de fase, i.e., a taxa de variacao no espaco de fase

1
col’

(3.1)

col '
de f;, = f,(r,t) é determinada pelos processos de colisoes d f,/ 8t‘ O entendimento dos

mecanismos de colisdes envolve duas abordagens.
1) Abordagem Quantica

Com o uso da mecénica quantica € possivel, em principio, calcular as probabilidades de
espalhamento em um sistema. De forma geral, o termo de colisdes pode ser escrito da seguinte

forma:
9faq

ot =Y [Wyaly (1= 1) =W fo(1 = )] -

q/

col

O primeiro termo no somatorio representa a taxa de espalhamento das particulas do elemento de
volume em torno do ponto q’ para o elemento de volume em torno do ponto (. As distribui¢des
fy € (1 — fy) consideram a ocupagdo dos estados quénticos e a disponibilidade dos estados
para espalhamento, respectivamente. W, € a probabilidade de transi¢do por unidade de tempo

(regra de ouro de Fermi) dada por,
_ 2
Wyq = 2mh! ‘<q’Vint‘q/>‘ 6<8q’ - 8q) )

onde Vj,;; € um potencial de interag@o para os vérios processos de colisdes possiveis. A Fig. 3.1
mostra 0s processos mais comuns num sistema eletronico em que os elétrons sao espalhados 1)

pelas vibracgdes da rede, 2) por impurezas, 3) pelas interfaces do material, 4) por outros elétrons.

' Para uma revisdo sobre a eq. de Boltzmann e o modelo semi-cldssico de transporte consulte, por exemplo,

referéncia [57].
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Figura 3.1 — Mecanismos tipicos de colisdes para elétrons e fonons em um sélido cristalino.

No caso de espalhamento sofrido por fonons também existem colisdes andlogas. Na sua forma

mais geral a equacio de Boltzmann € uma equagdo integro-diferencial ndo-linear,

d dr d dq d

E—f—g : a"‘g : a_q fq = ; [Wq’qfq’<1 _ff]) _qu/fq(l _fql)] ’
de dificil solucdo analitica. Isto porque o nimero de varidveis independentes é muito grande
e os espalhamentos sdo incorporados nos célculos de um forma explicita, o que requer um

entendimento profundo dos processos quanticos envolvidos.
i1) Abordagem Fenomenologica

Na abordagem fenomenoldgica se considera um mecanismo de espalhamento simplifi-
cado, proporcional a uma pequena perturbagio na distribui¢do, §f,, e a taxa de espalhamento

das colisoes, T, 1.

Afy|  Ofy
W col N _T_q . (32)

Note assim que a solucdo da eq. de Boltzmann fica

afy ok dsh_ 84,

_ -~ §f —t/7
dt 0t leol dt 7, Jae<e T

de modo que a perturbagdo relaxa para a distribuicdo de equilibrio exponencialmente em ¢, com
um tempo caracteristico 7,. Esta abordagem para os mecanismos de colisdes € chamada de
aproximagdo de tempo de relaxagdo. A principio, € razoadvel supor que diferentes mecanismos
de colisdes tem efeitos independentes e que a taxa de espalhamento total seja uma soma de
termos, um para cada mecanismo. Assim podemos definir um tempo de relaxacdo efetivo, 7,
ondet '=1'+5 '+ 2

Vamos agora considerar explicitamente que o calor se propaga num sélido através das
vibragdes dos dtomos. A fung¢do distribui¢ido de fonons f, representa o nimero médio de fo-
nons no estado ¢ = (q,A), sendo q o vetor de onda e A a polarizacdo. Em equilibrio termodi-
nimico a distribui¢do ¢ dada pela funcdo de Bose-Einstein fzg = [exp(7i®/kgT) — 17", onde
h,kp,® = @, e T sdo respectivamente constante de Planck, constante de Boltzmann, frequéncia

e temperatura absoluta. Consideraremos o fluxo de calor devido a uma pequena e constante

2 Este resultado empirico é conhecido como Regra de Matthiessen. E observada em metais e ligas 4 baixas

temperaturas.
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variacio na temperatura.’ Espera-se entio que localmente as colisdes ndo alterem a forma
da distribui¢do, de modo que f, ~ [exp(h®/kgT (r)) — 1]"! e que uma expansio em primeira

ordem na posi¢ao seja valida,

d fBE

VT .
or V1dr

Jq :fq}T:cze‘l‘qu'dl' = fBe +

No regime de transporte estaciondrio o primeiro termo da eq. de Boltzmann fica

d
% = (hw/kgT?) fee(fpe + 1)vy- VT, (3.3)
onde v, = V,, € a velocidade de grupo dos fonons, que € a derivada da dispersdo @, com

respeito ao vetor de onda (.

Levando as egs. (3.2) e (3.3) na eq. (3.1) obtemos a perturbacdo em primeira ordem da

funcao distribuicdo na aproximacgao de tempo de relaxacdo
8fy = —14(ho/kpT?) fe (fae +1)v, - VT .

A densidade de corrente térmica devido as vibracdes da rede cristalina € basicamente

proporcional a energia e a velocidade dos fonons multiplicado pela fungao distribui¢do, f; ~

BE + 6 f,. Somando a contribuicdo de todos os estados g sobre o volume da célula unitiria Q
q ¢ q

obtém-se*

i = Q'Y hoyv,f,
q
= —|Q " Y kp(hw/ksT)* foe(foe +1) (vq®vg) 74| - VT . (3.4)
q

Como discutido anteriormente, o calor num sélido se propaga primariamente devido aos
elétrons e os fonons, i.e., a condutividade térmica total tem contribuicao eletronica e da rede
cristalina: k ~ k,; +k,;,. Em metais puros, k.; € dominante em todas as temperaturas. Em metais
de transi¢do ou ligas metélicas, o livre caminho médio dos elétrons € reduzido por colisdes com
impurezas e k. ~ kp,. Em isolantes, dielétricos e semicondutores ndo-dopados, k >~ k,,. Em
solidos nanoestruturados (super-redes, pocos, fios e pontos quanticos) as dimensdes reduzidas e
interfaces impdem uma resisténcia adicional ao fluxo de calor, fazendo com que a condutividade

térmica efetiva seja menor do que os correspondentes materiais bulks.

Voltando a eq. (3.4), identificamos o termo entre colchetes como o tensor condutividade

térmica, de acordo com a lei de Fourier: j = —k-VT. A condutividade térmica da rede cristalina

3 Por pequenas variagdes na temperatura, assumimos variagdes tais que a temperatura mude por uma quantidade

pequena sobre uma distdncia da ordem do livre caminho médio dos fonons. Embora o fluxo de calor seja
intrinsecamente um processo de ndo-equilibrio, o desvio do equilibrio é considerado pequeno e um equilibrio
térmico local é assumido

Note que a corrente induzida se deve a perturbacdo 0 f;, uma vez que ndo existe corrente espontinea no
equilibrio termodindmico.
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pode ser reescrita como
y i
K=Y cquvity, (3.5)
q

onde ¢, € definido como o calor especifico por modo normal g e dé a variacdo da energia dos

fonons com a temperatura

cqg=Q 'hd fpe /0T = Q 'kg(hew /ksT)* for(fse +1) - (3.6)

Vimos que pardmetro 7, na eq. (3.5) pode ser dividido em componentes baseado nos
tipos de espalhamentos que os fonons podem sofrer. Por exemplo: espalhamento Umklapp, que
leva em conta as interagdes entre fonons; espalhamento por impurezas, que inclui defeitos; e es-
palhamento por superficies, que incorpora interacdes com superficies e bordas da estrutura. Em

uma estrutura a baixas temperaturas e com poucas imperfeicoes, este iltimo termo € dominante.

Em um sélido de estrutura cristalina cubica podemos considerar as velocidades indepen-

dentes entre si e tomar vﬁ]vg = v?] /3, e também integrar q sobre uma esfera no espago reciproco

(lembre que g = (q,A ), sendo q o vetor de onda e A a polarizagdo)
dq A
Q'Y - / = / 7'dq
Zq: ; (2m)3  (27)3 ;
assim, a condutividade k' se torna um escalar

1
k= WZ/cqvérqqqu . (3.7)
A

E interessante introduzir ainda a chamada condutividade térmica cumulativa k¢, escrita

como um somatorio da condutividade por modo vibracional até um vetor de onda especifico g

q a( 1
ke(q) = / k(q')dq' = / o3 Ll Tyd” | dd
A

ou uma frequéncia especifica ®,
k(o) = [“Kaao = [7 S T el)@)ee)p(@) | do
672 & ’

onde D(®) é a densidade estados por unidade de frequéncia.

O espectro de frequéncias accessiveis para o transporte de calor é regido pela tempera-
tura. Isto pode ser visto na Fig. 3.2A, que apresenta uma andlise numérica da distribuicdo de
Bose-Einstein, fgg = [exp(x) — 1], e sua respectiva integral em termos da varidvel adimensi-
onal x =ho/kpT. Podemos notar que a integral de fpg até x = 2 corresponde aproximadamente
a 94% de seu valor normalizado em x = 5. Entdo, um s6lido com temperatura 7' tem a maioria
dos fénons com energia até i = 2kzT. A temperatura ambiente isto significa algo em torno
de w ~ 60 THz. Para T = 1K tem-se @ ~ 200 GHz, e para T = 0.1K, @ ~ 20 GHz. A Fig.
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Figura 3.2 — A) Funcio distribuicio de Bose-Einstein (linha continua) e sua integral (linha tracejada) em termos
da varidvel adimensional x = i@ /kgT. B) Distribuicdo dos modos de fonons & baixas temperaturas.

3.2B mostra o comportamento da distribuicdo em fun¢do da frequéncia ® para alguns valores
de temperaturas. Note que quanto menor a temperatura, menor € a contribui¢do dos fonons
de alta frequéncia, i.e, menos provavel a chance de ocorrer um estado com aquela frequéncia.
Note ainda que para vibragcdes com frequéncia em GHz e temperaturas em sub-Kelvin o calor

especifico apresenta valores da ordem da constante de Boltzmann:
x=ho/kgT ~ (1073* x 10”)/(1072* x 10°) ~ 1072

= fer=("—1)"T=04x+x?/2+4- —1) Ty
=y = kaszE(fBE+ 1)~ lq;xzx_l(x_1 +1)~kp.

Assim, 2 baixas temperaturas, K/ é determinado principalmente pela velocidade de
grupo e pelo tempo de relaxacdo. A contribui¢do de fonons aumenta significativamente com
a temperatura e as vibracdes com frequéncia de GHz t€m papel decisivo no calor especifico

para temperaturas em sub-Kelvin.

3.2 Condutividade Térmica em Cristais Fononicos

Tendo abordado os mecanismos gerais de transporte por fonons em um sélido, conside-
ramos daqui em diante o transporte de calor por fonons em um cristal fondnico 2D nas seguintes
condigdes:

1) o transporte de calor se da ao longo do plano xy, perpendicular as inclusdes;
i) o regime de transporte € linear e estaciondrio;

iii) o fluxo de calor ocorre a temperaturas menores que 1K.

Com isso:

e fonons de baixas frequéncias (~ GHz) dominam o transporte de calor para T < 1K.
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e 0s mecanismos de espalhamento ficam simplificados, uma vez que a intera¢do fonon-
fonon pode ser negligenciada. Um cristal fononico a baixas temperaturas e livre de im-
perfei¢des apresenta espalhamento dominante dos fénons que interagem com a superficie
das inclusdes. De forma aproximada, é razodvel supor que a taxa de espalhamento nesse
caso seja proporcional a velocidade dos fonons e inversamente proporcional ao compri-

mento caracteristico a da rede de inclusoes, i.e., T, I— Vg /a.

e reduzimos o custo computacional. Como nos interessa apenas a dispersdo até poucas
dezenas de GHz, evitamos um célculo numérico pesado e demorado necessario pra se

reproduzir frequéncias mais altas.

A natureza do transporte térmico nos cristais fondnicos tem sido muito discutida recen-
temente. A teoria de Boltzmann trata o fluxo de calor como um processo difusivo, onde os
fonons podem sofrer espalhamento por interfaces, imperfei¢cdes ou por outros fonons. Na lite-
ratura isto tem sido abordado de duas formas: regime de transporte incoerente e coerente [2].
No primeiro caso o espalhamento € randdomico e pode ser interpretado como um espalhamento
balistico de fonons, o que leva a uma propagacdo incoerente de calor. Por outro lado, as colisdes
entre os fonons e inclusdes nos cristais fondnicos ja estdo incluidas na prépria estrutura de ban-
das. Estas colisdes sdo o principal mecanismo de espalhamento no caso do transporte a baixas
temperaturas em um PnC livre de quaisquer imperfei¢cdes. Sob esta perspectiva a propagacao
de calor pode ser vista entdo como um processo coerente, i.e., ondas propagando-se (quase)
livremente em sistemas periddicos. Contudo, a separacio do regime dos fonons em coerente ou
incoerente € de alguma forma arbitréria [1,2,53,69]. . Uma aproximacao possivel € considerar
um transporte de fonons parcialmente coerente, no qual o espectro de baixas frequéncias pos-
sui modos coerentes enquanto que a parte de altas frequéncias possui modos incoerentes. De
fato, a transi¢cdo entre estes dois regimes nao € trivial. Questdes como uma frequéncia de corte
ou comprimento de onda caracteristico sdo dificeis de estabelecer. Isto pode explicar porque a

discussao do regime coerente e incoerente tem atraido tanta atengao

3.3 Condutividade Térmica - Resultados Numeéricos

Usando o método de Expansdo em Ondas Planas, calculamos a estrutura de bandas e a
densidade de estados dos fonons de trés cristais fononicos 2D: carbono/ep6xi, carbono/polietileno
e tungsténio/silicio. As estruturas t€tm uma configuracdo de rede quadrada com parametro
a =1 um e inclusdes de raio R = 0,4a, o que implica em um fator de preenchimento de 50,3%.

As caracteristicas dos materiais considerados estdo apresentadas na tabela 3.1.

A condutividade térmica cumulativa, k¢c(®, T ), compreende uma soma truncada na con-
dutividade térmica por modo normal g. Veremos nos resultados que essa quantidade é depen-

dente da velocidade de grupo, densidade de estados e band gaps. Em nossos cdlculos a dis-
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Tabela 3.1 — Densidade (p) e constantes eldsticas (GPa) para diferentes cristais fondnicos.

p (Kg/m?) Ciy Cio Cy

Tungsténio 19300 520 200 160
Silicio 2330 166 64 80
Carbono 1800 Cip+2C44 130 88
Epoxi 1100 Cio+2Cy4 6 2

Polietileno 120 Cip+2Cy44 6 2

persdo dos fonons abrange até 50 GHz, uma frequéncia de corte que engloba o conjunto de
fonons que contribuem no regime sub-Kelvin. Temperaturas tdo baixas podem ser alcancadas,
por exemplo, em uma dilui¢io refrigeradora *He —*He [56] ou com uma técnica que empregue

aquecimento Otico e termOmetros magnetizados baseados em SQUID [70].

Para permitir uma melhor comparagdo dos resultados, um mesmo intervalo de tempe-
ratura e frequéncia de corte foi usado. Nas Figs. 3.3A, 3.4A e 3.5A a condutividade térmica
cumulativa do bulk (kg””‘) e do cristal fon6nico (kg”c) foi considerada. A condutividade do PnC
possui contribui¢do dos modos LTA e TA. O inset das figuras apresenta a densidade de estados
de fonons do bulk e do PnC.

A Fig. 3.3A mostra a condutividade térmica cumulativa do epdxi e do PnC carbono/epdxi
a temperatura de 0,1 K. Em geral kg”c aumenta com a frequéncia exceto na regido do gap (AG;
e AG»), onde k¢ apresenta platds devido a indisponibilidade dos modos de fonons. A reducao
drastica em kg”c comparada com kg“”‘ pode ser explicada principalmente devido a grande dife-
renca entre as densidades de estados, aliado com a reducdo na velocidade de grupo de fonons,

efeito que se deve ao achatamento nas curvas de dispersao.

A Fig. 3.3B mostra o comportamento de kg”lk e kg”c para um conjunto de temperaturas
indo de 0,01 K a 1,00 K em intervalos de 0,01 K. Para o bulk de ep6xi a 0,01 K, vibragdes até 10
GHz sao responsaveis pela condutividade térmica. Contudo, acima de 0,02 K a frequéncia de
corte de 10 GHz nao € suficiente, uma vez que a populacio de fonons comeca a ocupar modos
de maior energia. Por outro lado, kg"c no intervalo de frequéncia mostrado possui formas de
linhas no qual o regime de convergéncia € alcancado, significando que todos os fonons estdo

termicamente ativos.

A Fig. 3.4A apresenta kc(m, T = 0, 1K) do polietileno e do PnC carbono/polietileno. O
PnC ¢ formado por inclusdes de carbono em uma matriz de impedéncia acustica muito baixa.
Esta combinacao produz trés band gaps completos na densidade de estados, como mostrado no
inset. O primeiro gap AGq, por exemplo, tem uma banda de frequéncia proibida de 15 GHz
que € responsavel por uma forte supressao em kg”c. Note que kg”cé basicamente composto por
fonons TA, uma vez que nao hé contribuicdo dos modos LTA na regido AG| + AG, ~ 30GHz.
Como mostrado na Fig. 3.4B, os gaps limitam a contribui¢do dos fonons para kg”c em todas as
temperaturas consideradas. Outro efeito causado pelo primeiro gap € deslocar a densidade de

estados para frequéncias menores, o que causa o dominio de kg"c sobre kg””‘ abaixo de 12 GHz.
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Este fendmeno foi reportado recentemente em cdlculos de condutancia em cristais fondnicos

formado por filmes finos de silicio e foi chamado de thermal conductance boost effect [54].

A Fig. 3.5A apresenta a condutividade térmica cumulativa a temperatura de 0,1 K para
o silicio e o PnC W/Si. Contrério ao resultados anteriores, agora a densidade de estados do PnC
¢ maior que a do bulk, resultando em um aumento da condutividade térmica para frequéncia

abaixo de 20 GHz. Note que embora a densidade do PnC seja maior que a do bulk e que
nenhum gap apareca na dispersao, kg“”‘ se torna dominante acima de certa frequéncia. A razao
para isso estd na reducdo da velocidade de grupo dos fonons, devido a forte modificagdo nas
curvas de dispersdo, principalmente nos limites da primeira zona de Brillouin. A Fig. 3.5B
mostra kg“”‘ e kg”c para um conjunto de temperaturas de 0,01 K até 1,00 K. O boost em kg"c
pode ser visto para T > 0,02K a baixas frequéncias.

Na Fig. 3.6 temos o comportamento de kc(®,T) em T = 0, 1K para as trés estruturas
estudadas neste capitulo. Em A) a escala é linear e em B) a escala € logaritmica. Observamos
a redugdo de k¢ (@, T )py em relagdo a ke(w,T)pyc. Note pelo grifico em escala logaritmica

que kc(®, T) pyc do epdxi é pelo menos 100 vezes menor que a do bulk.
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CAPITULO 4

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Neste trabalho analisamos a relagdo de dispersao dos fonons (cap. 2, [22]) e seu papel

na condutividade térmica (cap. 3, [68]) dos cristais fondnicos. Isto foi realizado em duas etapas.

Na primeira metade da tese estudamos as vibracdes mecanicas nos cristais fondnicos
através da equacdo de onda generalizada, deduzida da teoria de meios continuos. A solucdo
dessa equacg@o no espaco reciproco € obtida pelo método de Expansdo em Ondas Planas, que
consiste no uso do teorema de Bloch, da expansao de Fourier e rotinas numéricas. Com respeito
a composicao dos materiais, consideramos duas combina¢des dependendo do contraste na den-
sidade e elasticidade entre a matriz e as inclusdes: contraste moderado e contraste alto. Com
respeito a disposicdo das inclusdes, analisamos as redes quadrada e hexagonal, sendo que para
cada rede consideramos inclusdes de secdo reta quadrada, circular e circular oca. Nosso es-
tudo de inclusdes ocas e sua influencia na estrutura de bandas constitui uma abordagem original
dentro do método de Expansdo em Ondas Planas. Os resultados numéricos foram obtidos com

o compilador GFortran e rotinas de diagonalizacdo. As principais conclusdes foram:

i) em estruturas com inclusdes de densidade maior que a densidade da matriz, os gaps
sdo maiores quando a simetria da inclusdo corresponde a simetria da rede. Isso foi verificado

para inclusdes de se¢ao reta quadrada formando uma rede quadrada.

ii) estruturas com periodicidade da ordem de microns mostram a presenca de band gaps
que dependem da espessura das paredes dos microtubos e podem apresentar bandas estreitas
para certas polarizacdes. Tal comportamento € desejavel para o controle de vibragcdes mecanicas

como em filtro de frequéncia operando na frequéncia de GHz.

No capitulo 3 calculamos a condutividade térmica cumulativa de um micro cristal fond-
nico no regime de temperaturas sub-Kelvin. Os célculos de condutividade térmica se basearam
na teoria de transporte de Boltzmann, com €nfase nos fonons de baixas frequéncias e no regime
de transporte coerente. Particularmente, trés tipos de inclusdes/matriz foram considerados: car-
bono/epdxi, carbono/polietileno e tungsténio/silicio. Os resultados mostraram, de forma geral,

uma reducdo na condutividade térmica cumulativa das estruturas fondnicas em relacdo a ma-
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triz. O cristal fondnico de carbono/epdxi apresentou a reducdo mais acentuada, que € explicada
pela reducdo de ambos: densidade de estados e velocidade de grupo. Em carbono/polietileno
o comportamento € explicado por largos band gaps juntamente a reducio da velocidade de
grupo, causada pelo achatamento na dispersdao dos fonons nas fronteira da primeira zona de
Brillouin. Em tungsténio/silicio foram observados dois comportamentos opostos: o aumento
em kg”c devido a densidade de estados, e sua reducao devido a velocidade de grupo. Esta dis-
puta possibilitou a observacdo do chamado thermal conductivity boost effect, que faz kg”c ser
maior que kg””‘ a baixas frequéncias. O efeito também foi observado em carbono/polietileno,
onde band gaps deslocaram para o vermelho a parte de baixas frequéncia da densidade de es-
tados. Vimos assim que os cristais fondnicos sdo estruturas capazes de modular as vibragdes
mecanicas tanto em macro como em micro-estruturas tornando-os um dos grandes atrativos no
campo da Fondnica. As aplicagdes incluem confinamento ou guia de ondas, aperfeicoamento de
transdutores eletro-mecanicos, controle de ruido e escudo de vibragdes mecanicas, etc. Ainda,
com o desenvolvimento de cristais fondnicos operando em frequéncias de GHz e THz existe

agora um forte interesse na manipulacao de calor e emissdo coerente de fonons.
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APENDICE A

Implementacao Numeérica

Apresentamos aqui o algoritmo, escrito em FORTRAN 90, desenvolvido para calcular
a estrutura de bandas fononica (cap. 2) e a condutividade térmica (cap. 3). Na secdo A.1 discu-
timos algumas questdes importantes na implementagdo numérica do algoritimo da estrutura de
bandas. Na secdo A.2 mostramos parte do cédigo fonte utilizado no cdlculo de estrutura de ban-
das, omitindo as rotinas de diagonaliza¢do, alguns exemplos de composi¢@o para as estruturas e
o caso de inclusdes de sec¢do reta quadrada. Na secao A.3 discutimos o algoritimo que calcula
a condutividade térmica a partir do espectro de frequéncias obtido dos dados da estrutura de

bandas. Na sec¢do A.4 apresentamos o codigo fonte do cdlculo da condutividade térmica.

A.1  Estrutura de Bandas - Algoritmo

A partir do fluxograma na Fig. A.1 faremos as seguintes observacdes:

INICIO > IMPUT [1]
PnC struct. [2]
. [3]

> Bandstructure INICIO MATRIZ constr [4]

5 MATRIZ diagonal. [5]

orden. dew [6]

Bandstructure FIM [7]
DOS

M | outeut |[8]

Figura A.1 — Fluxograma para o cdlculo de estrutura de bandas do cristal fondnico.

[1] - declaracdo dos parametros, varidveis, vetores e matrizes.
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[2] - determinacdo da composi¢do da estrutura, como por exemplo: microtubos de car-
bono numa matriz de epoxi ou inclusdes de Tungsténio em Silicio. As inclusdes consideradas
possuem sec¢do reta circular ou quadrada. O arranjo de inclusdes forma uma rede do tipo

quadrada no plano XY e no plano k,k, do espago reciproco (ver Fig. A.2).

[3] - inicio da iterag@o sobre o tipo de polarizagdo, XY ou Z, as direcdes cristalograficas,
MT, I'X, XM e sobre os vetores de onda k na 1BZ (ver Fig. A.2). De acordo com as dire¢cdes

cristalograficas, os vetores de onda assumem os seguintes valores:

I'X : keel0,m/al,ky=0
XM : ky=r/ak,=€[0,7/d]
MI : ke=k,€[0,7/d].

Adotamos uma discretizagao de 50 pontos em cada direcdo cristalina para os vetores de
onda. Numericamente, tanto k, quanto k, podem assumir valores k = (27 /a)ko, onde ko estd

compreendido entre 0 e 0,50 em intervalos de 0,01.

[4] - construcdo dos coeficientes de Fourier: o e I ,. As expressdes matemadticas
¢ G—-G' G—G p

sdo deduzidas na secdo 2.2.

A Fig. A.2 mostra o mapeamento periddico do cristal fondnico no espago reciproco.
Associando um vetor da rede reciproca G = (n,i+n,j)27/a a cada inclusdo, teremos Npy =
(2Ny + 1)? ondas planas na expansio dos coeficientes 0/, que formario uma matriz Toeplitz
0;_¢ de ordem Npy x Npw.! A matriz F’g_ o tem ordem 3Npy X 3Npy, mas devido as con-
sideracdes adotadas na sec¢do 2.2, sobre a propagacdo das ondas na estrutura, a matriz pode

; in XY
ser posta na forma diagonal em blocos, com elementos [I';_ /95, xonp, Para os modos de

V4

polarizagdo acoplados longitudinal-transversal e elementos | "(’}, o) Npw x Npw

para os modos pu-

ramente transversais.

Da secdo 2.2, sabemos que os coeficientes de Fourier a_ sdo dados por
oG- = 0dge +AaF(|G—-G'| #0) ,
onde
G =G| = [(Gs = G +(Gy = Gy))'? = 21 /al(ny — ) + (ny — P2,

com ny € ny, assumindo valores inteiros entre —Ny € Ng. Como mostra a Fig. A.2, para Ny = 2
temos (2Np + 1)? = 25 pontos que mapeiam a rede quadrada de inclusdes no espaco reciproco.
A cada ponto estd associado um vetor de rede G, que numeramos da esquerda para direita e de
baixo para cima. Por exemplo, para o coeficiente 0 temos ny = —1 € ny, = —2; para a matriz

¢-c =16 =154, que possui ordem 25 x 25, temos n, = —2 e ny = 0 associado ao vetor
[
v =
Uma matriz de Toeplitz ou matriz de diagonais constantes ¢ uma matriz em que cada diagonal descendente da
esquerda para a direita tem valor constante. De modo geral, qualquer matriz A, de coeficientes a; ; = a;_1 j_1
¢ uma matriz de Toeplitz.

G;3 enl, =2 en, = 1 associado ao vetor G,.

1
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Figura A.2 — Mapeamento da rede periédica de inclusdes no espago reciproco. A esquerda temos 25 pontos
gerados pelo vetor da rede G = (nyi+n,j)27/a, onde n, e n, sdo nimeros inteiros entre —Np e Ny
(Np = 2, na figura). A direita temos a 1“BZ de uma rede quadrada e as dire¢des de simetria.

[5] - diagonalizacdo das matrizes.

As matrizes

XX
[Fzz } G'G Fg’G
G—G/ NPW XNPW ’ Fyx l—‘yy

GG GG 2NPW X ZNPW

fornecem os autovalores @, e @,y dos modos Z e XY, respectivamente. Elas sdo diagonalizadas
com os algoritmos de dlgebra linear: elmhes e hqr. A rotina elmhes reduz uma matriz quadrada
real e ndo-simétrica a sua forma Hessenberg. Uma matriz de Hessenberg é um tipo especial
de matriz quadrada que exibe uma estrutura quase triangular, mas que inclui elementos ndo-
nulos imediatamente acima (ou abaixo) da diagonal principal. Esta redu¢ao pode ser alcancada
por um ndmero finito de transformacdes unitarias de similaridades (por exemplo, através do
algoritmo de Householder). Em seguida, a rotina hgr usa fatorizagdo QR para determinar os
autovalores da matriz. A ideia béasica € realizar uma decomposi¢ao QR, escrevendo a matriz
como o produto de uma matriz ortogonal e uma matriz Hessenberg superior, e entdo multipli-
car os fatores em ordem reversa e iterar. Veja Numerical Recipes [01], secdo 11.5, para mais
detalhes.

[6] - organizando os autovalores. As frequéncias obtidas da diagonalizacdo sao rear-
ranjadas em ordem crescente de magnitude numa matriz de acordo com a polarizagdo, dire¢dao

cristalografica e vetor de onda.

No processo de diagonalizacdo para um dado vetor de onda q, o resultado é um con-
junto de Npy autovalores (frequéncias) sem ordenacdo especifica. Existem duas formas de se
sortear a dispersao dos fonons: por magnitude e por indice de banda. Organizar a dispersao
por magnitude é simplesmente arranjar as frequéncias em ordem crescente. Contudo, isso ig-
nora a possibilidade de cruzamento entre bandas, levando a um ordenamento inadequado para
o célculo de alguns parametros, como a velocidade de grupo por exemplo. Assim, sortear as

frequéncias pelo indice de banda é importante para um entendimento preciso dos fonons. Isto
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pode ser feito usando a condi¢do de ortonormalizagdo dos autovetores &,

&5, 00-8 (dr =8, 5,

onde ¢ € o indice de vetor de onda, j é a sub-banda (ou ramo) e A1, A, sdo as polarizagdes dos

fonons. Numericamente, fazemos

Z gq 11 ‘ q+A lz( ) 5/11 Y O(A) :

Tentamos sortear a dispersdo pelo indice de banda baseados numa modifica¢do do c6-
digo sort_phon.F90, escrito por L. F. Huang [71]. Porém, como os autovetores sdo necessarios,
e as rotinas que utilizamos ndo os calculam, nos limitamos a um método de sorteio por forca
bruta. Basicamente, o que fizemos foi identificar os possiveis cruzamentos dos ramos de disper-
sdo através dos gréficos e entdo modificar os vetores de onda associados a cada um, de forma

que ocorressem 0s cruzamentos entre oS ramos.

Os autovalores sao guardados numa matriz do tipo D (k, i, j), onde A indica a polariza-
¢do XY ou Z; k assume valores 1,2 ou 3, referente as direcdes M1, 'X e XM, respectivamente;
i se refere aos vetores de onda, que dividem cada dire¢do de simetria na 1BZ em 50 intervalos;
Jj indica o ndmero de banda, organizado em ordem crescente de magnitude e depois sorteados
por indice da banda por um método de forca bruta. A cada vetor de onda esta associado Npy

bandas para os modos Z e 2Npy bandas para os modos XY.
[7] - densidade de estados.

A densidade de estados D(®) € a soma das frequéncias (ou energias) sobre todas os
modos de fonons. E definida por D(w) = N;! ; Lq9(®— ), onde N, é o numero total de modos
na I1BZ. A fim de modelar esta fungao delta, vamos usar sua representacdo em distribuicao
gaussiana (2762%)~ /2 exp[—(® — @,)?/(26?)], onde & é o desvio padrio, quanto menor o,
menor € a largura da gaussiana. No limite 6 — 0 a gaussiana se torna uma delta. Nos cdlculos
numéricos, obtivemos gaussianas com larguras satisfatérias adotando 26> ~ 10'6 uma vez que
(@ — w,;)? ~ (10”)2. A cada frequéncia @, associamos uma gaussiana e entdo varremos o
espectro até uma frequéncia de corte pré-definida. Assim, a superposicdo das gaussianas paras

todos os modos de fonons em todas as dire¢des cristalograficas formam a densidade de estados.

[8] - output: término da iteracdo sobre os 2 modos de polarizacdo, as 3 dire¢des crista-
logréficas, e os 50 vetores de onda. Arquivos zxt contendo o espectro de frequéncia e densidade
de estados sdo gerados para a criacdo dos grificos. Os autovalores sdo guardados na matriz
D; (k,i, j) de acordo com polarizagdo, dire¢ao de simetria e nimero de onda, e entdo expor-
tados. O programa k_PnC (ver se¢do A.3 e A.4) importa esses dados e os usa para calcular

velocidade de grupo, calor especifico e a condutividade térmica.
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A.2 Estrutura de Bandas - Codigo Fonte (simplificado)

! Copyright (C) 2013 Alison Arantes Gongalves, e-mail: aagoncalves@fisica.ufjf.br
! GNU Fortran Compiler 4.5 ; jEdit programmer’s edit 5.1
PROGRAM EIGEN_PNC

IMPLICIT NONE ! declaragdo dos parametros, varidveis, vetores e matrizes.
' IMPUT (SI units)

INTEGER, PARAMETER :: No=6 , Npw=(2*No+1)**2, Nz=40, Nxy=50

INTEGER :: i, j, K, kx, ky, nx, ny, nx2, ny2, COMP ,j1,j2, T, Nmod

DOUBLE PRECISION, DIMENSION(Npw,Npw) :: pGG, p_GG, B, C, Gxx, Gxy, Gyx, Gyy,
Gzz, Mxx, Mxy, Myx, Myy

DOUBLE PRECISION :: pi, a, |, f, 10, ri, fl, pA, pB, uA, uB, 1A, 1B, Ox, Oy, FGG, cA,
cB, cGG, xx, yy, xy, yx , 1GG, uGG, ti, tf, kox, koy, x, Oxy, w0, MM2*Npw,2*Npw),
Mzz(Npw,Npw), w_z(Npw), wi_z(Npw), w_xy(2*Npw), wi_xy(2*Npw), w, DOS_z(0:5000),
DOS_xy(0:5000), temp, wz(0:50,Npw), Dz(3,0:50,Npw), swp(3,0:50,Npw), Dxy(3,0:50,2*Npw),
swx(3,0:50,2*Npw), loc, DOS(0:2000)

CHARACTER*4 :: MODE, IMPE, INCL

! COMPOSITION AND GEOMETRY DEFINITIONS
IMPE ="Si-W’ ! 'impedance type: BUKI , BUK2 , NORM , HIGH, Si-W

INCL="C ! inclusion cross section: circular (C) or square (S)
! p = density; u,l = Lame coeficients; A = inclusion index; B = matrix index

SELECT CASE (IMPE)

CASE (’Si-W?) ! tungsten inclusion in silicon matrix
pB =2330; uB =80d9 ; IB = 64d9 ; cB = 166d9

pA =19300 ; uA = 160d9 ; 1A =200d9 ; cA = IA+2*uA
a=3d-6;r0=0.2%a;r1=0.0*%a

END SELECT

! BANDSTRUCTURE CALCULATIONS

DO Nmod = 1,2 ! polarization modes: transverse Z , mixed long-trans XY
IF (Nmod.eq.1) MODE =2’

IF (Nmod.eq.2) MODE ="XY’

DOK=1,3 ! dispersion axis 1:MG , 2:GX , 3:XM

DO kx= 0,50 ! wave vector

IF (K.eq.1) THEN ; kox = kx/100.0 ; koy = kx/100.0 ; x =-kox*sqrt(2.); END IF
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IF (K.eq.2) THEN ; kox = kx/100.0 ; koy =0 ; x = kox ; END IF
IF (K.eq.3) THEN ; kox = 0.5 ; koy = kx/100.0 ; x = koy+0.5 ; END IF

INCLUDE *TOEPLITZ_matrices.f95’

END DO ! wave vector
END DO ! dispersion axis
END DO ! MODE POLARIZATION

! OUTPUT AND DATA EXPORTED

! BANDSTRUCTURE

DO k=1,3 ; DO i=0,50

IF (k.eq.1) WRITE(11,*) - i*sqrt(2.), Dxy(k,i,1:Nxy)
IF (k.eq.2) WRITE(11,*) i, Dxy(k,i,1:Nxy)

IF (k.eq.3) WRITE(11,*) 50+i , Dxy(k,i,1:Nxy)
END DO ; END DO

DO k=1,3 ; DO i=0,50

IF (k.eq.1) WRITE(11,*) - 1*sqrt(2.), Dz(k,1,1:Nz)
IF (k.eq.2) WRITE(11,*) i, Dz(k,i,1:Nz)

IF (k.eq.3) WRITE(11,*) 50+i , Dz(k,1,1:Nz)
END DO ; END DO

! DENSITY OF STATES

DO j=0,2000

w = dble(j)*1d7

WRITE(13,%) 100 + DOS_xy(j) + DOS_z(j), w
WRITE(14,%) w, DOS_xy(j)+DOS_z(j)

END DO

! EXPORT ! dispersion data to be used as imput in other program

DO K=1,3 ; DO i=0,50
WRITE(30,*) Dz(K.i,:)
WRITE(31,*) Dxy(K,i,:)
END DO ; END DO

!

END PROGRAM EIGEN_PNC

INCLUDE ’inverse.f95’
INCLUDE ’balanc.for’

INCLUDE ’elmhes.for’
INCLUDE ’hqr.for’
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I"TOEPLITZ _matrices.f95°
' INCLUSION CROSS SECTION: CIRCULAR

IF (INCL.eq.’C’) THEN
fl=ri/r0 ; f = pi*(r0/a)**2 * ( 1-f1**2) ! filling fraction for hollowed cylinders

i=1

j=1

DO nx2=-No,No ; DO ny2=-No,No

DO nx=-No,No ; DO ny=-No,No

Oxy = SQRT( 4*pi*f * real( (nx2-nx)**2+(ny2-ny)**2 ) )

IF (Oxy.eq.0) THEN

PGG(ij)= pA*f + pB*(1-f)

uGG = uA*f + uB*(1-f)

IGG = 1A*f + IB*(1-f)

cGG = cA*f + cB*(1-f)

ELSE

! FGG= 2*f*BESSEL_J1(Oxy)/Oxy ! massive inclusion, ri=0
FGG=2*f* ( BESSEL_J1(Oxy) - f1*BESSEL_J1(Oxy*f1) ) /Oxy
pGG(i,j)= (pA-pB)*FGG

uGG = (uUA-uB)*FGG

1GG = (1A-1B)*FGG

c¢GG = (cA-cB)*FGG

END IF

IF (MODE.eq’XY’) THEN

xX = (2*pi/a)**2 * (kox+nx2)*(kox+nx)

yy = (2*pi/a)**2 * (koy+ny2)*(koy+ny)

xy = (2*pi/a)**2 * (kox+nx2)*(koy+ny)

yXx = (2*pi/a)**2 * (koy+ny2)*(kox+nx)

Gxx(1,)) =cGG * xx + uGG * yy ! = C11*()1()1 + C44*()2()2
Gyy(i,)) =uGG * xx + ¢cGG * yy

Gxy(i,)) =1GG * xy + uGG * yx

Gyx(i,)) =1GG * yx + uGG * xy

END IF

IF (MODE.eq.’Z’) THEN

xx = (2*pi/a)**2 * (kox+nx2)*(kox+nx)
yy = (2*pi/a)**2 * (koy+ny2)*(koy+ny)
Gzz(i,j) = uGG * (xx+yy)

END IF
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=i+l
END DO
END DO
i=i+1

j=1

END DO
END DO
END IF

! inverse density MATRIX p_GG
B =pGG
CALL INVERSE(B,p_GG,Npw)

w0 =1d0 ! 2*pi/a * sqrt( (uA*f + uB*(1-f))/(pA*f + pB*(1-f)) ) ! normalized w factor

! MODE XY

IF (MODE.eq.’XY’) THEN
Mxx = MATMUL(p_GG,Gxx)
Mxy = MATMUL(p_GG,Gxy)
Myx = MATMUL(p_GG,Gyx)
Myy = MATMUL(p_GG,Gyy)
DO i=1,Npw

DO j=1,Npw

MM(i,j)= Mxx(1,j)
MM(i,j+Npw)= Mxy(1,))
MM(i+Npw,j)= Myx(i,j)
MM(i+Npw,j+Npw)= Myy(i,j)
END DO

END DO

CALL balanc(MM,2*Npw,2*Npw)

CALL elmhes(MM,2*Npw,2*Npw)

CALL hqr(MM,2*Npw,2*Npw,w_Xxy,wi_Xxy)
w_xy=sqrt(w_xy)/w0

! Sort the eigenvalues into ascending order of magnitude
do j1=1,2*Npw ; do j2=j1+1,2*Npw

if (w_xy(j1)>w_xy(j2) ) then

temp = w_xy(j2)

w_xy(j2) = w_xy(jl)

w_xy(jl) = temp

end if

end do ; end do
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! DOS calculation

do i=1,2*Npw

IF (w_xy(1)<20d9) THEN ! cut off in the frequency dispersion
do j=0,2000 ! DOS calculation

w = dble(j)*1d7 ! precisao de 0.0 GHz

DOS_xy(j) = DOS_xy(j) + exp( -( w-w_xy(1) )**2 / 1d16)

end do

END IF

end do
!

Dxy(K.,kx,:) = w_xy(:) ! dispersion of XY modes (simm. axis, wave-vector, subband)
END IF

! MODE Z

IF (MODE.eq.’Z’) THEN

Mzz = MATMUL(p_GG,Gzz)

CALL balanc(Mzz,Npw,Npw)

CALL elmhes(Mzz,Npw,Npw)

CALL hqr(Mzz,Npw,Npw,w_z,wi_z)

w_z=sqrt(w_z)/w0

/ Sort the eigenvalues into ascending order of magnitude
do j1=1,Npw ; do j2=j1+1,Npw

if (w_z(jl)>w_z(j2) ) then

temp = w_z(j2)

w_z(G2) =w_z(jl)

w_z(jl) = temp

end if

end do ; end do

! DOS calculation

do i=1,Npw

IF (w_z(1)<20d9) THEN

do j=0,2000

w = dble(j)*1d7

DOS_z(j) = DOS_z(j) + exp( -( w-w_z(i) )**2 / 1d16)
end do

END IF

end do
/

Dz(K.kx,:) = w_z(2) ! dispersion of Z modes (simm. axis, wave-vector, subband)
END IF
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A.3 Condutividade Térmica - Algoritmo

A partir do fluxograma na Fig. A.3 faremos as seguintes observagdes:

INICIO IMPUT [1]

W

BULK ou PNC [2]

Velocidade de Grupo |[3]

—  [ter. Temperatura [4]

Iter. (A,k,ij)

L Kc(w,T)

M | outeut |[5]

Figura A.3 — Fluxograma para o célculo da condutividade térmica.

[1] - declaracdo dos parametros, varidveis, vetores € matrizes.
[2] - escolha do tipo de material para a matriz e as inclusoes.

[3] - célculo da velocidade de grupo v (k,i, j) = d@y (k,i,j)/dq a partir das frequén-
cias da relacdo de dispersdao do cristal fondnico. No caso da matriz de Silicio, por exemplo,
escolhemos vyy = 8,44 x 10 m/sevy = 5,86 % 103.

[4] - inicio da iterac@o sobre a temperatura.

Em cada iteracdo a temperatura varia de um centésimo de Kelvin. Para cada modo de
polarizacéo A, direcdo cristalografica k, vetor de onda i e indice de banda j, computamos o
termo

ky (k,i, j) = (6m) Lkpx?e (" — 1) 2y (k,i, j)T(idg)*

onde x =hwy (k,i,j)/(kgT)et=a/|v) (k,i,j)|. Apds iterar sobre todas as componentes (k, i, j)
para uma dada temperatura, varremos o espectro de frequéncia e acumulamos & (k,i, j) para
todos os valores de frequéncia até wp, a frequéncia de corte. Assim, obtemos a condutividade

térmica cumulativa a uma dada temperatura: kc(@,T).

[S] - output. Os dados de saida sdo:
ke(@,Tp): condutividade térmica cumulativa x frequéncia para uma temperatura fixa 7.

kc(wp,T): condutividade térmica cumulativa x temperatura para uma frequéncia de corte @p.
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A.4 Condutividade Térmica - Codigo Fonte

! Copyright (C) 2013 Alison Arantes Gongalves, e-mail: aagoncalves@fisica.ufjf.br
! GNU Fortran Compiler 4.5 ; jEdit programmer’s edit 5.1
PROGRAM k_PNC

IMPLICIT NONE ! declaracdo dos pardametros, varidveis, vetores e matrizes.
! IMPUT (SI units)

INTEGER, PARAMETER :: No=6, Npw=(2*No+1)**2, jmax=300, wD=200, Tmax=100
INTEGER :: 1, j, j1, j2, k, wo, w, To, Nz=26, Nxy=32 ! Nz,Nxy = Nmax subbands
REAL(S) :: pi, a, dq, dqq, h, Kb, xz, T, tq, kgB (jmax), Vg, x, temp,

kz(wD,Tmax), kxy(wD,Tmax), k_tot(wD,Tmax)

DOUBLE PRECISION, DIMENSION(3,0:50,Npw) :: Wz, swp, Vz, Cq, kq

DOUBLE PRECISION, DIMENSION(3,0:50,2*Npw) :: Wxy, swx, Vxy
CHARACTER*6 :: SYSTEM

pi =acos(-1d0) ; a=3d-6 ; dq =0.01d0 * (2*pi/a) ; h=1d0 * 1.054d-34 ; Kb = 1d0 * 1.380d-23
SYSTEM = "PNC’
IF (SYSTEM.eq.’PNC’) THEN

! IMPUT DATA ! frequencies and velocities
DO k=1,3 ; DO i=0,50

READ(01,*) Wxy(k,i,:)

READ(02,*) Wz(k,i,:)

END DO ; END DO

! brute force sorting frequencies by band index : N = 132, Si-W, CIRC, R=0.43a
INCLUDE ’sort_band_Si.f95°

! GROUP VELOCITY

DO k=1,3

IF (k.eq.1) dqq = sqrt(2d0) ; IF (k.ne.1) dgq = 1d0

Vxy(k,1:49,:) = (Wxy(k,2:50,:)- Wxy(k,0:48,:))/(2d0*dq*dqq) INUM. RECIP77 eq 5.7.7 , p.101

Vxy(k,0,:) = (Wxy(k, 1,:) - Wxy(k, 0,:)) /(dg*dqq)

Vxy(k,50,:) = (Wxy(k,50,:) - Wxy(k,49,:)) /(dg*dqq) Il Vz(k,1:49,:) = (Wz(k,2:50,:)- Wz(k,0:48,:))/(2d0*dc
Vz(k,0,:) = (Wz(k, 1,:) - Wz(k, 0,:)) /(dg*dqq)

Vz(k,50,:) = (Wz(k,50,:) - Wz(k,49,:)) /(dg*dqq)

END DO

! CUMULATIVE THERMAL CONDUCTIVITY PNC

DO To= 1,Tmax ! TEMPERATURE
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T =0.01d0 * To

! SPECIFIC HEAT Z_modes

DO j=1,Nz ; DO k=1,3 ; DO i=0,50

xz = h*Wz(k,1,j)/(Kb*T)

Cq(k,i,j)) = Kb* xz**2 * exp(xz) * (exp(xz)-1)**(-2)

tq = a/ abs(Vz(k,i,j))

kq(k,i,j) = 1/(6*pi**2) * Cq(k,i,j) * Vz(k,i,j)**2 * tq * (i*dq)**2
END DO ; END DO ; END DO

|—— frequency domain

DO w=1,wD

temp =0

DO j=1,Nz ; DO k=1,3 ; DO i=0,50

IF (Wz(k,i,j).It. w*1d8) temp = temp + kq(k.1,j)

END DO ; END DO ; END DO

Kz(w,To) = temp * 1d9 ! dw = 1d9 elemendo dw de integracao
END DO

! SPECIFIC HEAT XY_modes

DO j=1,Nxy ; DO k=1,3 ; DO i=0,50

xz = h*Wxy(k,1,j)/(Kb*T)

Cq(k,i,j) = Kb* xz**2 * exp(xz) * (exp(xz)-1)**(-2)
IF (xz.eq.0) Cq(k.i,j)=0

tq = a/ abs(Vxy(k,i,)))

kq(k,i,j) = 1/(6*pi**2) * Cq(k,i,j) * Vxy(k,i,j)**2 * tq * (i*dq)**2
END DO ; END DO ; END DO

!—— frequency domain

DO w=1,wD

temp =0

DO j=1,Nxy ; DO k=1,3 ; DO i=0,50

IF (Wxy(k,1,j).1t.w*1d8) temp = temp + kq(k,1,j)
END DO ; END DO ; END DO

Kxy(w,To) = temp * 1d9

END DO

END DO ! TEMPERATURE

DO w=1,wD ! plot Kc xw

WRITE(10,*) w, kxy(w,:) + kz(w,:) ; END DO !, kxy(w,:), kz(w,:)
END DO

DO To= 1,Tmax ! plot Kc x T

T =0.01d0 * To
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WRITE(8,*) T, kxy(wD,To) + kz(wD,To)
END DO

END IF
IF (SYSTEM.eq’BULK”) THEN

! IMPUT DATA ! frequencies and velocities
Nz=Npw ; Nxy=Npw

DO k=1,3 ; DO i=0,50

READ(11,*) Wxy(k,i,:)

READ(12,*) Wz(k.i,:)

END DO ; END DO

Vz =5.86d3

Vxy= 8.44d3

tq =1d-9

! CUMULATIVE THERMAL CONDUCTIVITY BULK
DO To= 1,Tmax ! TEMPERATURE

T =0.01d0 * To

! SPECIFIC HEAT Z_modes

DO j=1,Npw ; DO k=1,3 ; DO i=0,50

xz = h*Wz(k,1,))/(Kb*T)

Cq(k,i,j)) = Kb* xz**2 * exp(xz) * (exp(xz)-1)**(-2)
IF (xz.eq.0) Cq(k,i,j) =0

kq(k,i,j) = 1/(6*pi**2) * Cq(k,i,j) * Vz(k,1,j))**2 * tq * (1*dq)**2
END DO ; END DO ; END DO

/—— frequency domain

DO w=1,wD

temp =0

DO j=1,Npw ; DO k=1,3 ; DO i=0,50

IF (Wz(k.,i,j).1t.w*1d8) temp = temp + kq(k.,1,j)
END DO ; END DO ; END DO

Kz(w,To) = temp * 1d9

END DO

! SPECIFIC HEAT XY_modes

DO j=1,Npw ; DO k=1,3 ; DO i=0,50

xz = h*Wxy(k,1,j)/(Kb*T)

Cq(k,i,j) = Kb* xz**2 * exp(xz) * (exp(xz)-1)**(-2) IF (xz.eq.0) Cq(k,1,j) =0
kq(k,i,j) = 1/(6*pi**2) * Cq(k,i,j) * Vxy(k,i,j)**2 * tq * (i*dq)**2

END DO ; END DO ; END DO
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/—— frequency domain

DO w=1,wD

temp =0

DO j=1,Npw ; DO k=1,3 ; DO i=0,50

IF (Wxy(k,1,j).1t.w*1d8) temp = temp + kq(k,1,j)
END DO ; END DO ; END DO

Kxy(w,To) = temp * 1d9

END DO

END DO

END DO ! TEMPERATURE
DO w=1,wD ! plot Kc x w

WRITE(10,*) w, kxy(w,:) + kz(w,:) ; END DO !, kxy(w,:), kz(w,:)
END DO

DO To= 1,Tmax ! plot Ke x T
T=0.01d0 * To

WRITE(8,*) T, kxy(wD,To) + kz(wD,To)
END DO

END IF

END PROGRAM k_PNC
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