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RESUMO

De acordo com Organização Mundial da Saúde, o câncer é uma preocupação de saúde

global. O alto ı́ndice de mortalidade move a comunidade cient́ıfica a estudar novos

tratamentos, dentre esses podemos citar a hipertermia por nanopart́ıculas magnéticas.

Este tratamento consiste em submeter a região alvo à um campo magnético de baixa

frequência, fazendo com que as nanopart́ıculas causem o aumento da temperatura acima

de 43◦C, considerada a temperatura alvo para lesionar o tecido e conduzir as células a

necrose. Este trabalho usa o modelo tridimensional in silico de Pennes descrito por uma

equação diferencial parcial (EDP) para estimar a porcentagem de dano ao tecido devido ao

tratamento com hipertermia. A evolução diferencial é usada para otimizar o tratamento,

sugerindo os melhores lugares para realizar as injeções de nanopart́ıculas magnéticas de

modo a maximizar a lesão nas células tumorais e minimizar os danos ao tecido saudável.

Foram realizados testes considerando domı́nios bidimensionais e tridimensionais e, para

cada domı́nio, três diferentes cenários visando avaliar as sugestões obtidas com o uso do

método de otimização. Os resultados indicam que a técnica proposta é promissora: foi

observada a redução da porcentagem de dano ao tecido saudável e a completa lesão do

tecido tumoral. Considerando o modelo tridimensional em seu cenário mais complexo, o

processo de otimização foi responsável por diminuir o dano ao tecido saudável em 59%

se as injeções de nanopart́ıculas forem posicionadas em um local não intuitivo, ou seja,

diferente do centro dos tumores. A solução numérica da EDP em conjunto com a evolução

diferencial aumenta o esforço computacional para a execução do algoritmo. Devido a

esse fator, uma estratégia paralela utilizando a arquitetura CUDA foi implementada com

o intuito de tornar a resolução da EDP menos custosa, utilizando as GPUs NVIDIA.

Comparando o código paralelo com o sequencial executado somente em CPU, observou-se

um ganho de desempenho de até 84, 4 vezes.

Palavras-chave: Hipertermia. Câncer. Biotransferência de Calor. CUDA.

Otimização. Evolução Diferencial.



ABSTRACT

According to the World Health Organization, cancer is a global health concern. The high

mortality rate drives the scientific community to study new treatments, among which we

can mention hyperthermia by magnetic nanoparticles. This treatment involves subjecting

the target region to a low-frequency magnetic field, causing the nanoparticles to increase

the temperature above 43◦C, considered the target temperature to damage the tissue

and induce cell necrosis. This work uses the three-dimensional in silico model of Pennes,

described by a partial differential equation (PDE), to estimate the percentage of tissue

damage due to hyperthermia treatment. Differential evolution is used to optimize the

treatment, suggesting the best locations for injecting magnetic nanoparticles to maximize

the damage to tumor cells and minimize harm to healthy tissue. Tests were performed

considering two- and three-dimensional domains, and for each one, three scenarios were

considered to evaluate the suggestions obtained by the optimization method. The results

indicate that the proposed technique is promising: a reduction in the percentage of damage

to healthy tissue while keeping the complete damage to the tumor tissue were observed.

Considering the three-dimensional domain in its most complex scenario, the optimization

process was responsible for reducing the damage to healthy tissue by 59% when the

nanoparticle injections are positioned in a non-intuitive location, i.e., different from the

center of the tumors. The numerical solution of the PDE combined with differential

evolution increases the computational effort required for algorithm execution. Due to this

factor, a parallel strategy using CUDA architecture was implemented to solve the PDE

at a lower cost using NVIDIA GPUs. Comparing the parallel version of the code with its

sequential version executed in a single CPU, an 84.4-fold performance gain was observed.

Keywords: Hyperthermia. Cancer. Bioheat Transfer. CUDA. Optimization.

Differential Evolution.
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painéis (a) e (e) são as representações em 3D do resultado. Os painéis (b)
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Os painéis (c) e (g) apresentam a resposta ao tratamento de hipertermia
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considerando uma exposição ao tratamento de hipertermia com t = 50min.

O volume vermelho denota o tecido que atingiu T ≥ 43o. Os painéis (a)
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tempo de execução paralelo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
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1 INTRODUÇÃO

O câncer foi responsável por 10 milhões de morte em 2020, o tornando um dos maiores

causador de óbitos (WHO, 2022). Aproximadamente 70% dos casos de câncer ocorrem em

páıses de renda média ou baixa. Além disso, 30% dos casos de morte pela doença poderiam

ser evitadas com diagnósticos nos estágios iniciais e com o tratamento adequando (OPAS,

2022). A maioria destas mortes ocorrem entre pessoas de 50 anos ou mais como

apresentadas por Our World in Data (2022) (ver Figura 1.1 e Figura 1.2). Dentre os

cânceres mais comuns temos o câncer de mama, de pulmão e o colorretal (OPAS, 2022;

WHO, 2022). A Figura 1.3 apresenta os dados de incidência de câncer no Brasil e no

mundo.

Figura 1.1: Prevalência de câncer por idade entre 1990 à 2017. O Painel a esquerda
apresenta as porcentagens no mundo. O Painel a direita apresenta a porcentagem por
idade do Brasil.
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Fonte: Adaptado de Our World in Data (2022).

Devido ao alto ı́ndice de mortalidade, novas estratégias são desenvolvidas para

combater o câncer. Dentre elas podemos citar a hipertermia, técnica que consiste

em superaquecer uma determinada região causando sua necrose celular. Esse novo

tratamento visa ajudar os tratamentos já consolidados, como a radioterapia e a

quimioterapia (Giustini et al., 2010). As nanopart́ıculas magnéticas são utilizadas para

o processo de hipertermia, podendo alcançar a região tumoral de maneiras distintas,

intravenosa ou injetadas diretamente no tecido tumoral. Conforme mencionado por

Hoopes et al. (2007), o protocolo estabelece que a posição ideal para a injeção das

nanopart́ıculas no tecido tumoral é em seu centro geométrico. Ao serem expostas à
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Figura 1.2: Óbitos devido ao câncer por idade entre 1990 à 2017. O Painel a esquerda
apresenta as porcentagens no mundo. O Painel a direita apresenta a porcentagem por
idade do Brasil.
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Fonte: Adaptado de Our World in Data (2022).

um campo magnético de baixa frequência, causam o aquecimento da região por meio do

relaxamento de Brownian e Néelian (Moros, 2012). Além do mais, esse mecanismo permite

a hipertermia por nanopart́ıculas magnéticas ser usada para aquecer o tecido tumoral até

que este atinja a temperatura de 43◦C, que se mantida por uma quantidade de tempo

razoável pode causar necrose (Salloum et al., 2009). O modelo matemático proposto

por Pennes (1948) descreve a biotransferência de calor em tecidos vivos utilizando uma

equação diferencial parcial (EDP). Os resultados numéricos obtidos usando o modelo são

similares aos observados experimentalmente, justificando seu uso cient́ıfico (Ng et al.,

2017; Salloum et al., 2009; Shih et al., 2007; Valente et al., 2021; Charny, 1992; Ezzat

et al., 2014; Ferrás et al., 2015; Shih et al., 2007). A equação original de Pennes pode ser

modificada a fim de acrescentar o processo de hipertermia na equação de biotransferência

de calor (Attar et al., 2014; Miaskowski e Sawicki, 2013; Reis et al., 2014; Suleman e Riaz,

2020; Tucci et al., 2021).

1.1 OBJETIVOS

1.1.1 Objetivos Gerais

Este estudo tem como hipótese que as melhores posições para as injeções de nanopart́ıculas

magnéticas no tumor não se encontram necessariamente no seu centro geométrico. Deste

modo, o objetivo principal do trabalho é demonstrar que uma ferramenta de otimização
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Figura 1.3: Incidência câncer por tipo entre 1990 à 2017. O Painel (a) mostra a incidência
de câncer no mundo. O Painel (b) apresenta a incidência de câncer no Brasil.
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Fonte: Adaptado de Our World in Data (2022).

pode ser empregada para se achar os pontos ótimos de injeção, isto é, aqueles que

maximizam a região tumoral que atinge 43◦C e minimizam as regiões de tecido saudável

que atingem o mesmo limiar de temperatura.

1.1.2 Objetivos Espećıficos

O modelo de Pennes (1948) é empregado para calcular a transferência de calor em tecidos

vivos durante o processo de hipertermia com nanopart́ıculas magnéticas. A difusão de

calor no contexto da hipertermia é utilizada para estimar os danos nos tecidos saudáveis e
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tumorais. Para a resolução da Equação Diferencial Parcial (EDP) do modelo, foi aplicado

o método das diferenças finitas (MDF).

Além disso, Com o objetivo de identificar as melhores posições para a injeção das

nanopart́ıculas magnéticas, foi aplicada à evolução diferencial (ED)(Price et al., 2006).

Nesse processo, o modelo de Pennes é empregado para quantificar a porção do tecido que

atingiu a temperatura cŕıtica de 43◦C. No entanto, devido ao elevado custo computacional

decorrente da integração da ED com o modelo tridimensional de Pennes, decidiu-se

paralelizar a execução da aplicação, de modo a reduzir o seu tempo de computação.

O paralelismo de dados existente na aplicação nos levou a escolher as GPUs (Graphical

Processing Units) como plataforma computacional. Para realizar a paralelização,

adotamos a Arquitetura de Dispositivo de Computação Unificada (Compute Unified

Device Architecture - CUDA) como a API (Application Programming Interface)

apropriada (Reis et al., 2016; Chou e Chen, 2016; Bousselham et al., 2018; Kalantzis

et al., 2016). Isso foi especialmente aplicado ao código responsável pelo cálculo da função

objetivo.

1.2 ORGANIZAÇÃO

Este trabalho foi divido em oito caṕıtulos. O Caṕıtulo 1 é esta Introdução. O Caṕıtulo 2

apresenta o modelo matemático utilizado no simulador de biotransferência de calor, assim

como a adição da Specific Absorption Rate, responsável por permitir o uso do modelo de

Pennes para simular tratamento de câncer por nanopart́ıculas magnéticas. O Caṕıtulo

3 é responsável por apresentar uma aproximação numérica para a resolução do modelo

apresentado no Caṕıtulo 2. O Caṕıtulo 4 detalha o método e processo de otimização

utilizado em conjunto com o modelo matemático, a fim de obter os melhores pontos de

injeção para as nanopart́ıculas no tecido. O Caṕıtulo 5 descreve a arquitetura da placa

de v́ıdeo usada para a execução da versão paralela do algoritmo, além de apresentar

a organização do código para que isto se tornasse posśıvel. Após essa apresentação

introdutória, o Caṕıtulo 6 apresenta os resultados do estudo. No referido caṕıtulo são

apresentados diversos estudos de casos que se distinguem em dimensões, quantidade de
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tumores e/ou número de injeções de nanopart́ıculas magnéticas. Os resultados também

apresentam os tempos de computação da versão paralela do código. Finalmente, os

Caṕıtulo 7 e Caṕıtulo 8 apresentam a discussão dos resultados e as conclusões obtidas ao

fim deste trabalho, respectivamente.
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2 MODELO MATEMÁTICO

A transferência de energia está presente em nosso cotidiano, seja na natureza, como nas

águas evaporando e condensando na forma de chuva, ou mesmo nas obras humanas, como

nos projetos de climatização de ambientes. Mas não é só o mundo exterior que está sujeito

a trocas de calor, nossos corpos também são capazes de receber e difundir o calor. Um

modelo capaz de aproximar as trocas de calor a ńıvel celular foi proposto por Harry H.

Pennes (1948), onde a lei de conservação de energia foi usada para obter a formulação

para a biotransferência de calor em tecidos vivos.

2.1 BIOTRANSFERÊNCIA DE CALOR

A Equação de Pennes é um modelo matemático conhecido para representar a difusão de

calor em tecidos vivos. O amplo uso do modelo de Pennes se deve a sua simplicidade de

implementação e ao baixo custo computacional para a sua resolução numérica.

Esse modelo se baseia na lei de conservação de energia, ou seja, o calor de sáıda é

subtráıdo do calor de entrada e somado ao calor gerado, resultando na energia total do

sistema (Equação (2.1)):

Ė = Ėentrada − Ėsaida + Ėgerada. (2.1)

Figura 2.1: Representação do fluxo passando por uma elemento infinitesimal
bidimensional.

Fonte: Adaptado de Jiji (2009).
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Para incorporar a primeira lei da termodinâmica no modelo de Pennes, deve-se

considerar um elemento de volume infinitesimal dxdydz e incluir o termo correspondente

à temperatura T . Para obter essa formulação, assume-se fluxo uniforme, com pressão e

densidades constantes, e desconsidera-se a energia potencial.

A Figura 2.1 apresenta a formulação para o cálculo do fluxo ao longo do eixo x e y,

além disso para o eixo z pode ser calculado de maneira análoga. A transferência de energia

no elemento ocorre de duas maneiras: condução e fluxo de massa. Para a condução, os

fluxos em cada componente dos vetores unitários são representados por q′′x, q
′′
y e q′′z . Como

o fluxo é definido como energia por unidade de área por tempo, é necessário multiplicá-lo

pela área. Quanto ao fluxo de massa, ele pode ser dividido em duas partes: a variação

do fluxo de massa ao longo da coordenada x, representada por ρvxdydx, onde ρ e vx

são a densidade e a velocidade na direção do vetor unitário î, e a variação de energia

transportada pela massa, representada por ρvxĝdydz, onde ĝ é a entalpia por unidade

de área. As demais coordenadas são assumidas de maneira análoga à componente x. A

formulação da Energia de entrada é regida por:

Ėentrada = q′′xdydz + q′′ydxdz + q′′zdxdy + ρvxĝdydz + ρvyĝdxdz + ρvzĝdxdy, (2.2)

onde vx, vy e vz são as componentes de v⃗ na direção das coordenadas x, y e z,

respectivamente. Além disso, neste modelo, elas serão consideradas constantes, assumindo

o movimento uniforme.

A Energia de sáıda é calculada usando a Expansão de Taylor (Jiji, 2009; LeVeque,

2007), obtendo-se ao final da mesma a seguinte equação:

Ėsaida =

(

q′′x +
∂q′′x
∂x

dx

)

dydz +

(

q′′y +
∂q′′y
∂y

dy

)

dxdz +

(

q′′z +
∂q′′z
∂z

dz

)

dxdy+

ρvx

(

ĝ +
∂ĝ

∂x
dx

)

dydz + ρvy

(

ĝ +
∂ĝ

∂y
dy

)

dxdz + ρvz

(

ĝ +
∂ĝ

∂z
dz

)

dxdy.

(2.3)

A energia gerada é apresentada pela Equação (2.4), enquanto a variação de energia
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dentro do elemento é expressa pela Equação (2.5):

Egerada = q′′′dxdydz, (2.4)

Ė = ρ
∂û

∂t
dxdydz, (2.5)

onde û e t é a energia interna por unidade de área e o tempo, respectivamente.

Substituindo as Equações (2.2) à (2.5) na Equação(2.1) é obtido:

ρ
∂û

∂t
= −∂q′′x

∂x
−

∂q′′y
∂y
− ∂q′′z

∂z
− ρvx

∂ĝ

∂x
− ρvy

∂ĝ

∂y
− ρvz

∂ĝ

∂z
+ q′′′. (2.6)

A entalpia é definida como:

ĝ = û+
P

ρ
, (2.7)

onde P é a pressão, assumida constante. Substituindo a entalpia na Equação (2.6), é

obtida a seguinte Equação:

ρ

(

∂ĝ

∂t
+ vx

∂ĝ

∂x
+ vy

∂ĝ

∂y
+ vz

∂ĝ

∂z

)

= −∂q′′x
∂x
−

∂q′′y
∂y
− ∂q′′z

∂z
+ q′′′. (2.8)

Reorganizando os termos à direita da Equação (2.8), é posśıvel incorporar a lei de

Fourrier de condução (q⃗ = −k∇T ), resultando em:

ρ

(

∂ĝ

∂t
+ v⃗ · ∇ĝ

)

= ∇ · k∇T + q′′′. (2.9)

Com o fluxo em função da temperatura, é necessário reestruturar a equação, de forma

que o entalpia também esteja em função dela. Isso pode ser feito considerando-se que, em

uma pressão constante, dĝ = cpdT , o que leva à:

ρcp

(

∂T

∂t
+ v⃗ · ∇T

)

= ∇ · k∇T + q′′′, (2.10)

onde cp é o calor especifico em pressão constante e v⃗ = (vx, vy, vz). Os operadores ∇ e ∇·
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são o gradiente e o divergente, respectivamente.

Desconsiderando a convecção no meio, a equação se apresenta como:

ρcp
∂T

∂t
= ∇ · k∇T + q′′′. (2.11)

Contudo, o q′′′ pode ser expresso como a quantidade de energia adicionada por volume

(Qb) somada a quantidade de energia metabólica gerada (Qm) por volume, apresentado

na Equação (2.12):

q′′′dxdydz = (Qb +Qm)dxdydz. (2.12)

A Figura 2.2 ilustra os conceitos utilizados para formular Qb, onde a porção

considerada é grande o suficiente para estar saturada de capilares, vênulas e arteriólas,

porém a concentração é pequena se comparada à região de estudo. O sangue entra na

região com a temperatura corporal (Ta), se equilibrando na temperatura do tecido (T ).

A Equação (2.13) é uma representação do fenômeno descrito:

Figura 2.2: Representação do fluxo q′′′.

Arteriola

Vênula

Fonte: Adaptado de Jiji (2009).

Qb = ρbcbωb(Ta − T ), (2.13)
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onde ρb, cb e ωb são a densidade do sangue, seu calor especifico e a perfusão sangúınea,

respectivamente.

Substituindo a Equação (2.13) na Equação (2.12), obtêm-se:

q′′′dxdydz = ρbcbωb(Ta − T ) +Qmdxdydz. (2.14)

E, por fim, a Equação (2.15) apresenta o modelo de Pennes modificado, substituindo

a Equação (2.14) na Equação (2.11) e adicionando o termo referente à hipertermia

por nanopart́ıculas magnéticas (Qr) como fonte de calor. Além disso, considerando-

se a condição de contorno de Neumann com fluxo nulo e a temperatura inicial igual à

temperatura corpórea, temos que:































ρc
∂T

∂t
= ∇ · k∇T + ωbρbcb(Ta − T ) +Qm +Qr em Ω× I,

k∇T · n⃗ = 0 em ∂Ω× I,

T (·, 0) = T0 em Ω,

(2.15)

onde Ω ⊂ R
3 é o domı́nio no espaço, I ⊂ R

+ é o domı́nio no tempo, T : Ω×I → R
+ ; ρ, c,

e k são densidade, calor espećıfico e condutividade térmica do tecido, respectivamente; ρb,

cb, e ωb é a densidade, calor espećıfico do sangue e a perfusão sangúınea, respectivamente;

Ta é a temperatura arterial; Qm e Qr são o calor metabólico gerado e o calor gerado no

processo de hipertermia, respectivamente.

As seguintes simplificações são adotadas para o uso do modelo de Pennes (Jiji, 2009):

• Equiĺıbrio Local: a transferência de calor entre o tecido e o sangue ocorrem por

meio do capilares;

• Perfusão Sangúınea: o fluxo sangúıneo no interior dos capilares é considerado

isotrópico;

• Geometria Vascular: a geometria vascular não é considerada;

• Temperatura Sangúınea: a temperatura dos capilares é a mesma que a temperatura

corporal.
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2.2 HIPERTERMIA POR NANOPARTÍCULAS MAGNÉTICAS

O uso de campos eletromagnéticos abre a possibilidade de serem depositadas altas

quantidades de energia em um tecido para o aumento de sua temperatura, a fim de

causar hipertermia e termoablação localizada. Este tratamento tem vantagens como

não ser um tratamento invasivo, visto que as nanopart́ıculas estão contidas em um bio-

flúıdo compat́ıvel e podem ser injetadas de maneira intravenosa ou diretamente no tecido

tumoral. Além disso há a possibilidade de tratar tumores com formatos complexos,

minimizando os danos ao tecido saudável em sua proximidade (Moros, 2012).

Este trabalho baseou-se nas pesquisas experimentais de Salloum et al. (2008) com o uso

de uma solução de ferrofluido a base de água com concentração de 0, 1cc. Adota-se a SAR

(do inglês, Specific Absorption Rate) como o termo responsável por modelar a geração de

calor das injeções no tratamento por hipertermia, como mostra a Equação (2.16):

Qr =

Np
∑

i=1

Ae−r2i /r
2
0,i , (2.16)

onde Np é o número de injeções no tecido; A é a energia máxima produzida na geração

de calor, ri é a distância dos pontos de injeções, calculado como r = ||x⃗ − x⃗0||2; x0 é a

posição das injeções; e r0 é o raio de ação de cada injeção.
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3 MÉTODO NUMÉRICO

Os métodos numéricos são técnicas matemáticas usadas na obtenção de soluções

aproximadas para problemas complexos, quando estes apresentam solução impraticável

analiticamente. As respostas tendem a ser aproximações fieis, apresentando uma boa

acurácia. Geralmente se reduz o problema a sub-problemas e se adotam simplificações.

Neste capitulo será apresentado o o Método das Diferenças Finitas (MDF) (LeVeque,

2007) para a resolução da Equação (2.15). Este método considera um domı́nio

fechado Ω discretizado em um conjunto de pontos definido por Ss = {(xi, yj, zk); i =

0, 1, · · · , Nx; j = 0, 1, · · · , Ny; k = 0, 1, · · · , Nz}, onde Nx, Ny e Nz são o número de

intervalos para cada eixo de tamanho hx = hy = hz = h. Além disso, o domı́nio do tempo

I é divido em um intervalo de tamanho ht, St = {(tn);n = 0, 1, · · · , Nt}. Para apresentar

o modelo discretizado foi utilizado um método progressivo no tempo e centrado no espaço

(FTCS, do inglês Forward-Time Central-Space). Será empregado a versão explicita, com

convergência linear no tempo O(ht) e quadrática no espaço O(h2), deste método.

3.1 MÉTODO DAS DIFERENÇAS FINITAS

Considerando o domı́nio do tempo, o passo de tempo futuro pode ser calculado utilizado

as diferenças finitas progressiva, obtendo-se a equação:

∂T

∂t
≈

T n+1

i,j,k − T n
i,j,k

ht

. (3.1)

Já em relação ao espaço tridimensional, é aplicado o operador laplaciano como

mostrado na Equação (3.2), e em seguida diferenças finitas centradas de segunda ordem,

obtendo assim a Equação (3.3):

∇2T ≈ ∂2T

∂x2
+

∂2T

∂y2
+

∂2T

∂z2
, (3.2)

∂2T

∂x2
≈ Ti+1,j,k − 2Ti,j,k + Ti−1,j,k

h2
. (3.3)
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As obtenções de ∂2T
∂y2

e ∂2T
∂z2

são feitas de maneira análoga ao apresentado anteriormente.

Contudo o meio estudado é heterogêneo, devido à condutividade térmica k ser

dependente do tipo de tecido. Sendo assim, faz-se necessário considerá-lo como um

função descontinua. Desta maneira, se adicionam dois pontos fict́ıcios (i − 1

2
e i + 1

2
)

como apresentados na Figura 3.1.

Figura 3.1: Representação dos pontos fict́ıcios.

Fonte: Adaptado de Reis (2014).

Todos os cálculos do método das diferenças finitas a partir deste ponto serão

apresentados em função do eixo x considerando o vetor unitário i, sendo a resolução

para os outros eixo feita de maneira análoga.

Calculando a diferença centrada no ponto i, obtemos:

∂

∂x

(

k
∂T

∂x

)

≈ ki+1/2,j,k
∂Ti+1/2,j,k

∂x
− ki−1/2,j,k

∂Ti−1/2,j,k

∂x

h
. (3.4)

Para o cálculo da Equação 3.4 deve-se calcular o valor nos pontos i− 1

2
e i+ 1

2
. Para

tal fim, aplica-se novamente a diferença centrada nestes pontos, mas desta vez utilizando

os valores conhecidos (i− 1 e i+ 1), levando-nos a obter:

∂Ti+1/2,j,k

∂x
≈ Ti+1,j,k − Ti,j,k

h
, e (3.5)

∂Ti−1/2,j,k

∂x
≈ Ti,j,k − Ti−1,j,k

h
. (3.6)

Substituindo a Equação (3.5) e a Equação (3.6) na Equação (3.3) é obtido:

∂

∂x

(

k
∂T

∂x

)

≈ ki+1/2,j,k(Ti+1,j,k − Ti,j,k)− ki−1/2,j,k(Ti,j,k − Ti−1,j,k)

h2
. (3.7)

Como dito anteriormente, para as demais direções o calculo das diferenças finitas é feita
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de maneira análoga, então ao serem substitúıdos na Equação (3.2) obtém-se a resposta

de ∇ · k∇(T ) igual à:

∇ · k∇T =
ki+1/2,j,k(T

n
i+1,j,k − T n

i,j,k)− ki−1/2,j,k(T
n
i,j,k − T n

i−1,j,k)

h2
+

ki,j+1/2,k(T
n
i,j+1,k − T n

i,j,k)− ki,j−1/2,k(T
n
i,j,k − T n

i,j−1,k)

h2
+

ki,j,k+1/2(T
n
i,j,k+1 − T n

i,j,k)− ki,j,k−1/2(T
n
i,j,k − T n

i,j,k−1)

h2
,

(3.8)

onde ki+1/2,j,k é calculado no ponto fict́ıcio. Este valor é calculado utilizando a média

harmônica, para garantir a continuidade do fluxo de calor, conforme a seguinte equação:

ki+1/2,j,k ≈
2ki,j,kki+1,j,k

ki,j,k + ki+1,j,k

. (3.9)

3.2 MÉTODO DAS DIFERENÇAS FINITAS E MODELO DE PENNES

Para resolvermos o modelo de Pennes usando o Método das Diferenças Finitas, aplicam-se

as Equações (3.1) e (3.8) na Equação (2.15), obtendo-se:

ρc
∂T n+1

i,j,k − ∂T n
i,j,k

ht

=
ki+1/2,j,k(T

n
i+1,j,k − T n

i,j,k)− ki−1/2,j,k(T
n
i,j,k − T n

i−1,j,k)

h2
+

ki,j+1/2,k(T
n
i,j+1,k − T n

i,j,k)− ki,j−1/2,k(T
n
i,j,k − T n

i,j−1,k)

h2
+

ki,j,k+1/2(T
n
i,j,k+1 − T n

i,j,k)− ki,j,k−1/2(T
n
i,j,k − T n

i,j,k−1)

h2
+

ρbcbωb

(

Ta − T n
i,j,k

)

+Qm +Qr.

(3.10)

Reordenando os termos da equação anterior, podemos obter o seguinte esquema
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numérico explicito:

T n+1

i,j,k =
ht

ρc

[

ki+1/2,j,k(T
n
i+1,j,k − T n

i,j,k)− ki−1/2,j,k(T
n
i,j,k − T n

i−1,j,k)

h2
+

ki,j+1/2,k(T
n
i,j+1,k − T n

i,j,k)− ki,j−1/2,k(T
n
i,j,k − T n

i,j−1,k)

h2
+

ki,j,k+1/2(T
n
i,j,k+1 − T n

i,j,k)− ki,j,k−1/2(T
n
i,j,k − T n

i,j,k−1)

h2
+

ρbcbωb

(

Ta − T n
i,j,k

)

+Qm +Qr

]

+ T n
i,j,k.

(3.11)

3.3 CONDIÇÃO DE CONTORNO

A condição de contorno é uma limitação imposta a um sistema de equações para restringir

os limites do domı́nio. Neste trabalho optou-se pela utilização da condição de contorno

de Neumann, que especifica como a derivada normal de uma função deve se comportar na

fronteira do domı́nio em que a equação está sendo resolvida. Foi considerado fluxo nulo

na fronteira do domı́nio, i.e., k∇T = 0. Para efetuar o cálculo dos pontos no contorno

do domı́nio, considerou-se um ponto fict́ıcio (ponto fantasma) fora do domı́nio que será

aproximado pela diferença centrada. A demonstração será feita em função do eixo x, mas

é análoga aos demais. Considere que:

k
∂T

∂x
≈ k

Ti+1,j,k − Ti−1,j,k

2∆x
= f(x, y, z). (3.12)

Isolando o termo referente ao ponto fantasma temos:

Ti+1,j,k =
2

k
f(x, y, z)∆x+ Ti−1,j,k. (3.13)

Contudo foi considerado que f(x, y, z) = 0, como apresentado na Equação (2.15),

representando a condição de contorno de Neumann com fluxo nulo. Substituindo essa

informação na Equação (3.13), obtém-se:

Ti+1,j,k = Ti−1,j,k. (3.14)
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Figura 3.2: Representação da condição de contorno de Neumann.

Fonte: O Autor

A Figura 3.2 ilustra o uso de pontos fantasmas para tratar de condições de contorno

do tipo Neumann.

3.4 ESTABILIDADE NUMÉRICA

A demonstração da condição de estabilidade para o método numérico apresentado

anteriormente será apresentada para um domı́nio unidimensional, porém a mesma

demonstração pode ser aplicada, de forma análoga, para domı́nios de outras dimensões.

Utilizando a diferença progressiva no tempo e centrada no espaço na Equação (2.15),

obtemos:

T n+1
i = T n

i

∆t

ρc

[

k

∆x2
(T n

i−1 − 2T n
i + T n

i+1) + ωbρbcb(Ta − T n
i ) +Qm +Qr

]

. (3.15)

Os valores fixos foram desconsiderados (Qm, Qr e Ta) por não apresentarem propagação

de erro. Agrupando os valores em Ψx = k∆t
ρc∆x2 e Ψb = ωbρbcb∆t

ρc
, e substituindo na

Equação (3.15), obtém-se:

T n+1
i = T n

i +Ψx(T
n
i−1 − 2T n

i + T n
i+1)−ΨbT

n
i . (3.16)

Considerando o termo de erro advindo da análise de estabilidade de Furrier, temos
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que ϵni = ξejβm∆X , onde ξ = eγ∆t, βm é o modo de Furrier, i e j são o vetor unitário

na componente x e o número complexo (j =
√
−1), respectivamente. O termo ϵni não

apresentará crescimento infinito ao aumentar o tempo t se |ξ| ≤ 1.

Substituindo ϵni e reordenando a Equação (3.16), apresenta-se a nova equação:

ξ = 1 + Ψx(e
jβm∆x + e−jβm∆x − 2)−Ψb. (3.17)

Considerando a propriedade de que cos(θ) = 1

2

(

ejθ + e−jθ
)

, é posśıvel rearranjar a

equação e obter a Equação (3.18):

ξ = 1 + 2Ψx(1− cos(βm∆x))−Ψb. (3.18)

Aplicando a estabilidade de |ξ| na Equação (3.18), obtém-se:

−1 ≤ 1 + 2Ψx(1− cos(βm∆x))−Ψb ≤ 1. (3.19)

Extrapolando para o pior caso, temos que cos(βm∆x) = −1. Substituindo na

Equação (3.19) e juntando os termos semelhantes, temos:

−1 ≤ 1 + 4Ψx −Ψb ≤ 1. (3.20)

Organizando a inequação e considerando que todos componentes de Ψx e Ψb são

positivos, então:

Ψx +
Ψb

4
≤ 1

2
. (3.21)

Finalmente, fazendo os ajuste finais tem-se:

∆t

(

δ

∆x2
+

η

4

)

≤ 1

2
, (3.22)

onde os valores de δ e η são representados nas Equações (3.23) e (3.24):
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δ =
k

ρc
, (3.23)

η =
ωbρbcb
ρc

. (3.24)

Considerando o uso de CFL em um domı́nio tridimensional e fazendo o cálculo de

maneira análoga, obtém-se a Equação (3.25):

∆t

(

δ

∆x2
+

δ

∆y2
+

δ

∆z2
+

η

4

)

≤ 1

2
. (3.25)
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4 EVOLUÇÃO DIFERENCIAL

A Evolução Diferencial (ED) é um algoritmo estocástico utilizado para a otimização de

problemas, sendo empregado para maximizar ou minimizar uma função objetivo (Storn

e Price, 1997). Nesse processo, os indiv́ıduos representam soluções candidatas à

minimização ou maximização da função objetivo. A essência da ED é a criação de uma

cadeia evolutiva, que visa aprimorar os indiv́ıduos a cada geração. São selecionados, a

cada passo, os melhores indiv́ıduos para transmitirem suas informações às novas gerações.

Durante o procedimento evolutivo, mutações podem ocorrer, causando alterações nas

caracteŕısticas inerentes dos candidatos. Além disso, novos filhos são gerados cruzando

informações entre membros da população, sendo então classificados como aptos ou não a

serem selecionados para dar continuidade ao processo evolutivo do algoritmo. A Figura

4.1 apresenta a sequência de eventos que compõem a ED, ressaltando que nas etapas de

inicialização e seleção é necessário a resolução do modelo matemático para a avaliação da

função objetivo.

Figura 4.1: Fluxograma que ilustra a dinâmica do algoritmo de evolução diferencial.

Seleção do melhor

indivíduo obtido

Inicialização da 

População
Início

Mutação

Crossover

Seleção

Critério

de 

Parada

Sim

Não

Fonte: O Autor.

4.1 INICIALIZAÇÃO

O algoritmo inicia com a escolha do tamanho das populações e do número máximo de

gerações posśıveis. Em seguida, para a criação da primeira geração, foi testada a estratégia

aleatória; essa é conhecida como geração dos pais. É importante ressaltar que todos os

indiv́ıduos presentes na evolução diferencial são considerados vetores. Além disso, os
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operadores da ED tem suas respectivas taxas definidas no ińıcio do algoritmo (taxa de

mutação, F, e taxa de Crossover, C). Outras importantes configurações são os limites

inferiores e superiores onde as variáveis poderão oscilar, e a escolha da estratégia de

mutação a ser utilizada, que será apresentada em um seção subsequente.

Uma primeira geração é criada utilizando as informações da população parental

em conjunto com os parâmetros iniciais. A ED inicia seguindo os seus operadores

evolucionários, mutação, crossover e seleção, gerando indiv́ıduos que serão escolhidos

dependo de sua aptidão.

4.2 FUNÇÃO OBJETIVO

A função objetivo é aquela que se busca minimizar ou maximizar, sendo portanto utilizada

para quantificar a aptidão dos individuo a serem passados para a próxima geração. É

importante ressaltar que funções objetivos são definidas a partir das particularidades dos

problemas a serem minimizados ou maximizados, podendo variar com a necessidade e

objetivo que se busca alcançar.

Neste trabalho foram consideradas as quantidades de tecido saudável e tumoral

afetadas em um tratamento de hipertermia por nanopart́ıculas magnéticas para se avaliar

a aptidão de um indiv́ıduo. Mais especificamente, se a porção referente ao tecido tumoral

atingir a temperatura de 43◦C considera-se um impacto positivo à função, enquanto a

lesão do tecido saudável representa uma penalização, como é definido na Equação. (4.1):

minO(p) = 300−Nt − (100−Ns)− 100β, (4.1)

onde p é o conjunto de injeções a serem minimizadas, Nt ∈ [0, 100] é a aproximação da

porcentagem de tecido tumoral necrosado e Ns ∈ [0, 100] é a aproximação da porcentagem

de tecido saudável afetado. β ∈ {0, 1} é a variável que assume 1 quando todo o tumor

atinge 43oC ou mais, do contrário seu valor é 0.
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4.3 MUTAÇÃO

A operação de mutação adiciona um caráter importante ao processo de ED: esse operador

é responsável por alterar informações de indiv́ıduos da população, minimizando as chances

de ocorrer um mı́nimo (ou máximo) local. Diferentes estratégias podem ser utilizadas para

criar o vetor de mutação Vp.

Neste trabalho foi adotada como estratégia de mutação best/1 ; outras estratégias estão

listadas no Apêndice A. Na estratégia best/1, best é o indiv́ıduo que apresenta a melhor

aptidão na geração atual e que será usado como base para mutação, enquanto 1 representa

o número de diferenciações aleatórias a serem realizadas e que serão multiplicadas por

uma constante de mutação F , onde F está limitada no intervalo (0, 1). A estratégia é

representada na Equação (4.2):

V i
p = X i

best + F ∗ (X i
a −X i

b), (4.2)

onde X i
a e X i

b são indiv́ıduos aleatoriamente escolhidos, e i representa a geração atual.

Como cada indiv́ıduo na ED é representado por um vetor, a Figura 4.2 ilustra

graficamente o resultado obtido pela Equação (4.2).

Figura 4.2: Representação gráfica do resultado da Equação (4.2).

Fonte: Adaptado de Price et al. (2006).
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4.4 CROSSOVER

O processo de crossover é uma etapa crucial no algoritmo de ED, sendo responsável por

combinar o vetor gerado após a operação de mutação, Vp, e o vetor alvo, Xr. Todos

os indiv́ıduos são vetores alvos, porém são escolhidos separadamente para o processo

de evolução diferencial, dando origem a seus respectivos vetores de mutação. A ideia é

equilibrar a exploração do espaço de busca para se encontrar uma melhor solução para o

problema de otimização. Assim como na mutação, existem várias estratégias que podem

ser utilizadas no crossover, como a binomial (bin) ou a exponencial (exp). Neste trabalho

foi testado a estratégia binomial, sendo assim para toda a ED adotou-se a estratégia

best/1/bin. Para mais informações sobre o crossover exponencial, sugere-se ao leitor

consultar a referência Price et al. (2006).

O crossover binomial (bin) funciona sorteando um valor aleatório para cada posição

i do vetor teste U . Se o número for maior que a constante de crossover C, a posição Ui

recebe o valor do vetor alvo Xr. Do contrário, o valor atribúıdo é o do vetor de mutação:

U i =















V i
p , se ri ≤ C,

X i
r, caso contrário,

(4.3)

onde V i
p e X i

r são o vetor de mutação e o vetor alvo, respectivamente; ri e U i é o valor

aleatório sorteado para cada posição dos vetores e é o vetor teste resultante do crossover

a ser comparado com o vetor alvo na seleção, respectivamente.

4.5 SELEÇÃO

A seleção busca encontrar os filhos mais aptos a prosperarem e serem conduzidos a próxima

geração, isto é, aqueles que apresentem o valor da função objetivo mais próximo de zero.

Esta escolha ocorre após ser avaliado o valor da função objetivo referente ao vetor teste.

Então os resultados são comparados com o vetor alvo e aquele que apresentar o valor mais

próximo de zero será selecionado:
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X i+1 =















U i
p, se O(U i

p) ≤ O(X i
r),

X i
r, caso contrário.

(4.4)

4.6 CRITÉRIO DE PARADA

Após a fase de seleção, o algoritmo pode ser encerrado se o critério de parada for atingido.

Caso contrário, uma nova geração será iniciada e o processo descrito anteriormente

será executado novamente. A conclusão do algoritmo acontece quando o erro é menor

do que um limite previamente definido ou quando as iterações ultrapassam o número

máximo de gerações estabelecido. Neste último caso, considera-se que o algoritmo não

conseguiu encontrar uma solução satisfatória. O critério de parada adotado é ilustrado

pela Equação (4.5):

σ(O(p)) ≤ atol + tol ∗ |O(p)|, (4.5)

onde σ(O(p)) é o desvio padrão da função objetivo para a população, atol e tol são a

tolerância absoluta e relativa para a convergência, respectivamente, e |O(p)| é o valor

médio absoluto da função objetivo para a população.
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5 ESTRATÉGIA PARALELA

A Arquitetura de Dispositivo de Computação Unificada, também conhecida como CUDA

(Compute Unified Device Architecture), é uma API (Interface de Programação de

Aplicação) desenvolvida pela NVIDIA para computação paralela. Essa tecnologia permite

que a unidade de processamento gráfico (GPU) presente nas placas de v́ıdeo, seja utilizada

para executar códigos de propósito geral criados pelo programador. Isso pode resultar em

um aumento significativo no desempenho, especialmente quando o código precisa executar

um mesmo conjunto de instruções em um grande volume de dados, e estes dados podem

ser processados independentemente uns dos outros. Nesse caso, a GPU utiliza seu grande

número de núcleos, muito maior que um processador convencional, para processar os

dados de forma paralela.

Esta seção dá uma visão introdutória sobre a arquitetura de uma GPU e os principais

passos necessários para a adaptação de um código para utilizar CUDA. Por fim, o caṕıtulo

discute a estratégia de implementação da versão paralela do modelo de Pennes.

5.1 ARQUITETURA NVIDIA TURING

Inicialmente, a NVIDIA tinha como foco o desenvolvimento de placas gráficas para

computadores. Uma das primeiras arquiteturas da empresa a fazer sucesso foi lançada

em 1999: a GPU GeForce 256. Esta foi a primeira placa gráfica com aceleração por

hardware que trouxe uma melhoria significativa na qualidade dos gráficos e desempenho.

A cada novo lançamento, novos recursos eram adicionados, muitos dos quais permitindo

ao programador definir parâmetros utilizados nos processos de renderização. Com o

lançamento da GeForce 8 Series em 2006, a NVIDIA deu um passo além e começou a

permitir a execução de códigos desenvolvidos pelos programadores em suas GPUs. Assim,

a arquitetura unificada introduzida nas GeForce 8 permitiu que as GPUs fossem usadas

não apenas para gráficos, mas também para processamento geral usando CUDA. Com o

passar dos anos a NVIDIA desenvolveu diversas arquiteturas de GPUs, dentre as quais

podemos citar Hooper, Ampere, Turing e Volta, que atualmente são as mais presentes no

mercado.
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Segundo a NVIDIA (2023), a arquitetura Turing foi a maior inovação desde a criação

das primeiras GPUs com suporte a CUDA. Dentre as inovações, destaca-se a introdução

dos RT cores, processadores ray tracing que levaram a um aumento significativo no

desempenho do processamento do deslocamento da luz e do som em um ambiente 3D,

atingindo uma velocidade 25 vezes superior a obtida em arquiteturas anteriores. Os

tensor cores, processadores que aceleram a inferência e o treinamento em deep learning

e que foram introduzidos na arquitetura Volta, foram aprimorados, oferecendo até 500

trilhões de operações Tensor por segundo. Por fim, a arquitetura Turing introduz um

novo multiprocessador stream, o Turing Stream Multiprocessor (SM), que adiciona um

novo caminho de dados independente para números inteiros. Esse novo caminho de dados

permite a execução de instruções inteiras de forma simultânea com o caminho de dados

para cálculos de ponto flutuante. Nas gerações anteriores, a execução dessas instruções

bloquearia a emissão de instruções de ponto flutuante. Além disso, o caminho de memória

do SM foi redesenhado para unificar a memória compartilhada, a cache de texturas e a

cache de dados em uma única unidade, resultando em maior largura de banda e maior

capacidade dispońıvel para a cache L1.

A Figura 5.1a apresenta a organização da arquitetura, enquanto a Figura 5.1b mostra

em detalhes o Turing SM, que possui 64 núcleos para ponto-flutuante (FP32) e 64 núcleos

para inteiros (INT32).

A arquitetura apresentada na Figura 5.1 possui seis clusters de processamento gráficos

(ou GPC), onde em cada GPC estão presentes seis clusters de processamento de textura

(Texture Processing Cluster - TPC). Internamente cada TPC possui dois SMs, totalizando

assim 36 TPCs e 72 SMs em toda a placa (NVIDIA, 2023). Atrelado a cada controlador

de memória estão oito Render Output Units (ROP) e uma cache L2. Há um total de 96

unidade de ROP e a cache L2 apresenta um tamanho de 512 KB (NVIDIA, 2023).

A Figura 5.1b representa um SM dividido em quatro blocos, onde cada bloco possui 16

FP32 cores, 16 INT32 cores, dois tensor cores, um escalonador de warps, uma unidade de

despacho de instruções, uma cache L0 e um banco de registradores de 64 KB (NVIDIA,

2023). Além disso, os blocos compartilham uma memória cache L1 de 96 KB, sendo
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dividida em 64 KB para a renderização de imagens e 32 KB para textura e spilling

registers. O último componente do SM é o RT core, responsável por executar o Ray

Tracing.

É importante ressaltar que existem variações na arquitetura Turing, que podem possuir

quantidades de unidades de processamento e de memória distintas.

Figura 5.1: Organização da arquitetura Turing. O Painel (a) apresenta organização geral
da placa. O Painel (b) apresenta um dos multiprocessadores.
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Fonte: Adaptado de NVIDIA 2023.

5.2 IMPLEMENTAÇÃO EM CUDA

A escrita de um código para execução em CUDA costuma seguir alguns passos.

Primeiramente há a alocação de memória na placa gráfica. Em seguida, os dados

necessários para a execução do código CUDA são copiados para a memória recém alocada

na GPU. Finalmente, a configuração da grade e dos blocos é passada para a placa de

v́ıdeo com as demais informações necessárias para a execução do código. Esta seção

detalha alguns desses passos.

Para que os códigos em CUDA funcionem ainda mais rapidamente, é necessário copiar

os dados a serem processados da memória principal do computador (chamado de host na

nomenclatura CUDA) para a memória da GPU (chamada de device), permitindo assim
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que as instruções presentes no código CUDA executado na GPU (chamado de kernel)

acessem os dados em uma memória de menor latência. De fato, a hierarquia de memória da

GPU prevê outras memórias adicionais, localizadas dentro da própria GPU, com latências

ainda menores que a da memória localizada na placa de v́ıdeo, e que também podem ser

utilizadas pelo programador para reduzir ainda mais o tempo de acesso aos dados durante

o processamento.

Uma thread é a unidade básica de execução em um core da GPU. É uma sequência

independente de instruções que pode ser executada em paralelo com outras threads. Um

bloco é composto de um grupo de threads que podem ser executadas em uma SM da

GPU. Uma grade é uma coleção de blocos. Ela representa a organização de execução em

grande escala das threads em uma GPU. Os blocos em uma grade podem ser executados

independentemente uns dos outros, permitindo um ńıvel adicional de paralelismo.

Figura 5.2: Divisão dos blocos e threads.
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Bloco BlocoBloco Bloco...
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....

Nx

Ny

Nz

Tx

Tz

Ty

Thread

Thread Thread

Thread

.....
.

..
.

...

...

Fonte: O Autor.

Threads, blocos e grades possuem identificadores únicos. Estes identificadores são

comumente utilizados pelo programador para identificar que dados deve ser processado

por uma thread espećıfica para explorar o paralelismo de dados presente em uma aplicação.

Nesse contexto a Figura 5.2 exemplifica uma posśıvel divisão de uma grade. Essa grade

pode representar um domı́nio, ou mesmo um conjunto de dados, a ser processado. Os

valores Nx, Ny, Nz representam a quantidade de blocos contidos dentro da grade nos eixos
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x, y e z, enquanto os valores Tx, Ty, Tz indicam a divisão de threads dentro de um único

bloco.

5.3 PARALELIZAÇÃO DO MODELO DE PENNES

Verificou-se que a função que apresenta o maior custo computacional é a que calcula

a função objetivo durante o processo de otimização. Esta função realiza o cálculo do

modelo de Pennes, o que envolve a resolução de um sistema de equações diferenciais

parciais. De modo mais espećıfico, a versão sequencial do algoritmo em duas dimensões

demanda aproximadamente 864 minutos para a resolução de uma geração da evolução

diferencial. Cerca de 98% desse tempo é destinado a solução do modelo de biotransferência

de calor (Pennes, 1948), o que são em aproximadamente 851 minutos de execução no

modelo tridimensional.

O alto custo de execução sequencial e o paralelismo de dados naturalmente presente

na aplicação levou à escolha por CUDA. A implementação, tanto do modelo em duas

quanto em três dimensões, partiu do prinćıpio que a malha seria particionada em pontos

e que cada thread CUDA seria responsável por calcular as equações do modelo de Pennes

naquele ponto, simultaneamente com as demais threads. As ações necessárias a cada passo

de tempo seriam executadas de maneira sequencial pelo processador.

O Pseudocódigo 1 mostra a porção do código executado na CPU para a simulação

do modelo de Pennes. Esse algoritmo é semelhante tanto para o modelo bidimensional

quanto para o tridimensional, salvo a definição do tamanho de grade e bloco. Inicialmente

os vetores novo e antigo são criado (linhas 3 e 4). A chamada à função Cuda kernel na

linha 7 executa um passo de tempo do modelo de Pennes em paralelo na GPU, ou seja,

threads CUDA calculam as equações do modelo de Pennes para cada ponto do domı́nio.

Em seguida, os vetores novo e antigo são invertidos para o próximo passo de tempo,

processo esse que continua até o tempo final ser atingido. Apesar do Pseudocódigo 1

focar apenas na resolução do Modelo de Pennes, deve-se salientar que todas as demais

tarefas computacionais são executadas na CPU, sem paralelização.
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Pseudocódigo 1: Sequencia de código executado na CPU.

1 ińıcio

2 t ← 0

3 Definir tamanho de bloco e grade

4 Copiar dados da CPU par GPU

5 para t < tf faça

6 Cuda kernel<< dimBlock, dimGrid >> (Parâmetros)

7 t ← t+ 1

8 fim para

9 Copiar dados da GPU par CPU

10 fim

Os valores que serão empregados como dimensões das malhas a serem simuladas

são passados diretamente para o kernel CUDA, conforme é mostrado na linha 7 do

Pseudocódigo 1. Para a versão em duas dimensões a dimensão do bloco e a dimensão

da grade representam Nx e Ny, respectivamente. Na chamada do kernel são também

passados os demais parâmetros necessários para a resolução da Equação (2.15).

Ao iniciar a execução desta função, ilustrada pelo Pseudocódigo 2, o valor do

identificador da thread (id) é calculado, conforme pode-se observar na linha 4. Cada

thread ficou responsável por utilizar o Modelo de Pennes para calcular a biotransferência

de calor em um ponto espećıfico, ou seja, no ponto associado ao seu próprio id. Como

observado na Equação 3.11 e ilustrado na linha 5 do Pseudocódigo, faz-se necessário o

acesso aos dados das posições adjacentes ao ponto que se quer calcular. O acesso aos dados

localizados na mesma linha da malha é feito através da memória compartilhada, enquanto

o acesso aos dados localizados nas linhas abaixo e/ou acima são feitas diretamente através

da memória global. As constantes do modelo, por apresentarem uso pontual, também são

armazenadas nesta memória.
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Pseudocódigo 2: CUDA kernel para a malha em 2D

1 ińıcio

2 i = threadIdx.x

3 j = blockIdx.x

4 id = blockIdx.x * blockDim.x + threadIdx.x

5 T n+1
i,j = ht

ρc

[

Ξ
(

T n
i∓1,j, T

n
i,j∓1, T

n
i,j

)

+ρbcbωb

(

Ta − T n
i,j

)

+Qm +Qr

]

+ T n
i,j

6 fim

Quanto à versão tridimensional do código, optou-se por uma forma distinta para

associar cada thread CUDA a uma posição da malha, empregando-se um bloco de

tamanho fixo, igual à 512 threads para garantir a melhor ocupancia da placa de v́ıdeo

(ver Figura 5.3), que foram particionadas da seguinte forma: Tx = 32, Ty = 4 e Tz = 4.

A partir dessa organização dos blocos, adotou-se para cálculo das dimensões da grade a

seguinte forma, expressa na Equação (5.1):































Nx = (∆x + Tx − 1)/Tx,

Ny = (∆y + Ty − 1)/Ty,

Nz = (∆z + Tz − 1)/Tz,

(5.1)

onde Nx, Ny e Nz são as dimensões da grade nos eixos x, y e z, respectivamente. ∆x, ∆y e

∆z são a discretização no espaço do Modelo de Pennes nos eixos x, y e z, respectivamente.

Após a grade e os blocos estarem devidamente dimensionados, o kernel CUDA é

executado, sendo para isso passados os demais parâmetros necessários para a execução do

modelo, do mesmo modo que o apresentado no Pseudocódigo 1. No ińıcio da função que

implementa o kernel, é realizado o cálculo da posição da matriz que será computada por

cada thread, conforme ilustrado pelas linhas 2− 5 do Pseudocódigo 3.
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Figura 5.3: Representação do número de warps por número de threads por bloco. Os
triângulos vermelhos destacam os tamanhos ideais que asseguram a máxima ocupação
das threads na placa de v́ıdeo.
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Fonte: Adaptado de (NVIDIA, 2023)

Pseudocódigo 3: CUDA kernel para a malha em 3D

1 begin

2 i = blockIdx.x * blockDim.x + threadIdx.x

3 j = blockIdx.y * blockDim.y + threadIdx.y

4 k = blockIdx.z * blockDim.z + threadIdx.z

5 id = k*Ny*Nx + j*Nx + i

6 T n+1

i,j,k = ht

ρc

[

Ξ
(

T n
i∓1,j,k, T

n
i,j∓1,k, T

n
i,j,k∓1, T

n
i,j,k

)

+ρbcbωb

(

Ta − T n
i,j,k

)

+Qm +Qr

]

+ T n
i,j,k

7 end

Pode-se observar nas linhas 1 a 3 do Pseudocódigo 3 uma forma diferente de se calcular

as variáveis i, j e k em relação ao que foi feito no modelo bidimensional. A criação do
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bloco não é mais feito de maneira linear, como ocorria na versão bidimensional. Na

versão tridimensional um paralelogramo de dimensões Tx, Ty e Tz é usado para este fim.

Porém, em termos de funcionalidades, o comportamento dos dois kernels, nas distintas

versões do código, é similar: cada thread é responsável por calcular a biotransferência

de calor no ponto referente ao seu id. Outra similaridade é que em um mesmo bloco é

posśıvel o acesso a dados de posições adjacentes de modo menos custoso, utilizando-se

a memória compartilhada. Já no caso dos dados localizados em posições fora do bloco

faz-se necessário o acesso à memória global.
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6 RESULTADOS

Esta seção apresenta os resultados das simulações em dois diferentes domı́nios, um

representando um tecido bidimensional e outro um tridimensional, e em três diferentes

cenários, que variam a quantidade de tumores no tecido de um a três. A seção

também apresenta os ganhos de velocidade obtidos pelo uso da versão paralela do código

implementado em CUDA.

6.1 AMBIENTE COMPUTACIONAL E PARÂMETROS USADOS NAS

SIMULAÇÕES

O modelo numérico apresentado ao longo dos caṕıtulos anteriores foi implementado

usando a linguagem de programação C. As versões sequenciais em duas e três dimensões

foram compiladas usando o gcc versão 11.3.1 com a flag de otimização −O3. As versões

paralelas dos códigos foram compiladas usando nvcc versão 11.7.64 e a flag de otimização

−O3. Todas as versões foram executadas em um computador com processador Intel Core

i7-10700 de 2.90 GHz e com uma placa de v́ıdeo GeForce GTX 1650, que possui 1.280

CUDA cores e 4 GB de RAM. Apesar desta CPU possuir 8 núcleos hyper-threading, e

portanto suportar a execução simultânea de até 16 threads, todas as versões do código

executam em um único núcleo. Para melhor visualizar os resultados, foram criados gráficos

com o aux́ılio do ParaView versão 5.10.1 a partir da melhor resposta dentre as 10 obtidas

pelo processo de otimização.

A Tabela 6.1 apresenta os valores dos parâmetros comuns a todas as simulações

apresentadas neste caṕıtulo, independente da dimensão e/ou do número de pontos de

injeção.

6.2 DOMÍNIO BIDIMENSIONAL

Foi considerado um domı́nio quadrado de duas dimensões, de tamanho igual a 0, 1m,

representando o tecido simulado. Os tumores são representados em formatos circulares,

com raio de 0, 01m. Três cenários foram considerados. Primeiro foi considerado um
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Tabela 6.1: Parâmetros usados para o tecido saudável e o tumoral na resolução da
Equação (2.15). Os valores aqui utilzados foram adaptados da literatura (Xu et al.,
2009; Cao et al., 2010; Reis et al., 2015).

Parâmetros Unidade Tecido Saudável Tecido Tumoral

k W/m◦C 0, 51 0, 64
ωb s−1 5, 0× 10−4 1, 25× 10−3

ρ Kg/m3 1000, 0 1000, 0
ρb Kg/m3 1000, 0 1000, 0
Qm W/m3 420, 0 4200, 0
c J/Kg◦C 4200, 0 4200, 0
cb J/Kg◦C 4200, 0 4200, 0

tumor posicionado ao centro do tecido e um único ponto de injeção do biofluido usado no

tratamento de hipertermia (Figura6.1a). Já o segundo cenário considera dois tumores e

dois pontos de injeção (Figura6.2a). Finalmente, o último cenário considera três tumores

e três pontos de injeção (Figura6.3a). No segundo e terceiro cenários, todos os tumores

foram posicionados de maneira aleatória dentro do domı́nio.

6.2.1 Resultados das Otimizações

Todos os três cenários que serão apresentados a seguir consideraram a condição inicial

T0 = 37, 0, e utilizaram os parâmetros descritos nas Tabelas 6.1 e 6.2 para a resolução

da Equação (2.15). A diferença entre os cenários é o valor de Np (número de pontos de

injeção), que muda em cada um, bem como o número e a posição dos tumores.

Tabela 6.2: Parâmetros usados no tratamento com hipertermia, considerando um domı́nio
em duas dimensões (ver Equação (2.16)).

Parâmetros Unidade Valor

A W 0, 05× 106

r0 m 1, 9× 10−2

Para cada cenário, o processo de otimização foi executado 10 vezes utilizando os valores

da Tabela 6.3 para todos os testes, considerando diferentes sementes para garantir que o

algoritmo não convergisse para um mı́nimo local. As Tabelas 6.4, 6.5 e 6.6 apresentam os

melhores resultados para 10 otimizações realizadas, considerando um, dois e três tumores,

respectivamente. É importante ressaltar que todos os resultados apresentam um desvio
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padrão próximo à 10−3.

Tabela 6.3: Parâmetros usados para a execução da evolução diferencial.

Parâmetros Valor

Tamanho da população 35
Número máximo de gerações 10000
Limite inferior 0, 0
Limite superior 0, 1
F 0, 5
C 0, 7

6.2.1.1 Primeiro Cenário

O primeiro cenário considera um tumor localizado ao centro do tecido, ou seja, no ponto

(0, 05; 0, 05) (Figura 6.1a) e apenas uma injeção aplicada para o tratamento (Np = 1).

A Figura 6.1b representa a solução trivial, que considera o posicionamento da injeção

no centro do tumor, e a Figura 6.1c apresenta a resposta obtida após o processo de

otimização ser aplicado, ou seja, utilizando a melhor resposta obtida na Tabela 6.4. Este

cenário foi desenvolvido para ser de controle, por considerar que para somente um tumor

e um ponto de injeção o centro geométrico seria o melhor resultado. As se comparar

as respostas obtidas nas Figura 6.1b e Figura 6.1c, percebe-se que ambas apresentam a

mesma porcentagem de tecido saudável afetado.

6.2.1.2 Segundo Cenário

A Figura 6.2 apresenta o resultado do segundo cenário, que simula um tecido com dois

tumores centrados nos pontos (0, 05; 0, 03) e (0, 05; 0, 06), e considera a aplicação de duas

injeções de nanopart́ıculas (Np = 2). Neste caso, o resultado do processo de otimização

diferiu da resposta trivial: ao se injetar o biofluido no centro dos tumores, obtêm-se uma

necrose de 16, 51% do tecido saudável (Figura 6.2b). Quando os pontos sugeridos pelo

processo de otimização são utilizados, a necrose observada no tecido saudável é de 15, 18%

(Figure 6.2c). Ou seja, a otimização foi responsável por uma redução de 1, 33% do tecido

saudável lesionado.
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Figura 6.1: O tecido simulado e os resultados do primeiro cenário em duas dimensões.
No Painel (a) a área vermelha representa o tecido tumoral, caso contrário, representa
tecido saudável. O raio do tumoral é de 0, 01m e o seu centro está localizado no ponto
(0, 05; 0, 05). Os Painéis (b) e (c) apresentam a solução numérica da Equação (2.15)
considerando uma exposição ao tratamento de hipertermia com t = 50min. No Painel (b)
é apresentado o resultado que considera P1 = (0, 05; 0, 05), ou seja, o centro do tumor. No
Painel (c) é apresentado o resultado que considera o ponto que o processo de otimização
encontrou, P1 = (0, 049782; 0, 049213). O ponto azul representa a posição P1, a linha
preta sólida destaca a parte do domı́nio que atingiu T ≥ 43o, e o contorno branco sólido
indica os limites do tumor.
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Fonte: O Autor.

6.2.1.3 Terceiro Cenário

Finalmente, o terceiro cenário foi testado considerando três tumores (Figura 6.3a) e

três pontos de injeção (Np = 3). Neste caso, o primeiro tumor está centrado no

ponto (0, 035; 0, 025), o segundo tumor no ponto (0, 065; 0, 050) e o terceiro no ponto



56

Tabela 6.4: Resultados dos 10 processos de otimização utilizando ED e considerando o
centro do tumor posicionado no ponto (0, 05; 0, 05). Também são apresentados os valores
médios e o desvio padrão.

#
P1 O(p)

X1 Y1

1 0, 050515 0, 051678 1, 429733
2 0, 049997 0, 049102 1, 429733
3 0, 049051 0, 050459 1, 448547
4 0, 049079 0, 050559 1, 429733
5 0,049782 0,049213 1,423462
6 0, 050004 0, 049102 1, 429733
7 0, 049440 0, 049503 1, 436005
8 0, 049299 0, 049822 1, 442276
9 0, 049107 0, 050487 1, 429733
10 0, 051292 0, 051301 1, 429733

Média 0, 049757 0, 050123 1, 473631
STD 0, 000726 0, 000921 0, 007391

Tabela 6.5: Resultados dos 10 processos de otimização utilizando ED e considerando os
centros dos tumores posicionados nos pontos (0, 05; 0, 03) e (0, 05; 0, 06). Também são
apresentados os valores médios e o desvio padrão.

#
P1 P2 O(p)

X1 Y1 X2 Y2

1 0, 050956 0, 041620 0, 048722 0, 048819 15, 789810
2 0, 051825 0, 040890 0, 050517 0, 049734 15, 789810
3 0, 050481 0, 040877 0, 051120 0, 049331 15, 815598
4 0, 051985 0, 041088 0, 051044 0, 049258 15, 783371
5 0, 048788 0, 040988 0, 049836 0, 049259 15, 783371
6 0, 048350 0, 040312 0, 051661 0, 050270 15, 783371
7 0, 050149 0, 040593 0, 048452 0, 049693 15, 770477
8 0, 051164 0, 040664 0, 050242 0, 049706 15, 789810
9 0,050662 0,040626 0,052308 0,049713 15,757568
10 0, 050049 0, 041136 0, 050017 0, 049266 15, 783371

Média 0, 050441 0, 040879 0, 050392 0, 049505 15, 854287
STD 0, 001178 0, 000363 0, 001215 0, 000399 0, 0148268

(0, 035; 0, 075). Assim como ocorreu no segundo cenário, o resultado obtido com o

processo de otimização difere do resultado apresentado pela resposta trivial: houve

uma significativa redução de tecido saudável necrosado, que caiu de 40% no caso trivial

(Figura 6.3b) para aproximadamente 30% (Figura 6.3c) quando a otimização é empregada.
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Figura 6.2: O tecido simulado e os resultados do segundo cenário em duas dimensões. No
Painel (a), a área vermelha representa o tecido tumoral, caso contrário, representa tecido
saudável. Cada tumor apresenta raio igual à 0, 01m, e seus centros estão posicionados
nos pontos (0, 05; 0, 03) e (0, 05; 0, 06), respectivamente. Os Painéis (b) e (c) apresentam
a solução numérica da Equação (2.15) considerando uma exposição ao tratamento de
hipertermia com t = 50min. No Painel (b) é apresentado o resultado que considera os
pontos de injeções P1 = (0, 050; 0, 030) e P2 = (0, 050; 0, 060), ou seja, os centros dos
tumores. No Painel (c) é apresentado o resultado que considera os pontos que o processo
de otimização encontrou, P1 = (0, 050662; 0, 040626) e P2 = (0, 052308; 0, 049713). Os
pontos azuis representam as posições P1 e P2, a linha preta sólida destaca a parte do
domı́nio que atingiu T ≥ 43o, e o contorno branco sólido indica os limites do tumor.
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c

Fonte: O Autor.

6.2.2 Ganhos de Desempenho

Para o cálculo dos ganhos de desempenho obtidos pela versão paralela do código, foi

considerado um tecido bidimensional com dois tumores, com os centros localizados em
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Figura 6.3: O tecido simulado e os resultados do terceiro cenário em duas dimensões.
No Painel (a) a área vermelha representa o tecido tumoral, caso contrário, representa
tecido saudável. O raio dos tumores é de 0, 01m e os seus centros estão localizados
respectivamente nos pontos (0, 035; 0, 025), (0, 065; 0, 050) e (0, 035; 0, 075). Os Painéis
(b) e (c) apresentam a solução numérica da Equação (2.15) considerando uma exposição
ao tratamento de hipertermia com t = 50min. No Painel (b) é apresentado o resultado
que considera P1 = (0, 035; 0, 025), P2 = (0, 065; 0, 050) e P3 = (0, 035; 0, 075), ou seja, os
centros dos tumores. No Painel (c) é apresentado o resultado que considera os pontos que o
processo de otimização encontrou, P1 = (0, 038338; 0, 032350), P2 = (0, 056189; 0, 049626)
e P3 = (0, 039135; 0, 068854). Os pontos azuis representam as posições P1, P2 e P3, a linha
preta sólida destaca a parte do domı́nio que atingiu T ≥ 43o, e o contorno branco sólido
indica os limites do tumor.
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Fonte: O Autor.

(0, 05; 0, 03) e (0, 05; 0, 06), expostos a um tratamento de hipertermia de 3000s de duração

com dt = 0, 1. A temperatura inicial corpórea considerada foi igual à 37◦C, com a condição

de contorno de Neumann nos limites do tecido.
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Tabela 6.6: Resultados dos 10 processos de otimização utilizando ED e considerando
os centros dos tumores posicionados nos pontos (0, 035; 0, 025), (0, 065; 0, 050) e
(0, 035; 0, 075). Também são apresentados os valores médios e o desvio padrão.

#
P1 P2 P3 O(p)

X1 Y1 X2 Y2 X3 Y3

1 0, 040012 0, 030923 0, 056153 0, 050265 0, 038183 0, 068847 30, 936111
2 0, 037221 0, 032882 0, 056694 0, 049582 0, 039176 0, 068908 30, 697266
3 0, 038191 0, 032511 0, 056426 0, 048768 0, 039327 0, 069436 30, 849869
4 0, 038855 0, 032258 0, 056320 0, 048261 0, 039179 0, 069502 30, 763611
5 0,038338 0,032350 0,056189 0,049626 0,039135 0,068854 30,611023
6 0, 038219 0, 032189 0, 056119 0, 050416 0, 040219 0, 069443 30, 664093
7 0, 038873 0, 031745 0, 056041 0, 050597 0, 039577 0, 068974 30, 664093
8 0, 038933 0, 031660 0, 056222 0, 050565 0, 039344 0, 068896 30, 657471
9 0, 038305 0, 032334 0, 055957 0, 049564 0, 039407 0, 068997 30, 644196
10 0, 039039 0, 031998 0, 056507 0, 048367 0, 038911 0, 069201 30, 756989

Média 0, 038599 0, 032085 0, 056263 0, 049601 0, 039246 0, 069106 30, 763617
STD 0, 000731 0, 000542 0, 000226 0, 000884 0, 000512 0, 000265 0, 1027079

O espaço foi discretizado de três maneiras distintas no eixos x e y. Primeiramente,

empregou-se uma malha 64 × 64, aumentando para 128 × 128, sendo a última malha

testada de 256 × 256. Todos os resultados mostrado pela Tabela 6.7 são as médias dos

tempos de execução de 10 simulações, com o intervalo de confiança igual à 95%. Os

intervalos de tempo obtidos pelas 10 execuções sequenciais e paralelas são apresentados

no diagrama de caixa (boxplot) da Figura 6.4.

Tabela 6.7: Tempos médios de execução e desvio padrão do Modelo de Pennes para as
versões sequencial e paralela. Os tempos, dados em segundos, representam a média de 10
execuções de uma simulação de 3000s. Os ganhos de desempenho são calculados dividindo
o tempo de execução sequencial pelo tempo de execução paralelo.

Malha Tempo na CPU (s) Tempo na GPU (s) Ganho de Desempenho

64× 64 9,897 ± 0,078 0,170 ± 0,007 58,2
128× 128 40,55 ± 0,097 0,877 ± 0,006 46,2
256× 256 168,48 ± 0.565 2,281 ± 0.047 73,9

6.3 DOMÍNIO TRIDIMENSIONAL

Essa seção apresenta os resultados para dois tipos de experimentos em uma malha

tridimensional, com experimentos análogos aos apresentados na versão bidimensional.
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Figura 6.4: Diagramas de caixa para os 10 tempos de execução de uma simulação de
3000s em um tecido bidimensional com diferentes discretizações. Os painéis (a) - (c)
apresentam os diagramas para o código sequencial, com malhas discretizadas em cada
eixo com 64, 128 e 256 pontos, respectivamente. Os painéis (d) - (f) apresentam os
diagramas para a versão paralela, com malhas discretizadas em cada eixo com 64, 128 e
256 pontos, respectivamente.
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Fonte: O Autor.

O primeiro experimento apresenta os resultados obtidos pelo emprego da otimização, que

busca obter as melhores posições de injeção do biofluido. Os resultados novamente são

comparados à solução trivial, que assume o centro do tumor como o melhor ponto de

injeção. Três cenários foram considerados para a otimização, onde cada cenário altera o

número de tumores. O segundo experimento analisa o ganho obtido pela versão paralela

do código, quando o tempo desta é comparado ao tempo da versão sequencial. Para as

comparações foram considerados três diferentes tamanhos de malha.
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Alguns parâmetros são comuns para todos os experimentos: para representar o tecido,

é empregado um domı́nio tridimensional em formato cúbico de comprimento igual à 0, 1m

para cada eixo. Os tumores são representados por esferas de raio 0, 01m. Foi simulado

um tratamento de hipertermia considerando uma exposição de 50 minutos. A Tabela 6.1

apresenta os valores dos parâmetros usados, com valores distintos para os tecidos tumorais

e saudáveis. Os parâmetros restantes serão apresentados nas próximas subseções, de

acordo com suas mudanças em cada experimento e cenário considerados.

6.3.1 Resultados das Otimizações

Os próximos três cenários compartilham, além dos parâmetros apresentados na Tabela 6.1,

os parâmetros apresentados na Tabela 6.8. Tais conjuntos de parâmetros são empregados

na resolução do modelo de Pennes. Os três cenários também consideram T0 = 37, 0oC.

Novamente, a diferença entre os cenários é o número de tumores, suas posições e o número

de pontos de injeção considerados. Estes serão detalhados em suas respectivas seções.

Tabela 6.8: Parâmetros usados no tratamento com hipertermia, considerando um domı́nio
com três dimensões (ver Equação (2.16)).

Parâmetros Unidade Valor

A W 0, 08× 106

r0 m 1, 9× 10−2

6.3.1.1 Primeiro Cenário

O primeiro cenário considera o uso de uma injeção (Np = 1) e um único tumor, cujo

centro está posicionado no ponto (0, 05; 0, 05; 0, 05), que também é o centro do domı́nio

(Figura 6.5).

Os painéis à esquerda da Figura 6.6(a) - (d) apresentam vistas diferentes da resposta

ao tratamento com hipertermia quando a solução trivial, que considera a injeção no

centro do tumor, é empregada. Já os painéis à direita (Figura 6.6 (e) - (h)) apresentam

vistas diferentes da resposta ao tratamento com hipertermia para a solução que emprega

como pontos de injeção o melhor resultado obtido na Tabela 6.9, ou seja, nos pontos
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Figura 6.5: Tecido simulado no primeiro cenário. A área vermelha representa o tecido
tumoral, caso contrário representa o tecido saudável.

z

y x

Fonte: O Autor.

Tabela 6.9: Resultados dos 10 processos de otimização utilizando ED para o primeiro
cenário. Também são apresentados os valores médios e o desvio padrão.

#
P1 O(p)

X1 Y1 Z1

1 0, 050329 0, 048464 0, 051144 1, 528931
2 0, 047534 0, 049658 0, 052657 1, 530411
3 0, 049302 0, 050300 0, 048829 1, 529602
4 0, 048908 0, 051205 0, 049924 1, 528976
5 0,050408 0,050745 0,048888 1,528015
6 0, 050429 0, 051157 0, 050696 1, 528015
7 0, 049702 0, 049928 0, 049644 1, 528488
8 0, 051778 0, 050468 0, 048926 1, 528595
9 0, 050470 0, 048895 0, 050958 1, 529312
10 0, 049211 0, 051133 0, 050279 1, 529404

Média 0, 049807 0, 050195 0, 050194 1, 528975
STD 0, 001151 0, 000957 0, 001218 0, 000743
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(0, 050408; 0, 050745; 0, 048888). Para esta última, observa-se a região tumoral atingir a

temperatura limı́trofe, sendo 1, 53% de dano ao tecido saudável afetado pelo tratamento,

valores aproximadamente iguais aos obtidos pela solução trivial.

A Figura 6.7 apresenta a distribuição de calor ao final do processo de hipertermia,

adotando um corte que facilita a identificação do ponto de injeção, da localização original

do tumor e da região do domı́nio que atingiu 43oC.

6.3.1.2 Segundo Cenário

O segundo cenário considera dois tumores posicionados em pontos diferentes das

malhas, um com o seu centro no ponto (0, 040; 0, 040; 0, 040), e o outro no ponto

(0, 060; 0, 060; 0, 060) (ver Figura 6.14). Neste cenário, dois pontos de injeção (NP = 2)

são considerados.

Tabela 6.10: Resultados dos 10 processos de otimização utilizando DE para o segundo
cenário. Também são apresentados os valores médios e o desvio padrão.

#
P1 P2 O(p)

X1 Y1 Z1 X2 Y2 Z2

1 0, 033568 0, 033437 0, 034166 0, 066204 0, 066198 0, 065880 4, 719711
2 0, 033158 0, 033216 0, 034887 0, 066381 0, 066216 0, 064923 4, 758118
3 0, 034075 0, 033586 0, 033561 0, 065539 0, 067372 0, 065266 4, 730225
4 0, 033551 0, 034300 0, 033462 0, 066756 0, 065333 0, 066400 4, 717499
5 0, 033578 0, 034553 0, 033297 0, 065525 0, 065819 0, 067165 4, 723206
6 0, 034213 0, 033093 0, 034340 0, 066077 0, 066589 0, 066171 4, 719650
7 0, 034027 0, 033663 0, 033887 0, 066522 0, 066382 0, 065932 4, 714081
8 0, 033460 0, 033370 0, 034243 0, 067113 0, 065617 0, 065466 4, 719421
9 0, 033804 0, 035086 0, 032993 0, 066942 0, 065411 0, 066230 4, 736603
10 0,033357 0,034644 0,033353 0,066553 0,065626 0,066493 4,710052

Média 0, 033679 0, 033894 0, 033818 0, 066361 0, 066056 0, 065992 4, 724856
SD 0, 000340 0, 000692 0, 000585 0, 000537 0, 000627 0, 000653 0, 013937

Os painéis da Figura 6.8 (a) - (d) representam a solução que adota a posição trivial

para a injeção do biofluido. Os painéis da Figura 6.8 (e) - (h) apresentam os resultados da

simulação do tratamento de hipertermia quando utiliza-se o melhor resultado encontrado

pela ED (Tabela 6.10). A Figura 6.9 compara os dois resultados. Percebe-se nitidamente

que os pontos escolhidos para injeção são muito distintos: a solução trivial, como

sempre, considera a injeção no centro de cada um dos dois tumores (Figura 6.9(a)),
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enquanto os pontos de injeção escolhidos pelo processo de ED escolhe pontos fora dos

tumores (Figura 6.9b)). A escolha impacta a quantidade de tecido saudável afetada

pelo tratamento: na Figura 6.9(a) constata-se que 7, 03% do tecido saudável atingiu

temperaturas acima de 43o, enquanto na Figura 6.9 (b) constata-se uma necrose de 4, 72%

do tecido saudável, portanto uma redução de 2, 31% do tecido saudável afetado. Em

ambos os resultados observa-se a completa destruição das células tumorais.

6.3.1.3 Terceiro Cenário

O último cenário considerada três tumores com seus centros posicionados em

(0, 045; 0, 035; 0, 040), (0, 045; 0, 055; 0, 045) e (0, 065; 0, 055; 0, 060). Diferente dos cenários

anteriores, neste terceiro cenário adota-se uma quantidade distinta de pontos de injeção

(Np) para as soluções trivial (Np = 3) e a obtida com o uso do DE (Np = 2). Isso se deve

ao fato de que o processo de otimização estava posicionando o terceiro ponto de injeção

muito próximo à borda do domı́nio, assim evitando ao máximo contato com a região em

que haviam tumores. Por essa razão optou-se por retirar um dos pontos de injeção no

processo de otimização.

Quando se aplica a ED ao modelo de Pennes, considerando-se o domı́nio com os

três tumores e a função objetivo que busca minimizar o tecido saudável afetado pelo

tratamento ao mesmo tempo em que se maximiza o tecido tumoral necrosado, foi posśıvel

obter os resultados apresentados na Tabela 6.11.

O melhor resultado obtido com o uso da ED (Tabela 6.11) foi então comparado com

a solução trivial. A Figura 6.10 (a) - (d) mostra os resultados para injeções no centro

de cada tumor, que levam a necrose de 14, 05% do tecido saudável. Em contrapartida, o

resultado apresentado pelos melhores pontos encontrados pela ED (Figura 6.10 (e) - (h))

levam a necrose de 8, 27% do tecido saudável, uma redução de 5, 78% nos danos deste

quando comparado com a solução trivial.

Para apresentar a difusão de calor neste cenário, planos que passam em cada

ponto de injeção foram criados. A Figura 6.11 apresenta os resultados para a solução

trivial. Mais especificamente, na Figura 6.11a, o plano passa por dois pontos de
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Tabela 6.11: Resultado dos 10 processos de otimização utilizando ED para o terceiro
cenário. Também são apresentados os valores médios e o desvio padrão.

#
P1 P2 O(p)

X1 Y1 Z1 X2 Y2 Z2

1 0, 035316 0, 038939 0, 037442 0, 060828 0, 064375 0, 062292 5, 794724
2 0, 036168 0, 040316 0, 039479 0, 061440 0, 065741 0, 064563 5, 820786
3 0, 036026 0, 039912 0, 038796 0, 063148 0, 064854 0, 062461 5, 791748
4 0, 036452 0, 038837 0, 036926 0, 058517 0, 064564 0, 064386 5, 817810
5 0, 035807 0, 040034 0, 039717 0, 062029 0, 065424 0, 063476 5, 831345
6 0, 036532 0, 040267 0, 038953 0, 062181 0, 065351 0, 064058 5, 804321
7 0, 035845 0, 038814 0, 036999 0, 059579 0, 064102 0, 063266 5, 825226
8 0, 036897 0, 038718 0, 037442 0, 059815 0, 064756 0, 063467 5, 833176
9 0, 036306 0, 039930 0, 038255 0, 062287 0, 064951 0, 063020 5, 798340
10 0,035855 0,039716 0,038324 0,061546 0,065134 0,063371 5,777054

Média 0, 036120 0, 039548 0, 038233 0, 061137 0, 064925 0, 063436 5, 809453
SD 0, 000449 0, 000645 0, 001004 0, 001439 0, 000503 0, 000747 0, 018912

injeção simultaneamente (P1 = (0, 045; 0, 035; 0, 040), P2 = (0, 065; 0, 055; 0, 060)), e

na Figura 6.11b o plano passa onde o ponto de injeção restante se encontra (P3 =

(0, 045; 0, 055; 0, 045)). Já na Figura 6.12, que apresenta os resultados para a solução

que empregou ED para achar os melhores pontos para a injeção, ambas os pontos se

encontram localizados no mesmo plano.

6.3.2 Ganhos de Desempenho

Para o cálculo dos ganhos de desempenho obtidos pela versão paralela do código, foi

considerado um tecido tridimensional com um único tumor, localizado em seu centro,

exposto ao tratamento de hipertermia de 3000s de duração. Adotou-se como temperatura

inicial do tecido 37oC, com condição de contorno de Neumann nos seus limites.

Assim como na avaliação de desempenho da versão bidimensional, adotaram-se três

diferentes discretizações para o tecido em questão. Primeiramente, as divisões do espaço

para cada eixo foram iguais à 64 pontos, aumentado-se para 128 e finalmente para 256.

Todos os resultados mostrados na Tabela 6.12 são as médias dos tempos para 10 execuções,

que foram suficientes para a obtenção de um intervalo de confiança igual à 95%. Os

intervalos de tempo obtidos pelas 10 execuções são apresentados no diagrama de caixa

(boxplot) da Figura 6.13.
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Tabela 6.12: Tempos médios de execução e desvio padrão do Modelo de Pennes para as
versões sequencial e paralela. Os tempos, dados em segundos, representam a média de 10
execuções de uma simulação de 3000s. Os ganhos de desempenho são calculados dividindo
o tempo de execução sequencial pelo tempo de execução paralelo.

Malha Tempo na CPU (s) Tempo na GPU (s) Ganho de Desempenho

64× 64× 64 90,7 ± 0,55 1,1 ± 0,002 82,5
128× 128× 128 759,2 ± 2,38 9,0 ± 0,04 84,4
256× 256× 256 5998,96 ± 22,60 72,1 ± 0,05 83,2

Figura 6.13: Diagramas de caixa para os 10 tempos de execução de uma simulação de
3000s em um tecido tridimensional com diferentes discretizações. Os painéis (a) - (c)
apresentam os diagramas para o código sequencial, com malhas discretizadas em cada
eixo com 64, 128 e 256 pontos, respectivamente. Os painéis (d) - (f) apresentam os
diagramas para a versão paralela, com malhas discretizadas em cada eixo com 64, 128 e
256 pontos, respectivamente.
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Figura 6.14: Tecido simulado no segundo cenário. A área vermelha representa o tecido
tumoral, caso contrário representa o tecido saudável.
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Figura 6.15: Tecido simulado no terceiro cenário. A área vermelha representa o tecido
tumoral, caso contrário representa o tecido saudável.
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Figura 6.6: O tecido simulado e os resultados do primeiro cenário em três dimensões. Os
painéis (a) - (h) apresentam a solução numérica da Equação (2.15) considerando uma
exposição ao tratamento de hipertermia com t = 50min. O volume em vermelho denota o
tecido que atingiu T ≥ 43o. Os painéis (a) - (d) apresentam o resultado que considera P1 =
(0, 05; 0, 05; 0, 05), ou seja, a injeção no centro do tumor. Os painéis (e) - (h) apresentam
o resultado que considera como posições de injeção os melhores valores encontrados pelo
processo de otimização, ou seja, o ponto P1 = (0, 050408; 0, 050745; 0, 048888). Os painéis
(a) e (e) são as representações em 3D do resultado. Os painéis (b) e (f) apresentam a
resposta ao tratamento de hipertermia nos eixos (x, z). Os painéis (c) e (g) apresentam
a resposta ao tratamento de hipertermia nos eixos (y, z). Finalmente os painéis (d) e (h)
apresentam a resposta ao tratamento de hipertermia nos eixos (x, y).
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Figura 6.7: Corte no tecido considerando o plano x = −y. O contorno com a linha
preta sólida destaca a porção do domı́nio que atingiu T ≥ 43o. O contorno em linha
branca sólida indica a localização do tumor e o ponto azul a posição da injeção. O
painel (a) apresenta o resultado para a injeção posicionada no centro do tumor (P1 =
(0, 05; 0, 05; 0, 05)). O painel (b) apresenta o resultado para a injeção localizada no ponto
obtido pelo processo de otimização (P1 = (0, 050408; 0, 050745; 0, 048888)).
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Figura 6.8: O tecido simulado e os resultados do segundo cenário em três dimensões. Os
painéis (a) - (h) apresentam a solução numérica da Equação (2.15) considerando uma
exposição ao tratamento de hipertermia com t = 50min. O volume vermelho denota o
tecido que atingiu T ≥ 43o. Os painéis (a) - (d) apresentam o resultado que considera
como posições de injeção os pontos do centro dos tumores, isto é P1 = (0, 04; 0, 04; 0, 04) e
P2 = (0, 06; 0, 06; 0, 06). Os painéis (e) - (h) apresentam o resultado que considera como
posições de injeção os melhores valores encontrados pelo processo de otimização, ou seja,
os pontos P1 = (0, 033357; 0, 034644; 0, 033353) e P2 = (0, 066553; 0, 065626; 0, 066493).
Os painéis (a) e (e) são as representações em 3D do resultado. Os painéis (b) e (f)
apresentam a resposta ao tratamento de hipertermia nos eixos (x, z). Os painéis (c) e (g)
apresentam a resposta ao tratamento de hipertermia nos eixos (y, z). Por fim os painéis
(d) e (h) apresentam a resposta ao tratamento de hipertermia nos eixos (x, y).
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Figura 6.9: Corte no tecido considerando o plano x = −y. O contorno com a linha
preta sólida destaca a porção do domı́nio que atingiu T ≥ 43o. O contorno em
linha branca sólida indica a localização do tumor e os pontos azuis as posições das
injeções. O painel (a) apresenta o resultado para a injeção posicionada no centro do
tumor (P1 = (0, 04; 0, 04; 0, 04) e P2 = (0, 06; 0, 06; 0, 06)). O painel (b) apresenta o
resultado para as injeções localizadas nos pontos obtidos pelo processo de otimização
(P1 = (0, 033357; 0, 034644; 0, 033353) e P2 = (0, 066553; 0, 065626; 0, 066493)).
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Figura 6.10: O tecido simulado e os resultados para o terceiro cenário em três dimensões.
Os painéis (a) - (h) apresentam a solução numérica da Equação (2.15) considerando
uma exposição ao tratamento de hipertermia com t = 50min. O volume vermelho
denota o tecido que atingiu T ≥ 43o. Os painéis (a) - (d) apresentam o resultado
que considera como posições de injeção os pontos do centro dos tumores, isto é P1 =
(0, 045; 0, 035; 0, 040), P2 = (0, 045; 0, 055; 0, 045) e P3 = (0, 065; 0, 055; 0, 060). Os
painéis (e) - (h) apresentam o resultado que considera como posições de injeção os
melhores valores encontrados pelo processo de otimização, ou seja, os pontos P1 =
(0, 035855; 0, 039716; 0, 038324) e P2 = (0, 061546; 0, 065134; 0, 063371). Os painéis (a) e
(e) são as representações em 3D do resultado. Os painéis (b) e (f) apresentam a resposta
ao tratamento de hipertermia nos eixos (x, z). Os painéis (c) e (g) apresentam a resposta
ao tratamento de hipertermia nos eixos (y, z). Os painéis (d) e (h) apresentam a resposta
ao tratamento de hipertermia nos eixos (x, y).
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Figura 6.11: Cortes no tecido considerando o plano x = −y deslocado e passando ao
centro das posições de injeção para a solução trivial. O contorno com a linha preta sólida
destaca a porção do domı́nio que atingiu T ≥ 43o. O contorno em linha branca sólida
indica a localização do tumor e os pontos azuis as posições das injeções. O painel (a)
apresenta as injeções posicionadas no centro dos tumores (P1 = (0, 045; 0, 035; 0, 040) e
P2 = (0, 065; 0, 055; 0, 060)). O painel (b) apresenta o plano posicionado à frente do painel
(a) e cruzando o último ponto de injeção P3 = (0, 045; 0, 055; 0, 045).
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Figura 6.12: Corte no tecido considerando o plano x = −y e passando ao centro das
posições de injeção para a solução encontrada com o uso da ED. O contorno com a linha
preta sólida destaca a porção do domı́nio que atingiu T ≥ 43o. O contorno em linha
branca sólida indica a localização do tumor e os pontos azuis as posições das injeções
(P1 = (0, 033357; 0, 034644; 0, 033353) e P2 = (0, 066553; 0, 065626; 0, 066493)).

yx

Z

T
e

m
p

e
ra

tu
ra

 (
ºC

)

Fonte: O Autor.



75

7 DISCUSSÃO

Este caṕıtulo discute os resultados apresentados ao longo do caṕıtulo anterior.

Inicialmente discute-se o uso do processo de otimização para determinar o melhor conjunto

de pontos de injeção de biofluido no tratamento da hipertermia. Na sequência discute-se

o impacto no desempenho decorrente do uso da versão paralela do código desenvolvida

em CUDA. Por fim apresentam-se as limitações de nossa pesquisa.

7.1 RESULTADOS DECORRENTES DO USO DA ED

Em todos os resultados dos cenários estudados no caṕıtulo anterior, observa-se que o

tecido tumoral apresentou temperatura igual ou superior à 43◦C, tanto para simulações

que consideram os pontos de injeção triviais quanto para aqueles obtidos pelo processo de

otimização. Deste modo, conclui-se que em qualquer das duas opções o tratamento seria

bem-sucedido para se eliminar os tumores. Entretanto, ao se fazer a mesma comparação

para a quantidade de tecido saudável afetada pela hipertermia, é posśıvel observar uma

melhora considerável na região afetada quando utilizam-se os pontos de injeção sugeridos

pela ED.

Mais especificamente, ao se comparar a área afetada no segundo e terceiro cenários

para a versão bidimensional, verifica-se uma redução do dano entre 9% e 25%, como

apresentado nas Figuras 6.2 e 6.3. Os resultados para a versão tridimensional seguiram a

mesma linha: o uso dos pontos indicados pelo processo de otimização permitiram grandes

reduções no dano ao tecido sadio. No segundo cenário a redução observada foi de 33%

(ver Figura 6.9), e no terceiro cenário a redução chegou a 59% (ver Figura 6.12). Os

resultados demonstram a efetividade do emprego da técnica de otimização proposta neste

trabalho.

É importante destacar ainda os resultados surpreendentes do terceiro cenário,

apresentado na Tabela 6.11. Este é o único cenário onde o número de injeções é diferente

do número de tumores na malha. Isto se deveu aos teste iniciais: ao se considerar três

injeções para este cenário, a ED posicionava um dos pontos nas bordas do tecido, em

uma região distante do núcleo de troca de calor. Os resultados se mostraram, portanto,
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insatisfatórios. Após testes, foi posśıvel concluir que duas injeções eram suficientes para

o lesionar todo o tecido tumoral e reduzir o dano ao tecido saudável.

Os resultados permitem concluir que o algoritmo desenvolvido no escopo desta

dissertação propôs posições não intuitivas para a injeção de biofluido no tratamento de

hipertermia que levam simultaneamente a destruição dos tumores e a uma redução do

dano ao tecido saudável quando comparada a opção de realizar as injeções no centro dos

tumores.

7.2 PARALELIZAÇÃO

A principal desvantagem do método proposto neste trabalho é o tempo gasto para a

simulação da biotransferência de calor em tecidos vivos. Conforme apresentado ao longo

das Seções 6.2.2 e 6.3.2, o tempo de execução sequencial do Modelo de Pennes leva

até 99 minutos, caso da versão tridimensional com maior discretização da malha. O

emprego da ED para determinar os melhores pontos para injeção leva a multiplicação

deste tempo pelo número de indiv́ıduos e de gerações, tornando assim inviável o uso sem

uma implementação paralela. Esse foi o principal motivo que levou ao uso de CUDA para

paralelizar a implementação da solução da Equação de Pennes. Os resultados mostraram

que os ganhos de desempenho obtidos foram relevantes, em especial quando a malha é

tridimensional: ganhos de desempenho de até 84 vezes foram observados.

7.3 LIMITAÇÕES

O Modelo de Pennes utilizado neste trabalho emprega algumas simplificações para

representar a propagação de calor no tecido. Tais simplificações foram adotadas visando

reduzir o custo computacional para o cálculo da função objetivo durante a evolução

diferencial, visto que esta é calculada milhares de vezes. O uso de um modelo sem tais

simplificações pode ser desejável para levar a resultados mais precisos do ponto de vista

biológico.

Todos os experimentos simulados consideraram um tratamento de hipertermia com

a duração de 50 minutos. Contudo, a duração deste tratamento não foi considerada
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como um fator determinante para a eliminação dos tumores ou para evitar a necrose de

tecidos sadios. Além disso, não se considerou que existe um atraso para o aumento da

temperatura no tecido. Em outras palavras, um tecido identificado como saudável ao fim

de uma simulação poderia, na realidade, acabar sendo danificado alguns minutos após o

fim do tratamento em decorrência do atraso na propagação do calor. Existem algumas

alternativas para lidar com esta situação: podem-se empregar métodos mais precisos para

quantificar a ablação tumoral, como o modelo de Arrhenius (Singh et al., 2021b; Singh,

2022), ou considerar o atraso de tempo dependente da temperatura, como apresentado

no modelo de Pearce (Singh et al., 2020; Pearce, 2015).

Outra limitação do trabalho é que a perfusão sangúınea (ωb) foi considerada constante,

mas estudos recentes analisaram a sua influência na temperatura do sangue (Reis et al.,

2016) e nos danos térmicos (Singh et al., 2021b). Também é posśıvel adicionar os efeitos do

espectador térmico (do inglês thermal bystander 1) (Singh et al., 2021a) no modelo. Outra

posśıvel alteração é uma maneira diferente de modelar a fonte de calor externa advinda

do uso das injeções de nanopart́ıculas (Qr na Equação (2.15)), tal como descrito em

Singh (2023). Entretanto, optamos por usar o modelo proposto por Salloum et al. (2008)

devido a sua simplicidade. As mudanças descritas anteriormente causariam o aumento

do tempo necessário para o cálculo da função objetivo para cada individuo durante a ED,

impactando negativamente o desempenho do algoritmo.

Finalmente, é necessário reforçar que esse estudo é baseado em um modelo teórico e

pode não representar a complexidade biológica do processo de hipertermia em tumores

reais. Assim, os resultados deste estudo podem não ser diretamente aplicáveis a

um ambiente cĺınico sem que validações sejam realizadas entre os resultados obtidos

numericamente e os obtidos experimentalmente.

1O efeito thermal bystander é o processo onde as células lesionadas por aquecimento causam um efeito

em cascata, mediando danos ou morte das células ao redor.



78

8 CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS

Este trabalho estudou, com o aux́ılio de ferramentas matemático-computacionais, o uso de

hipertermia como forma de eliminar tumores em tecidos. A hipótese ventilada inicialmente

pelo estudo era que as melhores posições para realizar injeções de nanopart́ıculas

magnéticas não estão necessariamente localizadas no centro geométrico dos tumores.

Deste modo o objetivo do trabalho era o de desenvolver uma ferramenta computacional

que encontrasse esses melhores pontos de injeção, confrontando-os com os pontos

localizados nos centros geométricos dos tumores.

Os resultados mostraram que os pontos propostos pelo algoritmo nem sempre se

localizavam nos centros geométricos, confirmando assim nossa hipótese de trabalho. De

fato, os resultados mostraram que as posição encontradas eram não triviais e seu emprego

tem o potencial de reduzir em até 59% os danos causados aos tecidos saudáveis localizados

nas proximidades dos tumores. A principal desvantagem da abordagem proposta ao

longo do trabalho é o alto custo computacional para determinar o conjunto de pontos

de injeção, mostrando a necessidade de se desenvolver uma versão paralela do algoritmo.

A arquitetura CUDA foi empregada para este propósito, sendo responsável por acelerar

o desempenho da aplicação em até 84 vezes, quando comparada a versão sequencial

executada em uma CPU.

Em trabalhos futuros almeja-se estudar tumores com formatos realistas, por exemplo

obtidos através de imagens de pacientes reais. Além disso, pode-se expandir o emprego

do método de otimização usado neste trabalho, evolução diferencial, para considerar

também o número mı́nimo de pontos de injeção para se necrosar as células canceŕıgenas,

mantendo-se as restrições de eliminar totalmente o tumor ao mesmo tempo em que se

minimizam os dados as células saudáveis. Adicionalmente podem ser implementadas

soluções que reduzam ou mesmo eliminem as atuais limitações do presente trabalho,

ou seja, podem-se empregar métodos mais precisos para quantificar a ablação tumoral

bem como considerar aspectos que foram inicialmente ignorados, como o impacto da

perfusão sangúınea variável e dos efeitos do espectador térmico, por exemplo. Entretanto

tais modificações provavelmente tornarão ainda mais cara a execução do código. Para
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solucionar esse problema vislumbra-se o uso de múltiplas GPUs para a realização dos

cálculos do modelo matemático.
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A Apêndice - Exemplos de Mutações da Evolução Diferencial

Mutação Equação

rand/1 V i
p = X i

r + F ∗ (X i
a −X i

b)

rand/2 V i
p = X i

r + F ∗ (X i
a −X i

b) + F ∗ (X i
c −X i

d)

best/1 V i
p = X i

best + F ∗ (X i
a −X i

b)

best/2 V i
p = X i

best + F ∗ (X i
a −X i

b) + F ∗ (X i
c −X i

d)

random-to-best/1 V i
p = X i

p + F ∗ (X i
best −X i

p) + F ∗ (X i
a −X i

b)
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