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RESUMO

Nesse trabalho estudamos modelos cosmologicos ndo comutativos que possam justificar
a expansao acelerada do Universo. Através da formulagao Hamiltoniana da relatividade
geral, reescrevemos a parte geométrica dessa teoria. Para tratar da matéria do Universo,
utilizamos o formalismo de Schutz que permite descrever essa matéria em funcao de poten-
ciais velocidades de um fluido relativistico perfeito. Com essas ferramentas obtivemos uma
Hamiltoniana correspondente ao universo isotropico e homogéneo de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker, introduzimos um fluido perfeito do tipo radiacao. Nessa Hamiltoniana
aplicamos o formalismo simplético de Faddeev-Jackiw, para que as nao comutatividades
fossem introduzidas de forma sistematica e natural, isto é, tal formalismo induziria trans-
formacoes de variaveis que carregariam as nao comutatividades. No entanto tal formalismo
nao foi capaz de produzir modelos com as nao comutatividades propostas, resultando num
caso ja estudado na literatura. Como ponto de partida do nosso modelo, propomos que a
Hamiltoniana nao comutativa tenha a mesma forma funcional da Hamiltoniana comutativa
mas que suas variaveis dindmicas satisfacam parénteses de Poisson deformados. Apéds
isso, utilizamos transformacao de coordenadas que relacionam as variaveis dinamicas nao
comutativas com variaveis comutativas e alguns parametros nao comutativos «, v, o e x.
Depois reescrevemos a Hamiltoniana nao comutativa em fungdo das variaveis comutativas
e dos parametros nao comutativos e derivamos equacoes dindmicas para o fator de escala
na presenca de tais pardmetros nao comutativos. Em seguida, resolvemos tais equagoes
dindmicas para diferentes valores de «;, 7, o, x, constante de curvatura k, energia inicial
do fluido C' e condigbes iniciais ag, Tp e vyg. Com isso concluimos que tais parametros nao
comutativos podem descrever a expansao acelerada do Universo. O trabalho é finalizado
com a apresentacao de uma estimativa, feita através de dados observacionais, para os

parametros a e 7 num Universo preenchido por um fluido poeira.

Palavras-chave: Modelos cosmoldgicos. Nao comutatividade. Acelera¢ao do Universo.



ABSTRACT

In this work we studied noncommutative cosmological models that may describe the acceler-
ated expansion of the Universe. Through the Hamiltonian formulation of general relativity,
we rewrite the geometric part of this theory. To deal with the matter of the Universe, we
use Schutz’s formalism to describe this matter as a function of the potential velocities of
a relativistic perfect fluid. With these tools we obtained a Hamiltonian corresponding
to the isotropic and homogeneous Universe of Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker,
coupled to a radiation-like perfect fluid. In this Hamiltonian we apply Faddeev-Jackiw’s
(FJ) symplectic formalism, so that noncommutativities were systematically and naturally
introduced. Such formalism would induce transformations of variables that would carry
noncommutativities. However, the FJ formalism was unable to produce the most general
case of noncommutative models, resulting in a case already studied in the literature. We
then used a different starting point for our model, proposing that the noncommutative
Hamiltonian has the same functional form as the commutative Hamiltonian but its dy-
namical variables should satisfy deformed Poisson brackets. After that, we obtained a
coordinate transformation, relating the noncommutative dynamical variables with com-
mutative variables and some noncommutative parameters «, 7, o and y. We proceed
to rewrite the noncommutative Hamiltonian as a function of commutative variables and
noncommutative parameters and derive dynamical equations for the scale factor in the
presence of these noncommutative parameters. We then solved the differential equations
for different values of a, v, o and Y, for the curvature constant k, the initial fluid energy
C and the initial conditions ag, Ty and vy, concluding that noncommutative parameters
can, in some cases, describe the accelerated expansion of the Universe. The final result of
our work was to estimate the values of o and « using observational data for different eras

in a dust-matter dominated Universe.

Key-words: Cosmological models. Noncommutativity. Acceleration of the Universe.
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NOTACOES E CONVENCOES

No texto que segue convencionamos que:

Usamos unidades naturais, isto ¢, a velocidade da luz no vacuo c¢ e a constante

gravitacional GG sdo tomadas como 1.
A derivada temporal de uma funcao h(t) é representada por A(t).

Adotamos a convencao de Einstein, isto é, dois indices repetidos,um subscrito e

outro sobrescrito denotam uma soma nesses indices.

Indices de letras gregas se referem ao espaco-tempo 4-dimensional e podem adotar
valores como 0,1,2 ou 3. Indices de letras latinas se referem somente a parte espacial, logo,

adotam valores de 1,2 ou 3. Sendo 0 reservado para a coordenada temporal.
A assinatura da métrica é (— + ++).
Representamos o determinante da métrica por g.

Representamos a derivada parcial de um tensor T em relacdo a coordenada z”
como,
oT

Representamos a derivada covariante de um tensor T em relacio a z” como,

VT =T
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1 INTRODUCAO

O mundo Natural sempre causou grande deslumbramento na espécie humana. Em
especial, o céu e os astros nele alojados foram e sao elementos de grande entusiasmo
humano. Entusiasmo esse tao grande que gerou uma das maiores areas do conhecimento
humano, a Astronomia. Uma das subareas desse campo de estudo que concerne essa
dissertacao, ¢ a Cosmologia. Nela buscamos compreender, entender, ordenar e categorizar
os fenémenos da ordem cosmologica, isto é, estudar desde os instantes primevos do nosso

Universo a formagao das grandes estruturas astrofisicas e também o fim do nosso Universo.

Nesse sentido, a Cosmologia esteve presente durante todos os milénios da existéncia
da civilizagdo humana. No entanto, estabeleceu-se como um campo de estudo formal
durante o Renascimento Cultural-Cientifico protagonizado na Europa Continental. Nesse
periodo de grandes transformagdes, astrénomos e filésofos naturais como Nicolau Copérnico
e Galileu Galilei foram fundamentais para a passagem de um sistema solar geocéntrico para
um sistema solar heliocéntrico. Assim como Isaac Newton, que apds estudar a dinamica
dos corpos terrenos e celestes, foi capaz de realizar a primeira unificagdo de teoria fisicas,
transformando as trés leis celestes de Johannes Kepler em apenas consequéncias das leis
mecanicas dos corpos. Nesse periodo histérico compreende-se a primeira formalizacao dos

estudos da Natureza.

Na segunda década do século XX, Albert Einstein propoe a teoria da relatividade
geral, um conjunto de equagbes capazes de corrigir os erros da teoria newtoniana relacio-
nados a dinamica dos corpos do sistema solar e prever uma pletora de novos fenémenos de
escala cosmolégica. Em consequéncia disso William de Sitter propos em 1917, dois anos
apos a publicacao dessa teoria, a primeira solucao para as equagoes de Einstein cujo o
Universo era nao estatico. Esse trabalho possibilitou que Alexander Friedmann, em 1922,
deduzisse um conjunto de equacoes dinamicas que descrevem a expansao de um Universo
homogéneo e isotrépico. No ano de 1929 Edwin Hubble publica sua constatacao de que
outras galdxias se afastam de nos com velocidades proporcionais a suas distancias a nos.
Essa constatagdo bem como a descoberta da radiacao cosmica de fundo por Arno Penzias
e Robert W. Wilson [1], consolidaram o conceito de Universo em expansao e configuram,
juntamente com outros fendmenos e evidéncias, o que chamamos de Modelo Padrao da

Cosmologia [2].

Saul Perlmutter, Adam Riess e Brian Schmidt em 1998, mostraram que a expan-
sao do Universo, na realidade, é uma expansao acelerada [3,4], surpreendendo toda a
comunidade cientifica contemporanea. O pensamento dominante na época era de que em
virtude da interacao gravitacional da matéria, essa expansao deveria diminuir ao longo
do tempo, o oposto do observado. Esses trabalhos foram o motor para introduzir a ideia

da energia escura. Essa energia permearia todo o Universo e teria um efeito repulsivo,



14

exatamente o oposto dos efeitos gravitacionais e seria a causa da expansao acelerada do
Universo. Diversas propostas foram feitas para explicar sua natureza, mas ainda nao

existem respostas categoéricas para sua origem.

A proposta desse trabalho é considerar uma origem diferente para a expansao
acelerada: propomos que as componentes da métrica e as varidaveis que descrevem a
matéria do Universo sejam nao comutativas. Tal nao comutatividade teria sua origem num
Universo primordial, regido por interacoes quanticas. Assim, o Universo atual poderia
possuir vestigios dessa propriedade e afetaria diretamente as equacoes dinamicas para o

fator de escala.

A utilizacdo de nao comutatividade para solucionar problemas em aberto nao
¢ inédita. Hartland S. Snyder introduziu conceitos de nao comutatividade entre coor-
denadas do espago-tempo [5] numa tentativa de discretizar o espago-tempo, que foram
posteriormente aprofundadas por C.N Yang [6]. Apds alguns anos, a ndo comutatividade
voltou a ser encontrada na literatura. Nesse trabalho consideramos a nao comutatividade
entre variaveis dinamicas da teoria, ou seja entre componentes da métrica e variaveis
que descrevem a matéria do Universo [7]. Primeiramente, nossa abordagem sera como
a de [8], onde induzimos a nao comutatividade usufruindo do formalismo simplético de
Faddeev-Jackiw. Posteriormente adotaremos um método que introduz diretamente as nao

comutatividades nos parénteses de Poisson da teoria (método direto), similar a [?].

O texto esta dividido da seguinte maneira: iniciamos com uma revisao dos conceitos
fundamentais da relatividade geral no capitulo 2. O capitulo 3 ira tratar da formulacao de
Arnowitt-Deser-Misner e do formalismo de Schutz. Usamos esses dois formalismos para
obter uma forma Hamiltoniana do Universo de Friedmann-Robertson-Walker na presenca
fluido perfeito. Finalmente uma revisao do formalismo simplético é feita. Os capitulos 4 e
5 desse trabalho consistem nos resultados originais obtidos. No capitulo 4 utilizamos o
formalismo simplético para introduzir a nao comutatividade. Ja no capitulo 5 usamos o
método direto para introduzir as nao comutatividades, além de apresentar a analise dos
resultados juntamente com uma estimativa de dois dos quatro parametros introduzidos,
baseada em dados observacionais. No capitulo 6, finalizamos o trabalho com discussoes e

conclusoes acerca dos estudos desenvolvidos e resultados obtidos.
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2 RELATIVIDADE GERAL E COSMOLOGIA

2.1 INTRODUCAO

Proposta em 1915 por Albert Einstein, a teoria da relatividade geral constitui uma
teoria geométrica da gravidade, isto é, os efeitos gravitacionais sao o resultado de uma
curvatura do espaco-tempo. Curvatura essa que é fruto da energia,momento e tensao
da matéria. Em outras palavras, a matéria diz como o espago-tempo deve se curvar e a

curvatura diz como a matéria deve se movimentar.

Essa nova teoria tinha como motivacao introduzir os conceitos da teoria da relati-
vidade restrita juntamente com os principios da equivaléncia e de Mach, para referenciais
nao-inerciais, um caso fora do escopo da relatividade especial. O principio de Mach consiste
na ideia de que a origem da massa dos corpos é proveniente da interacao de toda a matéria
do Universo com tais corpos. O principio da equivaléncia se dedica em afirmar, localmente,
que ha uma igualdade entre referenciais nao-inerciais e campos gravitacionais, ou ainda,
que esses dois objetos sao indistinguiveis entre si. Esse conceito sera aprofundado nas

secoes posteriores.

Nesses mais de 100 anos de sua publicagao, a teoria foi testada diversas vezes,
explicando e descobrindo varios fendmenos, como o periélio de Merctrio, dilatagao temporal
por um campo gravitacional e desvio angular da luz num campo gravitacional. Nos
ultimos anos, as ondas gravitacionais foram detectadas e medidas em diversos eventos
distintos [10-15]. Além disso, em Margo de 2019 foi divulgada a primeira foto de um
Buraco Negro [16]. Ambos os fend6menos sao previsto pela teoria de Einstein e suas

detecgoes diretas fortalecem ainda mais sua validade e grau de confiabilidade.

Esse capitulo é dedicado a introduzir alguns dos conceitos matematicos fundamen-

tais e os passos essenciais na construcao da relatividade geral.

2.2 ELEMENTOS MATEMATICOS DA RELATIVIDADE GERAL

Nessa secao, consideramos alguns tépicos operacionais de geometria diferencial.
Introduzimos também alguns conceitos de coordenadas curvilineas em espagos planos afim
de esclarecer algumas caracteristicas de espaco-tempos curvos, estudados na relatividade

geral.

Em espacos-curvos, os vetores de base €, podem se modificar ponto a ponto [17].
Essa variacao pode ser calculada através dos simbolos de Christoffel I'f,, definidos como

os coeficientes da derivacao desse vetor,
de,,

oz’

—

P —
F,uuep -

(2.1)
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Dessa forma, a derivagdo de um vetor V qualquer desse espaco toma a forma,

oV ovH
oxv

=50+ vprgy> o (2.2)
Essa operacao é chamada de derivada covariante do vetor V. Denotamos a derivada

covariante da componente contravariante a do vetor V como

ove

oxv

YV V=V, = o £ VTS, = VO, + VTS, (2.3)

Note que o resultado dessa derivada covariante, V.7, é um tensor de rank 2 misto,
com um indice covariante e outro contravariante. A derivada covariante da componente

covariante 3 de um vetor P é dada por,

V,Ps = P, — P,I%,. (2.4)

Munidos dessas expressoes somos capazes de calcular a derivada covariante de

tensores de rank superior como segue [18],

af __ maf B ap
v, T =10 — TePre, — Teerd (2.5)
ViTas = Tapy + Toslt, + Tapl, (2.6)
VTG =Tg, + 4TS, — TSTY,,. (2.7)

E necessario complementar que, os simbolos de Christoffel nao sao de fato tensores [18]. Ao
realizarmos uma transformacao de coordenadas arbitrarias, tais entidades se transformam

como,
oz Oz dx’ _, N oz OPx”
oz dx 9B " Qe Pt dxP

9z 92z
7 Oz 8$M/a.’£ﬁ/ ?

A presenca do segundo termo demonstra o caracter nao tensorial dessa

quantidade.

Podemos definir as componentes da métrica do espago estudado como o produto

escalar entre dois vetores de base,
Juv = (6_;“ 6_;,) . (29)
Além disso, temos o seguinte resultado,

Vigas = 0. (2.10)
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Usufruindo do resultado (2.10), podemos encontrar uma rela¢ao entre os simbolos
de Christoffel e as componentes da métrica. De fato,

1 e!
F;pu/ = 59 p(f]au,u + Jav,u — g/u/,a)- (211)

Percebemos instantaneamente que essa féormula s6 é valida para o caso onde o

espaco nao possui tor¢ao e o simbolo de Christoffel é simétrico nos indices covariantes,

re, =T . (2.12)

2.3 ESPACOS-TEMPO CURVOS

No presente texto, expomos a relatividade geral, que estuda somente espaco-tempos
curvos que tenham métrica g, simétrica (e portanto diagonalizdvel) e que originam
produtos escalares nao positivamente definidos. Chamamos esse tipo de espago-tempo
curvo de espagos pseudo-Riemanniano. Vamos elucidar algumas propriedades de tais

espagos, que sao comuns aos espacos planos em coordenadas curvilineas. Sao elas,

I. Transformagoes de coordenadas definem as transformacdes de indices contravariantes
de tensores, e as respectivas transformacoes inversas definem as transformagoes de

indices covariantes desses respectivos tensores.
II. A métrica pode ser obtida diretamente dos vetores de base.

III. O jacobiano de uma transformacao pode ser escrito em termos da métrica do espaco,

como segue,

J=\/(=9) (2.13)
IV. A derivada covariante da métrica é nula.

V. Os simbolos de Christoffel podem ser escritos em funcao da métrica e ser usados no

calculo de derivadas covariantes.

Nesses itens, expomos somente as caracteristicas que mais nos interessam de forma
pratica. Os préximos topicos se dedicam a introduzir conceitos indispensaveis como

transporte paralelo, tensor de curvatura de Riemann, geodésicas e o tensor de Einstein.

2.3.1 Transporte Paralelo

Uma operacgao frequente e muito 1til na Fisica é o transporte paralelo de um vetor
V. Esse procedimento consiste em deslocar por elementos infinitesimais de comprimento
um vetor ao longo de uma curva, de forma de que ponto a ponto esses vetores deslocados sao

paralelos entre si e conservem seu modulo. Uma vez que isso possa ser realizado, dizemos
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que V foi transportado paralelamente. Essa operagao nao ¢é trivial quando tratamos de
espacos fisicos curvos. Assim para matematizar esse processo, parametrizamos a curva %,

percorrida pelo vetor, por um parametro A. O vetor tangente U a tal curva é descrita

como,
dz®
U = 2.14
A (2.14)
O vetor que se mantém constante ao ser transportado nessa curva satisfaz a seguinte
equacao,
av
— =0 2.15
Ou em termos do vetor tangente a curva U®,
dVe dxP
=VsU” =0. 2.16
da? dx 7 (2.16)

A expressao (2.16) representa o transporte paralelo do vetor V ao longo do curva

descrita por 27()\).

2.3.2 Geodésicas

As curvas que sao dotadas da propriedade de sempre transportar paralelamente

seus vetores tangentes sdo denominadas de Geodésicas [19]. Isto é,

U U = (U°,+ T2 U )UP = U UP + T3,U"U° = 0. (2.17)

Desenvolvendo essa expressao podemos chegar a equagao da Geodésica,

d?z . dot daxf

dat dz” 9.1
a2 e (2.18)

Essa equacao diferencial de segunda ordem nao-linear ao ser resolvida, com as
condigoes de contorno adequadas, resulta numa solugao unica, uma curva geodésica x®(\).
E interessante mencionar que as curvas geodésicas sdo para o espaco curvo tal como as
trajetorias retilineas sdo para o espacgo plano, isto é, um objeto livre percorre, no espago

curvo, uma trajetéria de geodésica.

2.3.3 Tensor de curvatura de Riemann

Ao tratarmos de espacos curvos, uma das suas qualidades primordiais é a curvatura
do espaco. Essa quantidade pode ser obtida ao transportar um vetor V ao longo de uma
curva fechada. Se tal curva pode ser descrita por coordenadas z” e z” e utilizando a
equagao de transporte paralelo (2.16) sobre uma curva fechada, obtemos a variacao da

componente o de V| 6V, ao longo da curva na forma 20],

o 153 a a T « a T
OV* = dxhomy [_ uBp T+ Flfp pg T Fup,ﬁ o FVﬁFHP} VE. (2.19)
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O termo fora dos colchetes, 5:1785x€, remete a curva percorrida pelo vetor V. Agora,
o termo dentro dos colchetes demonstra uma caracteristica exclusiva de espagos curvos,
a curvatura. Vimos na equagao (2.8) que os simbolos de Christoffel nao se comportam
como tensores, no entanto esse objeto que estamos analisando de fato é um tensor, e o

denominamos Tensor de Curvatura de Riemann. Representamos suas componentes como,

* — an',)\ - FZ[)\,O_ + FZOICAFZCT - FOZ v (220)

Ao Vo pAt

O tensor de curvatura de Riemann, assim é chamado pois carrega informacoes
sobre a curvatura intrinseca do espago-tempo. Ou seja, para o caso do espago plano, onde
nao ha curvatura, temos

o = 0. (2.21)

Pode-se mostrar que o tensor de curvatura é dado também pelo comutador das

derivadas covariantes de V [18],

[V, V]V = RE VY. (2.22)

Note que, o caso em que as derivadas covariantes sao equivalentes a derivadas

(e}

parciais, ou seja, o espago € plano, entao o comutador se anula e logo R},

= 0, como
esperavamos.
O tensor de Riemann possui diversas caracteristicas notaveis. Abaixando seu indice

contravariante podemos explanar algumas simetrias [20],

Rogpw = —Rgauw, (2.23)
Rogu = —Ragups (2.24)
Rogu = Ruvas, (2.25)
Raopuw + Rowpp + Rayws = 0. (2.26)

Usando essas simetrias é possivel mostrar que o nimero de componentes indepen-
dentes do tensor de Riemann é [20],
D*(D? —1)

Np = ———=. 2.2
b= 2.27)

Onde D é a dimensao do espago Riemanniano ou pseudo-riemanniano.

Podemos construir contracoes do tensor de Riemann,

R = R, (2.28)
R = g"™R,,. (2.29)

Denominados Tensor de Ricci e escalar de curvatura.
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2.3.4 Tensor de Einstein

Usando (2.20) bem como (2.28) e (2.29), pode-se mostrar outras simetrias a qual o
tensor de Riemann esta submetido. Tais simetrias sao chamadas de identidades de Bianchi.
Elas sao [20],

v)\RaB,u,l/ + VVROéﬁ)\M + V}LRQBV)\ = 07 (230)
VR, = VoRay — VR, (2.31)

1
v, (RP" - 2gp“R> 0. (2.32)

Sendo essa ultima de importancia notavel para a relatividade geral. Dela, definimos

o tensor de Einstein como segue,

1
G = R — g™ R. (2.33)

Como esse tensor é escrito em termos do tensor de Ricci R, e da métrica g,,,

entao ele ¢ simétrico em seus indices e satisfaz V, G, = 0.

2.4 PRINCIPIO DA EQUIVALENCIA

A ideia central da teoria da relatividade geral consiste em considerar a descri¢ao do
campo gravitacional pela métrica do espago-tempo 4-dimensional. Enquanto na relatividade
especial tal espago-tempo permanece imutavel, na relatividade geral nao é mais o caso, o

proprio espaco-tempo possui dindmica.

A teoria da relatividade geral tem em seu nicleo duro o Principio da Equivaléncia.
O principio afirma que, localmente, uma particula de testes puntiforme nao distingui se é
afetada pela forca gravitacional ou por uma aceleragao. Isto é, localmente a gravidade

pode ser sempre compensada por uma aceleracao.

Como consequéncias desse principio temos: qualquer lei fisica escrita em notacao
tensorial na teoria da relatividade especial tem forma idéntica se escrita num referencial
local de um espaco-tempo curvo da relatividade geral; e que particulas massivas livres
percorrem geodésicas tipo-tempo e particulas nao-massivas percorrem geodésicas tipo-luz,
do espaco-tempo. Esses pontos podem ser apresentados como principio da equivaléncia
forte e principio da equivaléncia fraco, respectivamente. Explicagoes mais aprofundadas

podem ser encontradas em [17] e [21].
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2.5 EQUACOES DE EINSTEIN

Para encontrar as equagoes que governam o campo gravitacional, postulamos a

seguinte acao,
1
S = Ton /d4x\/—g (R—2A) + /d4x\/—g£M- (2.34)
T

onde a primeira integral é a agao referente a gravidade, com a presenca de uma constante A
e Ly é a Lagrangiana referente a matéria presente no modelo. Vale notar que generalizamos

"matéria’como toda entidade fisica distinta da geometria do espago-tempo.

Agora vamos justificar o porqué dessa forma para a parte gravitacional da agao [17].
Desejamos que a Lagrangiana carregue um funcional local da métrica e também esperamos
que as equagoes de movimento s6 possuam derivadas de segunda ordem na métrica g, .
Logo, a agdo também s6 deve possuir derivadas de segunda ordem. Dessa forma, s6 existem
dois candidatos que podem ser aplicados para que se tenha uma Lagrangiana covariante,
o escalar de curvatura R, visto que na acao s6 podemos ter escalares, e uma constante

arbitraria A, tal como mostramos em (2.34).

Usando o principio de Hamilton, podemos chegar ao seguinte resultado,

1
R = 59 R = Gy = 87T, (2.35)

Aqui T, sao as componentes do tensor de energia-momento, que pode ser obtido ao

efetuar,
2 0Ly

T, = ——°"=M
/=g a9

A expressao mostrada em (2.35) constitui um conjuntos de equagoes diferenciais

(2.36)

chamadas FEquacoes de Einstein. No lado direito dela temos o tensor energia-momento,
dado pela expressao (2.36), e estd relacionado com a matéria presente no modelo estudado.
No lado esquerdo temos o tensor de Einstein, dado por (2.33), e estd conectado com
a métrica e suas derivadas. Isto é, com a geometria do espago-tempo. Nesse conjunto
de equagoes vemos a forte relagdo que existe entre matéria e a curvatura. Ou ainda, a
curvatura e o movimento que esta causa na matéria. Existe ainda a presenca de uma
constante A, que foi introduzida por Einstein posteriormente a publicagao da teoria, com o
intuito de obter solugoes estaticas para o Universo. A ideia de que o Universo poderia ser
dindmico era, para alguns fisicos da época e para o proprio Einstein, equivocada [17]. Essa
constante foi batizada de constante cosmologica. Atualmente, o Universo foi constatado
como dinamico e a constante cosmoldgica se manteve presente devido a descoberta da

expansao acelerada do Universo [3,4].

2.6 COSMOLOGIA RELATIVISTICA

No que tange aplicagoes da teoria da relatividade geral constitui-se uma das mais

proeminentes o estudo do Cosmos, a cosmologia fisica. De fato, a cosmologia existe a
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milénios anteriores a relatividade geral, mas é finalmente depois do advento dessa teoria
que a cosmologia pode produzir diversos frutos. Entao, o campo de estudo que abrange a

cosmologia utilizando a relatividade geral é denominada Cosmologia Relativistica.

O estudo da cosmologia possui como base um principio fundamental, o Principio
Cosmologico. Este denota que a distribuicao de matéria no universo deve ser homogénea e
isotrépica em escalas superiores a 30 Mpc ( [17]),e portanto nao hé localizagao privilegiada
no Universo para algum observador. E ainda cabivel, modelar tal distribuicio de matéria
de forma a trata-la como um fluido perfeito. Esse é denominado Postulado de Weyl e
consiste em descrever a movimentacao de galaxias e aglomerados de matéria através de
linhas de mundo que s@o geodésicas. O conjunto dessas geodésicas definem uma superficie
espacial isotrépica e homogénea, tal como desejado pelo Principio Cosmoldgico. Além disso,
tais linhas de mundo nao interagem entre si. As condigoes colocadas por esse principio
permitem tratar a matéria, como mencionamos acima, como um fluido perfeito. [17]. Nesse
caso, o tensor energia-momento, entidade responsavel para tratar a matéria no contexto

da relatividade geral, é da forma
™ = (p+p)U"U" + pg"”, (2.37)

onde U* é a velocidade do fluido em seu referencial co-mével, p a pressao e p a densidade
do fluido. E interessante notar que, gracas ao Principio Cosmologico, p e p s6 podem

depender do tempo.

2.6.1 Modelo de Friedmann-LemAitre-Robertson-Walker

Uma das consequéncias do Principio Cosmologico é a condigdo de curvatura cons-
tante na geometria do universo. Esse tipo de modelo do Universo pode ser descrito pela
métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) que descreve um universo
dindmico, em contragao ou expansao, homogéneo e isotrépico. Assim, o espaco tridimensi-
onal do modelo FLRW de curvatura constante pode ser modelado pelos termos espaciais
do intervalo invariante, que podemos deduzir da seguinte expressao do tensor de Riemann

tridimensional [20],

Rabcd =k (gacgbd - gadec) ) (238)

onde k é uma constante que pode variar entre 0,+1, —1 e é denominada de constante
de curvatura. Além disso, devido a homogeneidade e isotropia, o intervalo invariante

tridimensional em coordenadas esféricas é dado por,
do® = 0dr? 4 12 (d6? + sin” 0dg?) (2.39)

onde 6 e ¢ sao dngulos esféricos e r o raio da esfera. A\(r) é uma funcao a ser determinada.

A(r)

O termo e garante que a componente radial da métrica é positivamente definida.
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Dado (2.38) e (2.39), podemos determinar a funcao A(r) e o intervalo invariante

tridimensional (2.39) fica como,

dr?

do” =
4 1 —kr?

+ 17 (d6 + sin” 0dg?) . (2.40)

Agora, uma das requisi¢oes do Principio Cosmologico é a necessidade de que o
Universo, sendo dinamico, o seja de forma homogénea e isotrdpica, isto €, toda sua parte
espacial deve expandir ou contrair de forma igual [17]. Para isso, multiplicamos (2.40)

pelo fator de escala a(t). Assim, o intervalo invariante quadridimensional se torna,

2

1 — kr?

ds* = —dt* + a(t)? [ +r° (d92 + sin? edqs)] : (2.41)

A expressao (2.41) é chamada de elemento de linha de Friedmann-Lémaitre-
Robertson-Walker. A proxima subsecao se dedica a estudar brevemente as consequéncias

dos diferentes valores que k pode assumir.

2.6.2 Geometria de espagos com curvaturas constantes

Para estudar a geometria gerada pelo elemento de linha (2.41) ao substituir um
dado valor de k, podemos considerar apenas um instante ¢ = to correspondente a a(ty) = ag

e portanto analisar somente a parte espacial. Isto é,

2
do* = a? [1‘%2 + 1% (d6° + sin? 0d¢2)] . (2.42)
— RT

2.6.2.1 Constante de curvatura k = +1

Introduzindo k£ = 1 em (2.42) obtemos,

2

do* = a? [ dr

ot (d0? + sin? eddﬂ)] . (2.43)

A fim de contornar a singularidade quando r — 1 propomos uma nova variavel &
de tal forma que,
r=sin& (2.44)

E devido a isso o elemento de linha (2.43) se torna,

do® = ag [d€? + sin® & (d6” + sin® 6dg?) | (2.45)

Podemos, convenientemente, alojar essa estrutura tridimensional num espaco

euclidiano 4-dimensional. Para isso usamos a seguinte mudanga de coordenadas,

b = agcosé, (2.46)
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T = apsin € sin 0 cos ¢, (2.47)
T = agsin & sin § cos ¢, (2.48)
2z = agsin € cos . (2.49)

E usufruindo dessas transformagoes, o elemento de linha (2.45) se torna,
do? = db® + dz® + dy* + d=*. (2.50)
A partir de (2.46)-(2.49), encontramos,
b+ 27 +yt+ 2 =al. (2.51)

Agora, essa equacao (2.51) é nada mais que a equacao de uma esfera tridimensional
de raio ag definida nos intervalos de coordenadas 0 < (¢ < 71,0 <A <me0 < ¢ <27
Portanto um universo com curvatura k = 1 é descrito pela geometria fechada de uma

superficie esférica tridimensional.

2.6.2.2 Constante de curvatura k = —1

Substituimos & = —1 na equacao (2.42) e obtemos a seguinte forma para o elemento
de linha,
do® = (ao)? LA (d6* + sin® ) (2.52)
142 ' '

E vamos usar a seguinte transformagao de coordenadas,
r = sinh &, (2.53)

resultando em,

do® = (ag)” |d€? + sinh® € (d6” + sin® 0de?) | (2.54)

Assim como na secao anterior propomos algumas mudancas de variaveis que alojam
essa geometria num espaco 4-dimensional, nesse caso espaco pode ser introduzido no
espaco minkowskiano. Elas sao,

w = agcosh &, (2.55)

x = agsinh £ sin 0 cos ¢, (2.56)

Yy = agsinh £ sin 0 sin ¢, (2.57)
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z = agsinh € cos 0, (2.58)
E nosso elemento de linha fica na forma,

w2 -yt - =al (2.59)

Que é a equacao de uma superficie hiperbdlica limitada em 0 < < o0, 0 <60 <7
e < ¢ < 2m.

2.6.2.3 Constante de curvatura k =0

Agora introduzimos k£ = 0 na equagao (2.42) e entao,

do® = (ag)” |dr® + r* (d” + sin® d)] . (2.60)

Fazendo uma simples transformacao de coordenadas esféricas para coordenadas

cartesianas, isto é,

xr = agrsin 6 cos ¢, (2.61)
Yy = agr sin 0 sin ¢, (2.62)
z = agrcos b, (2.63)
obtemos que,
do? = da* + dy? + d2°. (2.64)

Assim, obtemos exatamente o elemento de linha de um espago euclidiano em

coordenadas cartesianas, isto ¢, um espago com geometria plana.
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3 FORMULAGCAO ADM ACOPLADO COM FLUIDO PERFEITO E FOR-
MALISMO SIMPLETICO

3.1 INTRODUCAO

Nos anos finais da década de 40, a Eletrodinamica ja havia sido quantizada,
impulsionando os fisicos da época a quantizar a outra teoria fundamental conhecida da
época, a teoria da relatividade geral. Para tal empenho, a Hamiltoniana da relatividade
geral deveria ser deduzida para que as regras de quantizagao canonica fossem devidamente
aplicadas. Mas a invariancia por transformagoes de coordenadas dessa teoria gerou vinculos
entre as coordenadas e os momenta canonicamente conjugados da teoria. Assim, obter
algumas velocidades generalizadas em termos dos momenta era impossivel, e portanto

uma forma Hamiltoniana inalcancavel.

Apés os esfor¢os de Dirac e Bergmann [22-24] para uma generalizacao de sistemas
hamiltonianos vinculados, R. Arnowitt, S. Deser e C. W. Misner foram capazes de produzir
uma formulagao consistente da Hamiltoniana da relatividade geral [25]. Parte desse
capitulo procura expor as ideias centrais desse formalismo para a parte geométrica da

teoria da relatividade geral.

Usaremos o formalismo de Schutz para introduzir a matéria na agdo da relatividade
geral. Desenvolvido na década de 70 por Bernard F. Schutz, tal formalismo consiste em
representar a 4-velocidade de um fluido perfeito relativistico por potenciais-velocidades.
A ideia original de descrever a velocidade de um fluido através de potenciais-velocidades
foi de A. Clebsch em 1859, com a tunica desvantagem de que ambos os potenciais 14
expressos nao teriam significado fisico individualmente, além de nao possuirem equagoes
de movimento. Um século mais tarde, R.L. Seliger ¢ G.B. Whithman [26] generalizaram e
aprimoraram o formalismo, sendo capazes de indicar significado fisico para dois, dos cinco
potenciais utilizados. Schutz usufrui desse progresso e generaliza esse formalismo para o

caso relativistico, usando 6 potenciais-velocidade [27,28].

Na secao seguinte, com ambas formulagoes estabelecidas, iremos combina-las e
construir uma Hamiltoniana para a métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

acoplada a um fluido relativistico perfeito.

Na ultima secao do capitulo, discutimos sobre o formalismo de Faddeev-Jackiw
para sistemas vinculados [29,30]. Através desse tratamento, podemos inserir os vinculos
da teoria como varidveis dindmicas no espacgo de configuragao, ou ainda, como no caso da
relatividade geral, obter uma teoria consistente fixando o calibre da teoria. Esse formalismo

serda posteriormente utilizado para induzir a nao comutatividade

Portanto, esse capitulo sera divido da seguinte forma: a secao 3.2 trata da formula-

¢ao Hamiltoniana da relatividade geral, a secao 3.3 discorre sobre o estudo do formalismo



27

proposto por Schutz. A se¢ao 3.4 mostra como combinar os resultados das se¢oes anteriores

e a se¢ao 3.5 introduz o método de Faddeev-Jackiw, que serd usado no capitulo seguinte.

3.2 FORMULACAO ADM

Como ja dito, o formalismo ADM (Arnowitt-Deser-Misner) foi desenvolvido com o
objetivo de realizar a quantizagdo canonica da relatividade geral. Para isso, era necessario
a obtencao da Hamiltoniana da relatividade geral. Essa necessidade provém do fato de
que queremos obter a evolu¢ao de uma func¢ao de onda em relagdo a um parametro, no
caso o tempo. Dessa forma, o primeiro passo é obter a "geometrodinamica", realizando
uma separagao em parte espacial e parte temporal da métrica g,,, isto €, o split 3 +1 da
métrica g, [21]. Em outras palavras, o espaco-tempo se torna foliagoes de hipersuperficies

espaciais cuja dinamica serda dada através da evolucao temporal das mesmas.

As solugoes das equagbes de Einstein, (2.35), podem nos dar somente seis das dez
componentes da métrica g,,. As outras quatro componentes sao livres, representando
nossa liberdade de transformacao de coordenadas nas seis componentes dinamicas. Essa
liberdade advém das simetrias (2.32). Dessa forma, a métrica do espago-tempo serd divida
em 3 partes distintas: Um métrica h;; descrevendo hipersuperficies espaciais, um escalar
N denominado fungdo lapso e um vetor N* chamado de vetor deslocamento. Assim, h;;
deveria carregar as informagcoes referentes as seis componente independentes da métrica e
portanto corresponderia a parte dinamica da teoria. Enquanto as outras 4 componentes
seriam representadas pelo escalar, N (t) e pelo vetor N*(t), que na realidade nio sao objetos
dinamicos e devem ser fixados. Essas duas quantidades denotariam como as hipersuperficies
espaciais evoluiriam no tempo para dar origem ao espaco-tempo 4-dimensional.

Consideremos duas hipersuperficies do tipo espaco, S; e S,, uma no tempo z° =

0

t e outra em x° = t + dt, respectivamente. Podemos escrever suas métricas como,

respectivamente,

h(t,z"), (3.1)

h(t + dt, x"). (3.2)
A distancia entre diferentes pontos de uma mesma hipersuperficie é,
@ ds? = hydr'da?, (3.3)
onde usamos ) para referenciar quantidades que sio de objetos 3-dimensionais. Usaremos ()

para quantidades 4-dimensionais.

Consideramos que S7 e Sy se relacionam através de um campo vetorial d?f, definido
sobre S, "evoluindo" cada ponto de S; para algum ponto da superficie S;. Suponhamos

ainda, que em cada ponto de S7, esse campo vetorial tenha uma direcao arbitraria no
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espago-tempo 4-dimensional. Assim, suas proje¢oes normais 7 e tangenciais @ sobre S
sao nao nulas . Decompondo o campo vetorial dt em componentes tangenciais e normais,

cada uma delas tem moédulo dado por, respectivamente,

o — N'dt, (3.4)

i — Ndt. (3.5)

Queremos relacionar essas quantidades referentes ao split, h;j, N e N*, com as
componentes da métrica g,,. Para isso considere um ponto z} em S; e um ponto z em

S5. No tempo proprio 7, sua separacao na dire¢ao normal é
dr* = N%dt*. (3.6)
Considere a projecio P(z%) do ponto % na hipersuperficie S;. A distancia prépria
D ao ponto z¢ &,
D=P (xé) — . (3.7)
Sabendo que P(z%) = 2! + dz! + N'dt, logo
D = dz' + N'dt. (3.8)
Com esse resultado se constroi o intervalo invariante das hipersuperficies na forma,

dD? = hi; (da} + N'dt) (daf + N/dt) . (3.9)

Utilizando o Teorema de Pitagoras no espago-tempo 4-dimensional, com assinatura

Lorentziana, isto é

ds* = dD* — dr?, (3.10)

e com as expressoes (3.6) e (3.9) chegamos ao intervalo invariante 4-dimensional,
ds* = (N;N7 — N?) dt* + Nydtda? + Nida'dt + hijda’da’ . (3.11)

Mas sabemos que ds? se relaciona com as componentes da métrica g, da seguinte

forma,
ds® = g, datdx”. (3.12)

Com essa equacao, identificamos as componentes da métrica como,

goo = N; N7 — N2, (3.13)

9oi = Ni, (3.14)
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gro = Ni, (3.15)
Gir. = hig. (3.16)
Ou ainda,
N;NJ — N2 N,
G = : (3.17)
8 ( Ni Pk )
Cuja inversa é,
_ 1 N;
" 2 2
g = ij h N N;N; . (318)
N2 Jji — N2

Vamos fazer alguns comentarios sobre o significado fisico de N e N*. Vemos por
(3.6) que a fungao lapso nos dé a taxa de variagdo do tempo préprio 7 em relagdo ao
tempo ordenado t, isto é N = %. Enquanto o vetor deslocamento representa o movimento

tangencial da hipersuperficie S; ap6s um incremento infinitesimal de tempo [18].

Agora vamos tratar de analisar a curvatura das hipersuperficies espaciais levando
em consideracao que elas estao embutidas no espaco-tempo 4-dimensional. Devido a
isso, é necessario descrever nao apenas sua curvatura intrinseca, mas também precisamos

descrever a curvatura em relacao ao espago-tempo 4-dimensional.

A curvatura intrinseca é imediata e é dada pela expressao do tensor de curvatura
de Riemann (2.20) levando em consideragao que, agora a métrica em questao é a métrica

hi; da hipersuperficie espacial. Isto ¢,

(3)R2 ) _ I‘\z ok — FZ]k,m + Filkl—\ljm . 1’\1

Jjkm J

I, (3.19)

lm
em que,

J

I = §hlm (Okhmg + Ojhumy, — Omhijy) - (3.20)

A curvatura extrinseca de uma hipersuperficie n-dimensional embutida num espaco
(n+1)-dimensional (no nosso caso temos uma hipersuperficie 3-dimensional alojada num
espago-tempo 4-dimensional) pode ser medida pelo tensor K;;. Esse tensor é denominado
de curvatura extrinseca e é um tensor de rank 2 simétrico, definido sobre a hipersuperficie
n-dimensional. As componentes desse tensor sao dadas pela derivada covariante, no espaco

(n+1)-dimensional, da normal n; da hipersuperficie n-dimensional, logo,
K;; = Vn,. (3.21)
Sabemos que a componente normal do campo vetorial dt tem médulo dado por (3.5).
Entao desenvolvemos (3.21) e ap6s certa manipulagao, obtemos,
Ohi;

1
Ki=— Ny + N — —=2 |, 22
J 2N( |J+ Jl 8t> (3 )
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onde o simbolo | denota uma derivada covariante em relacao a hipersuperficie onde esta

definido o vetor m;, no nosso caso, a hipersuperficie espacial 3-dimensional.

Nosso objetivo é reescrever o escalar de curvatura da acao de Einstein-Hillbert,

Se = 1; /d4x\/—_g ("R, (3.23)

em funcao de quantidades equivalentes da hipersuperficie 3-dimensional, ou seja, sua
curvatura intrinseca e extrinseca. Para isso, vamos usufruir das seguintes equacgoes,

denominadas de equagoes de Gauss-Codazzi [18,21],

DR = R+ (K = KaK) (324

)
YRe nal i 4 Ry — — 1na (K — K (3.25)
@R = (nen®)~" [K2 — Kin"j} — (nanﬁ;ﬁ)‘a + (nanﬁ;a)ﬂ, (3.26)

onde K = K! = trK.

Manipulando o escalar de curvatura em (3.23), obtemos a densidade Lagrangiana

na seguinte forma,

Lo=+/—g {(4)Rijij + 2(4)Rinm} ) (3.27)

De (3.24), temos,

WRY, = [OR+ (nan) ™" (Ky K7 — K?)] (3.28)

assim, usando (3.26) e (3.28) em (3.27), resulta em

Lo= OR+ {K2 — KiniJ} —2 (nanﬁ;ﬁ) _t2 (nanﬂ;a) : (3.29)

NN ; B

Vamos reescrever o elemento de volume da acao (3.23). Assim,

V—gd*z = Nh2dtd*s. (3.30)

Nessa ultima equagao, temos do lado esquerdo um elemento de volume covariante, onde nao
é definida a direcao da integracao. No lado direito, temos um elemento de volume h:d3z
orientado na direcao do vetor normal e tangencial a hipersuperficie espacial 3-dimensional.
E necessdrio comentar que, caso essa modificacio no elemento de volume néo fosse feita,

durante a integracao de L poderiamos correr o risco de considerar contribui¢oes de
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diferentes hipersuperficies espaciais 3-dimensionais no mesmo instante de tempo, perdendo

assim a dindmica introduzida pelo formalismo ADM.

Para montar a acdo (3.23) usando os resultados obtidos, comentamos que, na
expressao (3.29), os dois dltimos termos, —2 (n“‘nﬁ ?5);a e 2 (no‘nﬁga);ﬁ, sdo termos de
derivadas totais e ndo contribuem para as equagoes de movimento. Quando integrados,
originardao quantidades relacionadas a fronteiras tipo-espago e tipo-tempo. Considerar
essas contribuigoes foge do escopo desse trabalho e portanto, vamos considerar que tais

quantidades sao nulas.

Tratando o vetor normal n® normalizado como tipo-tempo, (n®n, = —1), a a¢ao

fica escrita da seguinte forma,

1 g .

S =< [[R+ KyKY — K? Nhddid*a+
o 1 (3.31)
+ /EM [¢A> hij,Ni,N} Nhadtd®x

em que L), se refere a qualquer entidade nao relacionada ao campo gravitacional, isto é

matéria, gauge, etc. Munidos desse resultado, podemos procurar a sua forma Hamiltoniana.

Nosso espacgo de fase serd dado pelas varidveis dinamicas h;; e seus momenta

canonicamente conjugados que representamos por II¥ e sdo definidos como,

0Lg

i = =29,
ahi]’

(3.32)
onde L é a densidade Lagrangiana obtida de (3.31). Computando essa operagao, chegamos

ao seguinte resultado [18],

7 = Vh (k7K - KV). (3.33)

J4 mencionamos que N e N* nao sao quantidades dindmicas da teoria. Isso pode
ser verificado ao computarmos seus momenta canonicamente conjugados, que sao nulos [21].
Isso significa que a teoria da relatividade geral é uma teoria com vinculos. Assim, ao
escrevermos a Hamiltoniana correspondente a (3.31), teremos termos que dependerao
das métricas h;; das hipersuperficies e de suas derivadas de primeira ordem que serao
multiplicados por N e N*. E somente nesses termos que haverd a presenca da funcao lapso
e do vetor deslocamento, por isso tais termos sdo considerados os vinculos da teoria e N e

N? sao multiplicadores de Lagrange.

A densidade Hamiltoniana pode ser computada da seguinte maneira,

He =1Yhy; — L, (3.34)
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e através de (3.31) e de (3.33), podemos chegar ao seguinte resultado,

He = N [h—% (H“bHab _ ;1‘12) _ h§<3>R] £ N[22 (2M0) L (3.35)

la

usando II = II? = ¢rIl. A tultima parcela contribui somente na fronteira, entao serd

descartada. Reescrevemos a Hamiltoniana na forma,
He = N [GiTIVTM — h2®IR| 4 N; [-2117] . (3.36)
Onde usamos a métrica do superespago [21],
Giji = ;h_é (hikhji + hihjk — hijhi) (3.37)
que ¢é dotada das seguintes simetrias,

Gz’jkl = Gjikl = Gijlk = leij- (338)

Portanto, escrevemos a agao correspondente a densidade Hamiltoniana (3.36) da

seguinte maneira,

1 ii1 ) 3

onde usamos que Hg = G [19TIF — hz® R, denominado de superhamiltoniana e HZ, =

—2II", de supermomentum.

Podemos variar a agao (3.39) em relacao a N e N; e obtemos, respectivamente,

Hg =0, (3.40)

H}, =0, (3.41)

que representam, respectivamente, os vinculos da superhamiltoniana e do supermomentum.
Além disso, essas equacoes sao andlogas as quatro equacoes de Einstein para o vacuo, isto
) bl

¢ R, = 0 relacionadas as componentes temporais,

Roo = 0, (3.42)

Se variarmos em relacgao as variaveis dinamicas, hyp e Il,,, obteremos as seguintes equagoes,

dSa

hab - 5Hab

1
—oh~iN (Hab - 2hab1'[> + 2N, (3.44)
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dSa

H(lb - _
5hab

1 1 1. 1
= —Nh? ( (®) Rab _ 3 (3)Rh“b) + §Niﬁh‘“’ (Hcdﬂ“l - 2H2>

1
—2Nh™2 <H‘“Hbc - 2HHab) + b (NP — et N ) (3.45)

le?

+h? (h—%NCHab)| —211° @ N
(&
que representam as outras seis equagoes de Einstein para o vacuo.

Podemos contabilizar o nimero de equacoes diferenciais na teoria da seguinte forma:
dez equagoes vindas de (2.35), sendo quatro equagoes vinculos, logo, seis equagoes dindmicas
de segunda ordem. Ao escrevermos o relatividade geral no formalismo hamiltoniano, que
duplica o nimero de equagoes diferenciais ao mesmo tempo que reduz sua ordem, teremos
doze equagoes dinamicas, sendo que seis delas vem de (3.44), para R, € outras seis vindas
de (3.45), para IIab.

Se considerarmos outros campos, distintos do campo gravitacional, digamos, um

campo ¢, a acdo total fica da seguinte forma,

1 o . .
§ =1 / Wby + 11,00 — NH — N;H'] dtd*z, (3.46)
™
onde Il é 0 momento canonicamente conjugado a ¢“, que pode ser calculado variando
a Lagrangiana L, referente a matéria em relacio a ¢*. Além disso, H e H' sao dados,

respectivamente por,
H = Hg+ Hyy, (3.47)

H'= H} + H},, (3.48)

onde H)s é a superhamiltoniana e H}; o supermomentum, para a matéria. Igualando essas

ultimas equacoes a zero, pode-se encontrar os vinculos para o caso com a matéria.

3.3 FORMALISMO DE SCHUTZ

Como ja mencionamos, o formalismo desenvolvido por Bernard F. Schutz consiste
em tratar a matéria presente no Universo como um fluido perfeito relativistico, descrito
em funcao de potenciais-velocidades, de forma que a pressao do fluido seja a densidade
Lagrangiana, e a partir dessa densidade, podemos obter as equacoes dinamicas de um

fluido perfeito. Para isso, o primeiro passo ¢ tratar das propriedades termodindmicas desse
fluido.

Consideramos um fluido perfeito composto por barions, ou seja, o nimero N de

particulas é sempre conservado, mas sua massa total nao necessariamente. Definindo a
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massa de repouso do fluido como myN, onde my é a massa do Hidrogénio no estado

fundamental, a energia interna do fluido sera dada como
U=FE—-mgN, (3.49)

onde E é a massa total.

Dividindo (3.49) por Vm;, N, onde V é o volume ocupado pelo fluido, entéo,

p=po(1+70), (3.50)
onde p = % ¢ a densidade de barions, py = m%N ¢ a densidade de massa de repouso dos
bérions e U = mHLN ¢ a energia interna por unidade de massa de repouso.

A primeira Lei da Termodinamica é dada como,

dQ = dU + pdV, (3.51)
dividimos por m, N e entao,
dU = dg — pd <1> , (3.52)
Po
onde definimos dq = Wil—QN, dada como energia por unidade de massa de repouso.

Usando a relagao entre energia interna por unidade de massa de repouso U, entropia

especifica S e temperatura 7', escrevemos,

dU = dg — pd (;) = TdS. (3.53)
0

Definimos a entalpia p como,

= =14+U+ —, (3.54)
Po Po

onde p é a pressao do fluido, e por este se tratar de um fluido perfeito, podemos escrever

sua equacao de estado mais geral possivel da seguinte forma,
p=wp (3.55)

onde w ¢é a constante que caracteriza o tipo de fluido.

Usando (3.55) e (3.50) em (3.53) chegamos a seguinte equacao,
(1+0)d |In(1+ U) = wln po| = 748, (3.56)
onde identificamos as seguintes quantidades,

T=1+0 (3.57)
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S=In(1+0U)—wlnpp. (3.58)

Reescrevendo a equagao (3.58), chegamos a
po=(1+0)se s (3.59)

Substituindo (3.50), (3.54) e (3.55) na equagao acima, obtemos o seguinte resultado,

1+1
w+1

Uma vez escrita a expressao da pressao em fungdo da entalpia i e da entropia S,

€l

(3.60)

seremos capazes de realizar uma formulacao consistente da 4-velocidade do fluido perfeito

em funcao de potenciais-velocidade, como prescreve o formalismo de Schutz [27].

Tomando o tensor-energia momento,
T" = (p+p)U"U" 4 pg"” (3.61)
onde U” é dado como [27],
U, = p™" (¢, + (B, +6S,) (3.62)

com ( e [ potenciais relacionados a rotagoes do fluido, e portanto serao desconsiderados
uma vez que estamos adotando a simetria isotrépica do Principio Cosmologico. ¢ e 6 sao

parametros sem um significado fisico claro.

Com a ajuda de (3.54), (3.61) fica na forma,

T = popU*U" + pg”. (3.63)

Usando a condicao de normalizacao da 4-velocidade, U*U, = —1, obtemos uma

relacdo entre as componentes da métrica e os potenciais velocidade. Ela é,

1 =—g" (o +C(Bo+0Ss)(dy+ (B, +0S,), (3.64)

A agdo de Schutz ¢ escrita na forma [27],

S = /d4x\/—_g(R + 16mp), (3.65)

e fazemos sua variagdo em relagdo a métrica g"”, para obter as equagdes de Einstein

acopladas a um fluido perfeito. Logo,
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que nos leva a,

I(V=9R) _ (RW _ 1gWR> N (3.67)

ogH 2

5(59\/?]3) _ _1]%”\/—+ 25 V9. (3.68)

A partir da primeira Lei da Termodinamica, de (3.53) e com a ajuda de (3.54), pode-se

obter uma expressao para . Para a parcela W, usamos (3.64). Assim,
0
o _ptp (3.69)
op It
¢ 5
M M
=—-=U,U,. 3.70
dguy 2 1 ( )

Munidos dos resultados (3.67)-(3.70), chegamos as equagoes de Einstein acoplados a um
fluido perfeito,
1
R, — §9WR = 87 (pguw + popU,U,) = 87T,,. (3.71)
3.4 FORMULACAO HAMILTONIANA DA RELATIVIDADE GERAL ACOPLADA A

UM FLUIDO PERFEITO

Nessa secao, usaremos a formulagao de ADM juntamente com o formalismo de
Schutz para escrever uma funcdo Hamiltoniana relativa ao Universo de FLRW. Assim,
usando a expressao para o intervalo invariante sob o formalismo ADM (3.11) na métrica
de FLRW (2.41), obtemos,

2 2 742 2
dS ——th +a (1—]{2

+ 72d6* + r? sin® Odyp ) (3.72)

De forma que podemos escrever a parte gravitacional da agao (3.31), na presenca de uma

constante cosmoldgica A, da seguinte maneira,

6a%a 3
S = n/dt —2 4 6kNa — 2ANa* ), (3.73)

onde 7 ¢ um constante proveniente da integracao da parte espacial da acao. Dessa expressao

podemos computar a Lagrangiana da parte geométrica na seguinte forma,

6aa>

Lg=— N

+ 6kaN — 2ANG. (3.74)

Fazemos o mesmo procedimento para a parte da matéria na ac¢ao (3.65), resultando
em,

Sy = 167 / dtdPrNhip = £ / dtNG®p, (3.75)

onde £ ¢ uma constante vinda da integracao da parte espacial da agao.
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A partir de (3.64), implementando ¢ = = 0, a seguinte relagdo pode ser encon-

trada, _ '
6S
u»=[—gm(¢m+ﬂsgf}”2=:¢i§ (3.76)
A acgdo (3.75) fica na forma,
oy (08

onde usamos (3.60), (3.55) e (3.76) em (3.75). Assim, a densidade Lagrangiana referente a
essa acao é, . .
(6+68)*5 s

-1
Ly =N7%ddw e
M (w+ 1)%+1

(3.78)

Para construir a Hamiltoniana, precisamos computar os momento canonicamente

conjugado as variaveis dinamicas a, ¢ e S. Assim,

. 8L’G . 12aa
a — aa - N ) (379)
P, = 05(24 = N ud¥(¢+08) we =, (3.80)
OL
Py ="M _gp 3.81
5= 53 o (3.81)

Assim, o inico momento independente respectivo a matéria é P,. A Hamiltoniana para

esse modelo é dada através de,
H=> 4P —L, (3.82)
q; € P; sao as variaveis dinamicas e seus momentos canonicamente conjugados, respectiva-

mente. Logo,

P2
H=-N_-+ NPy a=%e%(—w)” — 3Nka + NAd®. (3.83)
a

Nessa tltima equagao, vamos aplicar as seguintes transformagoes candnicas,

T = —Pse 5P, (3.84)
Pr=Pyte, (3.85)
_ P
b=0¢— (w+1)=2, (3.86)
Py

P, = P, (3.87)
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Que nos leva a Hamiltoniana na seguinte forma,

P? Pr 3
H=-N-% 1+ N _6Nka+ NAd®. (3.88)
12a a3w

De acordo com o que foi visto na segao 3.2, obtemos o vinculo da superhamiltoniana (3.40),

P:  Pr ;
H=NHg=—-N + — —6ka+ Aa’ | =0, (3.89)
12a  a3¥

que é a equacao de Friedmann na presenca de constante cosmoldgica A.

Terminamos a secao comentando que a descricao Hamiltoniana desse sistema ¢é
dada pelo espaco de fase composto pelas varidveis a(t) e T'(t) e seus respectivos momenta
canonicamente conjugados, P, e Pr. Sendo a(t) o fator de escala e T'(t) a variavel
introduzida pelo formalismo de Schutz, carregando as informacoes do fluido perfeito.
Gragas ao Principio Cosmologico, a(t), T(t), P.(t), Pr(t) e N(t) s6 possuem dependéncia
temporal. Nas secoes e capitulos que seguem, tal dependéncia serda omitida, simplesmente

para fins de simplificacao.

3.5 FORMALISMO SIMPLETICO

Anteriormente mencionamos que Dirac e Bergmann fizeram um progresso conside-
ravel no estudo da generalizagao dos sistemas vinculados. Dentre esses desenvolvimentos,

um dos resultados é o que chamamos de algoritmo de Dirac-Bergmann.

Um sistema vinculado, quando quantizado canonicamente, leva a inconsisténcias
nas relagoes de comutacao dos operadores. O algoritmo de Dirac-Bergmann se encarrega
de lidar com os vinculos de forma a substituir os usuais parénteses de Poisson pelos novos
parénteses de Dirac e essas quantidades sim que devem ser consideradas no processo de

quantizagao.

Posteriormente, o formalismo simplético, também chamado de formalismo de
Faddeev-Jackiw, foi desenvolvido por L. Faddeev e R. Jackiw [29] e é uma alternativa ao
formalismo de Dirac-Bergmann para lidar com os vinculos da teoria. Nele, os vinculos sao
tratados como graus de liberdade supérfluos e sao eliminados. No entanto, isso nem sempre
é possivel. Devido a isso, J. Barcelos-Neto e C. Wotzasek desenvolveram o formalismo para
se incluir no espago de fase da teoria os vinculos e assim a teoria poderia ser corretamente

quantizada [30].

Nessa secao, faremos uma introdugao ao método simplético e no capitulo em
seguida aplicaremos ao caso da relatividade geral, juntamente com os resultados das se¢oes
anteriores, para induzir a nao comutatividade nesse modelo. Uma revisao detalhada desse

formalismo pode ser encontrada em [31].
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3.5.1 Notagao simplética

Antes de discorrer sobre o formalismo em si, vale a pena introduzir algumas notagoes
especificas. Nossas varidveis dindmicas serao representadas por y* (o = 1,2,..,n,n +

1,...,2n), isto é,

(3.90)

ya:{qi7 para@:l,?,...,n

pi, paraa=n+1ln+2,...,2n

Aqui ¢; sao coordenadas generalizadas e p; sao os momenta conjugados a elas.

Assim, os parénteses de Poisson se reduzem a,

oy oy’ oy’ oy~
a 81 . _ ap 1
{v* v’} Byt Byt Byt Gy € (3.91)

onde €*? é o elemento da matriz simplética, dado como

On n ['I’L n
S ( . . ) : (3.92)

_Inxn On><n

Donde 0,,«,, ¢ a matriz nula n x n n e I,,«, a matriz identidade n x n. Para obter

os parénteses de Poisson de duas quantidades A(y) e B(y) basta efetuar,

04 0B

{Aly), B(y)} = 5 o (3.93)

E interessante notar que no caso sem vinculos, €*? é invertivel, e age como o tensor

métrico do espago simplético.

3.5.2 O formalismo simplético para sistemas vinculados

Para o nosso caso, o formalismo simplético com vinculos, generalizamos a matriz

€*? como um tensor antissimétrico f*?, dado como,

{y*,y"} = 1. (3.94)

O objetivo desse método ¢é tratar a Lagrangiana do sistema com o objetivo final
de obter (3.94) a partir da Lagrangiana, pois dessa quantidade podem ser obtidos os
parénteses de Poisson e deles as equagoes de Hamilton podem ser facilmente computadas.

Assim, considere a seguinte Lagrangiana,

L= Ay —V(y). (3.95)

Onde y® sao as variaveis dinamicas, Ay« sao momenta associados a y* e V(y) é chamado

de potencial simplético,
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Sabendo que as equacoes de Euler-Lagrange sao dadas como

oL d oL
By — %Tya =0, (3.96)
obtemos,
0Aye - oV(y) d
o — ——(A = 0. ,
oy7 0~ gyr g ) =0 (3.97)
E entao,
faﬁy.ﬁ = aav(y)> (398)
onde definimos,
fap = 0aAys — 05 Aya. (3.99)

Se supormos que os A o sejam tais que det(f,3) # 0 entdo nao ha vinculos na

teoria e podemos facilmente obter f®% invertendo f,5, pois

fasf? =07, (3.100)
e assim encontrar os parénteses de Poisson da teoria.

Para nés det( f,z3) pode ser nulo. Sendo esse o caso, denotamos essa quantidade fc(y%),
tensor simplético de ordem 0, e ela terd M (M < 2N) modos zeros v9 (m =1,2,..., M),

de forma que

90 — . (3.101)

mn-n

Utilizamos essa equagao (3.101) na equagao (3.98) e dela obtemos a condigao,

v 9,V = 0. (3.102)

Essa equacao pode ser um vinculo. Vamos supor que assim seja e o denotamos por
Q) Portanto, o método prediz que esse vinculo deve ser inserido na parte cinética da
Lagrangiana através da derivada temporal de um multiplicador de Lagrange A(?). Dessa
forma, podemos causar uma "deformacao'do tensor simplético f,z, alargando o espaco de

configuragoes da teoria.

Assim, a Lagrangiana se torna,

£ = Ay L A0 — v (y). (3.103)
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As variaveis dindmicas se tornam (y®, A(?). Que por sua vez definem um novo
tensor simplético, agora de primeira ordem, fc(ylﬁ), que pode ser computado através de (3.99),

a partir dessas novas variaveis.

Logo, se det( fo(llﬁ)) # 0 entao os vinculos da teoria foram devidamente eliminados e
os parénteses de Poisson podem ser obtidos a partir do tensor simplético. Caso contrario,

o processo deve ser repetido até que essa condigao seja verdadeira.

No entanto, podem existir casos onde det( félﬁ)) = 0, mas novos vinculos nao sao
obtidos a partir dos modos zeros correspondentes. Isso significa que a teoria sendo tratada
possui simetria de calibre e devemos fixar tal calibre na Lagrangiana de ordem zero e dela
entdo obter o tensor simplético. Esse sera o caso para a relatividade geral, como veremos

no capitulo seguinte ao aplicarmos esse formalismo para induzir as nao comutatividades.
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4 MODELOS COSMOLOGICOS NAO COMUTATIVOS VIA METODO
SIMPLETICO

Nessa secao propomos utilizar o formalismo simplético para obter um fator de

escala nao comutativo a(t).

Isto é, a partir de uma funcao Lagrangiana £ escrita em funcao das suas variaveis
simpléticas, iremos procurar os vinculos presentes na teoria e, nesse caso obter uma teoria
consistente fixando o calibre. Através de parénteses de Poisson deformados, introduzimos
as ndo comutatividades da forma mais geral possivel e computamos a matriz f** e dela
obtemos uma Lagrangiana nao comutativa. Dessa funcao Lagrangiana calculamos a

Hamiltoniana correspondente e derivamos um fator de escala a(t) ndo comutativo.

Logo, usando a Hamiltoniana (3.88) do capitulo anterior, podemos obter a Lagran-

giana de ordem zero £, como,

LOW yo) = y* Ay — H(y®, Aye) = aP, + TPp — H(a, By, T, Pr). (4.1)
Ou seja,
LOy* yo) = Pya+ PrT — V(a, P,, T, Pr). (4.2)
Sendo,
P2
V(a,P,, T,Py)=NQ=N (— 12“ — 3ka + Ad® + PTa?’“) (4.3)
a

Logo, vemos que as variaveis simpléticas do problema sao

y* = (a, P, T, Pr,N). (4.4)

O que nos permite escrever a seguinte matriz simplética,

0O —-1.0 0 O
1 0 0 0 O
f9=10 0 0 -1 0 (4.5)
0O 0 1 0 O
0O 0 0 0 O
Cujos elementos foram definidos a partir de (3.99), isto é,
aAya aAy,@
o — - . 46
e = S0 = O (4.6
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Agora, note que a matriz (4.5) é singular, assim devemos encontrar o modo-zero
dessa matriz e entao extrair um novo vinculo, para entao esse ser implementado no espago

de configuragao da teoria. Segue que o modo-zero é dado como,

v@=(00001) (4.7)

Através de (3.102) encontramos o seguinte vinculo,

5.9V oV
v _ % 4.
; "oy~ "NoN (4:8)

Agora, introduzimos tal vinculo em (4.2) e obtemos uma Lagrangiana de ordem 1

na seguinte forma,

LY = P+ PrT + Qj — V(a, Po, T, Py). (4.9)

Continuando a prescricao do formalismo simplético, agora deduzimos os novos

momentos canonicamente conjugados das variaveis simpléticas,

A, =P, (4.10) Ap, =0, (4.11)
Ar = Pr, (4.12) Ap, =0, (4.13)
An =0, (4.14) A, = (4.15)
E usando (4.6) podemos obter uma nova matriz simplética,
o -1 0 0 0 2
1 o 0 0 o0 %
o 0 0O 0 -1 0 3% (4.16)
0 0 1 0 0 75
0 o 0 0 0 0
om0

Mais uma vez, essa matriz é singular, o que implica que ainda existem vinculos na

teoria. Encontramos o modo-zero dessa matriz na seguinte forma,

Q99 9
um._<—ap % " ap 0 1 1) (4.17)

Assim, usamos o mesmo procedimento para encontrar o vinculo, que fica na forma,

gV 90 90 09 o0
ALY N S
2V = " on N oa T oa Vo,

+0=0 (4.18)
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Encontramos exatamente o mesmo vinculo do que na equacao (4.8). Isso denota
uma simetria de calibre, que segundo o método simplético deve ser tratada na Lagrangiana

de ordem 0 (4.2). Introduzimos um termo de fixagao de calibre ¥ em (4.2), dai,

L9 = Pa+ PrT +%n— NQ, (4.19)
sendo,
Y=N-1 (4.20)
Isto é, identificamos a funcao lapso N como 1, que é equivalente a escolha de um tempo
fisico.
Feito isso, entao podemos calcular os novos momenta canonicamente conjugados
como,
A, =P, (4.21) Ap, =0, (4.22)
Ar = Pr, (4.23) Ap, =0, (4.24)
An =0, (4.25) A, =%, (4.26)

Encontramos a matriz simplética como,

0 -1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 -1 0 0
0 — 4.27
/ 0 0 1 0 0 0 (4.27)
00 0 0 0 1
00 0 0 —-10

Como essa matriz é nao-singular, sua inversa nos da origem aos parénteses de
Poisson. A partir dela podemos introduzir nao comutatividades, propondo parénteses de

Poisson deformados, isto é,

{a,T} =0, (4.28)
{T,P.} = x, (4.29)
{a, Pr} =7, (4.30)
(P, Pr} = a. (4.31)

E ainda
{a,P,} ={T, Pr} = 1. (4.32)
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onde «, v, x e o sdao chamados de parametros nao comutativos. E interessante notar
que esse ¢ o caso mais geral possivel de nao comutatividade entre as varidveis dinamicas

presentes.

Usando (4.6), matriz se torna,

0 1 o ~ 0 0
-1 0 —x a 0 0
— 0O 1.0 0
fo= 7 X (4.33)
-y —a =1 0 0 O
o 0 0 0 0 -1
o 0 0 01 0
Computamos a sua inversa, que fica na forma
0 1 —a —x 0 0
-1 0 ~v —0c 0 0
O] _ a —y 0 1 0 0 1 434
[f } x o —-1 0 0 0 [T (4.34)
o o0 o 0 o0 T
o 0 0 0 -I'oO0
onde
I'=a0c+yx—1#0. (4.35)

Sabemos da expressao (3.94), que cada componente da matriz simplética é dado
como um parénteses de Poisson enquanto a expressao (3.99) é definida a partir dos Ag:.
Isso nos leva a um sistema de equagoes diferenciais acopladas dos momenta conjugados as

variaveis dinamicas da teoria. Nominalmente,

Tolher e e o
E ainda,
04, 9An _ (4.42)

ON an
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Podemos escrever a Lagrangiana nao comutativa da forma mais geral possivel na

seguinte forma,

L= A+ Ap, Py + AT + Ap,. Pr + Ay + AyN — NQ. (4.43)

Agora devemos resolver o sistema de equagoes (4.36)-(4.42), de forma que nao haja
termos de ordens superiores nas velocidades. Para isso usamos uma condicao extra: os
momenta Ag, conjugados s6 podem depender linearmente das variaveis dindmicas (4.4).

Isto é,

A, (P,,T, Pr) =bP, + cT + dPr, (4.44)
Ap, (a,T, Pr) =ea+ fT + gPr, (4.45)
Az (a, Py, Pr) = ha +iP, + j Py (4.46)
Ap, (a, P, T) = ka + 1P, +mT (4.47)
An(e) = ne, (4.48)

A,(N) =oN + p. (4.49)

Onde b, ¢, d, e, f,q, h,i,k,l,m,n,oe psao constantes que devemos determinar. Apds

os calculos para a solugao do sistema nessas condi¢oes, obtemos o seguinte resultado,

1
A, = T (P, +2aT + 2xPr) (4.50)
1
Ap, = T (2a +~T) (4.51)
1
Ap = T (a + 2P, + Pr) (4.52)
1
Ap, = T (xa + 2T) (4.53)

A, =2N—1 (4.55)
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Assim, a Lagrangiana nao comutativa (4.43) se torna, considerando apenas as

contribuic¢oes de primeira ordem nos parametros nao comutativos,

1 1 :
— (P, +2aT +2xPr)a+ T (2a+~T) P,

. 1 .
+ 5 (aa+29P, + Pr) T+ & (xa + 27) Py (4.56)

+ (2N — 1)5) — NQ.

'Cnc -

=

Pode-se ainda reescrever essa expressao sem os termos em segunda ordem das
velocidades. Isso é feito a partir de integracoes por partes. Ao fazermos tais operacgoes

chegamos na seguinte forma para a Lagrangiana acima,
L. = P,a+ PrT + (2N — 1) — NQ, (4.57)

onde usamos as seguintes transformagoes,

P, = 1{ (=P, +2aT + xPr), (4.58)
Py — 1{ (aa+ P, — Py), (4.59)
a=a, (4.60)

T=T. (4.61)

Utilizamos essas transformacoes, visto que essas quantidades satisfazem os parente-
ses de Poisson usuais. Dessa forma, a ndo comutatividade é descrita inteiramente pelos
parametros «, 7y, x e 0. Além disso, é interessante observar que essas transformacoes
foram deduzidas de (4.57), isso significa que o formalismo de Faddeev-Jackiw induz, de

forma natural, um conjunto de varidveis comutativas. De (4.60) e (4.61), vemos que
{a,T} ={a,T} =0 (4.62)

Essa igualdade s6 pode ser satisfeita se ¢ = 0. Com isso a quantidade I' se reduz a
I'=xy—1.
Finalmente, podemos calcular a Hamiltoniana correspondente a Lagrangiana (4.57)

usando a condi¢ao de fixagao de calibre N = 1 e em primeira ordem dos pardmetros nao

comutativos, que fica na seguinte forma,

PNT + wf’a + aa)
aSw

7-22;%L(Pa+xﬁT—|—2aT)2—3ka+Aa3+(

, (4.63)
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Munidos de (4.63), podemos obter as equagdes de movimento,

a= {a, 7:[} = g; (ﬁa +xPr + 2aT) +ya™*, (4.64)
f’a = { Na, 7:[} = _121a2 (lf’a + XPT + 2aT)2+3k—3Aa2+3w (PT + 7]5@) a_1_3”—oz(1—3w)a_3‘”,
(4.65)
T={TH}= % (Pu+xPr+2aT) +a ™, (4.66)
Pr={Pr,#} = % (P.+ xPr+2aT). (4.67)

Essas quatro expressoes definem um sistema de equagoes diferenciais ordinarias nao-
lineares acopladas. Para encontrar as equagoes de Friedmann nao comutativas, é necessario

desacoplar o sistema e, caso necessario, resolver equagoes que envolvam 7T, P,, Pr.

Assim, multiplicando a equacao (4.64) por 2« e somando o resultado a (4.67), e

eliminando termos de ordem superior a 1 nos parametros nao comutativos, chegamos a

20 + Pr = 0. (4.68)

E realizando uma integracao em relagao a t, obtemos que,

Pr = C — 2aa. (4.69)
Onde C' é uma constante positiva relacionada a energia inicial do fluido.

Vamos agora apresentar algumas expressoes lteis no desacoplamento do sistema.

Derivamos a equacao (4.64) em relagdo a t,

»2

_1 * S .
q=— (Pa +xPr + QaT) — L e — Bwyaa ) (4.70)
6a a

Ainda da equacao (4.64), temos a seguinte relagao,

P, = —xPr — 2aT — 6ad + 6ya' 3. (4.71)

Uma outra expressao util para o desacoplamento das equagoes ¢ elevar ao quadrado a

equagao (4.64),

,Ya—l—f}wﬁ)a

1 . . _
i* = 5 (P +2¢P,Pr + 40 P,T) — (4.72)

36a2
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Assim, munidos de (4.69),(4.71) e (4.72), introduzimos na equagao (4.70) e obtemos
uma equagao envolvendo somente a(t) e suas derivadas.
2a a k 1

2
“t “ A — —3—3w —2—3w < _ ) ) 4.
. + (a) + o wCa + aa W= 3 (4.73)

E importante notar que nessa equacio os pardmetros v e x nao estao presentes. Todos os
termos de ordem superiores nos parametros nao comutativos foram eliminados, enquanto
os termos de ordem igual a 1 foram naturalmente eliminados durante o desacoplamento
da equacao.

Podemos igualar (4.63) a zero, e usando (4.69),(4.70),(4.71) e (4.72) obter a equagao

de Friedmann nao comutativa,

— — =0. 4.74
3jL 3 3 0 (4.74)

a 2 k A Ca—3—3w aa—2—3w
-2yt
a a

Comparando as equagoes (4.73) e (4.74) com os resultados de [8], vemos que
mesmo generalizando os parametros nao comutativos entre as variaveis dinamicas, obtemos
exatamente as mesmas equacgoes. Isso significa que o método simplético nao gera solugoes
inéditas ou distintas da literatura, no regime de primeira ordem dos parametros. As

analises das solugoes de (4.73) e (4.74) foram estudadas em detalhes em [§].

No capitulo seguinte nao usaremos o formalismo de Faddeev-Jackiw para induzir a
nao comutatividade. Faremos a proposta dos mesmos parénteses de Poisson deformados,
tais como mostrados nas equagoes (5.3)-(5.7), e utilizando transformagoes entre varidveis
comutativas e nao comutativas, reescreveremos a Hamiltoniana (3.88) na presenca dos
pardmetros ndo comutativos. Isso nos resultard em equagoes diferentes de (4.73) e (4.74),
isto é, com a presenca dos quatro pardmetros nao comutativos. O que nos possibilitara

analisar modelos distintos dos apresentados na literatura.
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5 MODELOS COSMOLOGICOS NAO COMUTATIVOS ACOPLADOS A
UM FLUIDO DE RADIACAO

5.1 COSMOLOGIA NAO COMUTATIVA ACOPLADA A UM FLUIDO PERFEITO

No capitulo anterior, usamos o formalismo simplético para introduzir ndo comu-
tatividades em (3.88) e induzir as transformacoes (4.58)-(4.61) que relacionam varidveis
comutativas com pardmetros ndo comutativos, resultando num modelo ja estudado em [8].
Nesse capitulo, nossa abordagem serd diferente uma vez que o formalismo simplético é
incapaz de introduzir pardmetros nao comutativos gerais, por isso usaremos o método

similar ao descrito em [32] e [33]

Tomamos que as variaveis dindmicas que compde o espago de fase da teoria sao
nao comutativas, mas considerando que a forma da Hamiltoniana (3.88) permanece a
mesma. Além disso, parénteses de Poisson deformados (na mesma forma de (4.28)-(4.32))
sao introduzidos. Entao uma transformacdo que relaciona varidaveis comutativas com
parametros nao comutativos ¢ usada para descrever o modelo em funcao das quantidades
comutativas e dos parametros nao-comutativos. Tais transformagoes satisfazem, em
primeira ordem, os parénteses de Poisson deformados e podem ser reduzidas aos casos

de [32] e [33] caso alguns dos pardmetros ndo comutativos forem considerados nulos.

Com essa abordagem, obtemos equacgoes dinamicas na presenca de quatro para-
metros nao comutativos e procedemos para estudar a dindmica do fator de escala nesse

contexto, variando os diversos parametros presentes.

Para tanto, primeiramente consideramos a Hamiltoniana referente ao universo de
FLRW acoplada a um fluido perfeito, (3.88), obtida no capitulo 3,
P2

_ a PT 3
H= 12@+Na3w 6Nka+ NAa”. (5.1)

Nessa equagao, propomos que suas variaveis dindmicas sejam nao comutativas ao passo

que a forma da Hamiltoniana permanece inalterada. Portanto,

P? Pr,. 3
Hpe = —N—"2 + N—"% — 6Nka,. + NAa,,. (5.2)
12a,, aze

Simultaneamente, tais variaveis dinamicas agora satisfazem os seguintes parénteses de

Poisson deformados,
{anca Tnc} = 0, (53)

{Tnm Panc} =X, (54)

{a’nc7 PTnc} = 77 (55)
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{Po,.. Pr,.} =, (5.6)

e ainda,
{a’nc’ Panc} - {Tnc’ PTnc} = 1 (57)

Denominamos «, 7, x e o de parametros nao comutativos. Reiteramos que esse é o caso
mais geral possivel de ndo comutatividade entre as varidaveis dindmicas desse modelo. Tais
parametros serao tratados apenas em primeira ordem, pois consideramos que somente

vestigios da nao comutatividade presente no Universo primordial estariam presentes hoje.

Agora, propomos um conjunto de transformacoes que irao relacionar as variaveis
nao comutativas com variaveis comutativas e os parametros nao comutativas. Fazemos
isso para facilitar a manipulacao algébrica do modelo: descrevendo o sistema através
de variaveis comutativas nao precisamos nos preocupar com a ordem do produto dessas
variaveis e a nao comutatividade é descrita inteiramente pelos parametros nao comutativos.

Tais transformagoes sao,

’ch UPT.
nc — Ue - c; 5.8
a a. + 5 5 (5.8)
xa. obF,
The="1. =, 5.9
+o5 (5.9)
Pa C
Pr,, = Pp, + 1t — 2 (5.10)
2 2
P T
P =P, + X2TC + 0‘26. (5.11)

Tais transformacoes nao sao tnicas, podem existir transformagoes diferentes que relacionam
as variaveis comutativas e os parametros nao comutativos com as variaveis nao comutativas.
Assim as transformagoes (5.8)-(5.11) foram escolhidas pois satisfazem em primeira ordem

dos pardmetros nao comutativos os parénteses de Poisson deformados (5.3)-(5.7).

A Hamiltoniana (5.2) reescrita em funcao das novas varidveis comutativas de

(5.8)-(5.1