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Resumo

Nessa tese, obtivemos trés resultados, dois desses estao relacionados a modelos cosmolo-
gicos quéanticos baseados na teoria gravitacional de Hofava-Lifshitz (HL). Sendo um para
o modelo de HL simplificado para o inicio do Universo e o segundo para um modelo de
HL mais geral. Nesses modelos a matéria foi descrita por um fluido perfeito de radiacao.
Mostramos que esses modelos cosmoldgicos quanticos baseados na teoria gravitacional de
HL sao livres de singularidades. Determinamos ainda nessa tese, a entropia emaranhada
de von Neumann para um modelo de cosmologia quantica baseado na relatividade geral.
Foram estudados dois casos em que o espago-tempo ¢ homogéneo e isotropico e a maté-
ria é descrita por um fluido de radiacao, no primeiro caso, e de poeira no segundo caso.
Para calcularmos a entropia emaranhada como uma funcao apenas do fator de escala,
utilizamos a trajetéria de Bohm para essa quantidade. Verificamos que a entropia emara-
nhada de von Neumann é uma funcao crescente, estando em acordo com a segunda lei da

Termodi-namica.

Palavras chaves: Modelo de Hotava-Lifshitz, interpretacao de Muitos Mundos, inter-

pretacao de de Broglie-Bohm, entropia emaranhada de von Neumann.



Abstract

On this thesis, we obtained three results, two of which are related to the quantum cosmo-
logical models based on the Hofava-Lifshitz (HL) gravitational theory. The first one for
the simplified HL. model for the beginning of the Universe and the second one for a more
general HL model. In these models the matter was described by a perfect radiation fluid.
We have shown that these quantum cosmological models based on the HL gravitational
theory are free of singularities. We further determined in this thesis the entanglement
entropy of von Neumann for a model of quantum cosmology based on general relativity.
We studied two cases in which space-time is homogeneous and isotropic and the matter
is described by a radiation fluid, in the first case and dust, in the second case. In order
to calculate the entanglement entropy as a function of scale factor only, we use the Bohm
trajectory for this quantity. We have verified that the von Neumann entanglement entropy

is a increasing function, being in agreement with the second law of the Thermodynamics.

Keywords: Hotava-Lifshitz model, interpretation of Many Worlds, interpretation of de

Broglie-Bohm, von Neumann entanglement entropy.
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Notacdes e convencdes

FRW — Métrica de Friedmann-Robertson-Walker
RG — Teoria da Relatividade Geral

HL — Teoria de Horava-Lifshitz

ME — Método Espectral

Usaremos o sistema de unidades naturais de medida ¢ = h = 1. Nesse sistema,

[comprimento| = [tempo| = [1/massa|] = [1/energial.
Os indices gregos variam de 0 a 3 e indices latinos de 1 a 3.

A assinatura utilizada é (-+++), de modo que a métrica induzida sobre as hipersu-

perficies espaciais sejam positivas.

Derivadas ordinarias
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sao indicadas por J, ou por uma virgula. Por exemplo, a derivada de um campo

escalar ¢ é

9¢
@ = au(b - ¢7 K-

Os simbolos de Christoffel de segunda espécie sao definidos como

e n)\(

ny = 59 [BNTRY + o — gp,u,)\)-

A derivada covariante direcional é definida por:

D dzt

D

O tensor curvatura ou de Riemann-Christoffel é definido por:

K K K K
R Apy — r [ 2.9 I A,V +T uprpu/\ - Fnuprp)\;r

O tensor de Ricci e o escalar de curvatura sao definidos, respectivamente, pelas

seguintes contracoes:

K
uwyo R;ml/a

R = ¢"R,.
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CAPITULO 1

Introducdo

A relatividade geral é atualmente a mais bem sucedida teoria da gravidade, porque
explica de maneira precisa varios fenémenos observacionais e também prediz varios novos,
que foram confirmados ao longo dos anos. O mais recente foi a primeira deteccao de ondas
gravitacionais [1|. A aplicagao da relatividade geral a cosmologia deu origem a uma des-
cricao muito completa e detalhada do nascimento e evolucao do Universo. Infelizmente,
a relatividade geral nao esti livre de problemas. Em uma série de teoremas, mostrou-
se que, para condi¢oes muito gerais e razoaveis, uma grande classe de espacos-tempos
que satisfazem as equagoes de campo da relatividade geral desenvolvem singularidades
[2]. Essas singularidades se desenvolvem sob condigoes gravitacionais extremas e, quando
aparecem, a relatividade geral perde seu poder preditivo. Uma proposta para eliminar
essas singularidades foi a quantizacao da relatividade geral. Infelizmente, foi mostrado
que a relatividade geral ndo é uma teoria renormalizéavel [3]. Apods essa descoberta, muitas
teorias geométricas da gravidade, diferentes da relatividade geral e perturbativamente
renormalizéveis, foram introduzidas. Lamentavelmente, essas teorias produzem fantasmas
massivos em seu espectro fisico e ndo sao teorias unitarias [4].

Em 2009 Petr Hotava introduziu uma teoria geométrica da gravidade com uma propri-



edade diferente [5]. Em sua teoria, hoje conhecida como teoria de Horava-Lifshitz (HL),
existe uma escala anisotropica entre espaco e tempo. Sua inspiracao veio da fisica da ma-
téria condensada, onde a anisotropia entre espaco e tempo é comum e é representada por
um expoente critico dinamico z [6-9]. Para sistemas fisicos que satisfazem a invariancia
de Lorentz z = 1. A motivacao principal de Hotfava para a introducao dessa anisotropia é
que ela melhora o comportamento a curta distancia da teoria. Essa anisotropia significa
que a simetria de Lorentz é quebrada, pelo menos em altas energias, onde ocorre a assi-
metria entre espago e tempo. Em baixas energias, a teoria HL tende a RG, recuperando
a simetria de Lorentz. Como discutido por Hofava [5], uma teoria da gravidade usando
essas idéias é power-counting renormalizavel, em 3+1 dimensoes, para z = 3. Além disso,
a RG é recuperada quando para z = 1.

A teoria HL foi formulada, originalmente, com o auxilio do formalismo Arnowitt-
Deser-Misner (ADM) [10]. No formalismo ADM, a métrica quadridimensional g, (y,v =
0,1,2,3) é decomposta em termos da métrica tridimensional h;; (7,7 = 1,2,3), de se¢oes
espaciais, do vetor shift N; e da funcao lapse N, que é visto como um campo de calibre
para reparametrizacoes do tempo. Veremos esse formalismo com mais detalhes no capitulo
2. Em geral, todas essas quantidades dependem do espago e do tempo. Em seu trabalho
original, Horava considerou a suposi¢ao simplificada de que N deveria depender apenas
do tempo [5|. Esta suposi¢ao se tornou conhecida como a condi¢do projetdvel. Embora
muitos trabalhos tenham sido escritos sobre a teoria da HL usando a condicao projetdvel,
alguns autores consideraram as implicacoes de trabalhar na condi¢ao nao-projetdvel. Em
outras palavras, eles consideraram N como uma fungao do espago e do tempo [11,12]. A
acao gravitacional da teoria de HL foi proposta de tal forma que a componente cinética foi
construida separadamente da potencial. A componente cinética dessa teoria foi motivada
pela componente cinética da RG, escrita em termos do tensor de curvatura extrinseca.
Ela contém derivadas temporais da métrica espacial até a segunda ordem e um parametro
livre (A\), que nao esta presente na componente cinética da relatividade geral. No limite de
A — 1, recupera-se a componente cinética da RG. A componente potencial deve depender
apenas da métrica espacial e de suas derivadas espaciais. Como uma teoria geométrica

da gravidade, a componente potencial da teoria HL deve ser composta de contracoes de



escalares do tensor de Riemann e suas derivadas espaciais.

Em seu trabalho original |5|, Hofava considerou uma simplifica¢do para reduzir o ni-
mero de possiveis termos que contribui para a componente potencial de sua teoria. E
chamada de condicao de equilibrio detalhado. FEmbora essa condicao realmente reduza
o numero de termos que contribuem para a componente potencial, alguns autores mos-
traram que, sem o uso dessa condi¢ao, é possivel construir uma teoria bem definida e
fenomenologicamente interessante, sem muitos outros termos extras [13,14]. Como outras
teorias geométricas da gravidade, foi mostrado que a wversao projetavel da teoria HL, com
a condicao de equilibrio detalhado, tem fantasmas e instabilidades [14,15]. A teoria HL foi
aplicada a cosmologia e produziu modelos muito interessantes [16-23]. Para uma revisao
recente sobre alguns aspectos da teoria HL, veja Ref. [15].

Uma das primeiras tentativas de quantizar a interacao gravitacional foi a quantizacao
canodnica da relatividade geral (QCRG). Quando aplicada a espagos-tempos cosmologicos
homogéneos, a QCRG da origem a cosmologia quantica (CQ). Embora muitos fisicos
acreditem que a CQ nao é a teoria correta para descrever o Universo, no nivel quantico, um
ponto importante foi levantado por essa teoria. Esse esta relacionado com a interpretagao
dessa teoria quantica quando aplicada a todo o Universo. A interpretagao de Copenhague
da mecanica quantica nao pode ser aplicada a essa teoria. Uma das razoes é porque
nao é possivel utilizar uma interpretacao estatistica a um sistema composto de todo o
Universo. Nao se pode repetir as experiéncias para esse sistema. Duas interpretagoes
importantes da mecanica quantica que podem ser usadas na CQ sao: a interpretacao de
Muitos Mundos [29] e a interpretagao de de Broglie-Bohm [30,63|. Em muitos aspectos, elas
levam aos mesmos resultados que a interpretacao de Copenhaguen e podem ser aplicados
a um sistema composto de todo o Universo. A Muitos Mundos é a interpretacao mais
comumente usada em C(Q, embora a interpretacao de de Broglie-Bohm tenha sido aplicada
a varios modelos de cosmologia quantica com grande sucesso. |23,31-37|. Veremos mais
detalhes dessas interpretacoes no capitulo 4. Na maioria dos trabalhos de CQ, os autores
calculam o valor esperado para o fator de escala (interpretagdo de Muitos Mundos) e
a trajetoria do fator de escala (interpretacao de de Broglie-Bohm) e mostram que essa

quantidade nunca vai & zero. Esses resultados dao uma forte indicacao de que esses



modelos estao livres de singularidades, no nivel quantico. Outra quantidade importante
introduzida pela interpretacdo de de Broglie-Bohm é o potencial quantico (Q) [30, 63].
Para os modelos de CQ, na interpretacao de de Broglie-Bohm, a determinagao de () ajuda
a entender por que o fator de escala nunca desaparece. Essas interpretacoes da mecanica
quantica e de idéias relacionadas tem sido usada por muitos autores na cosmologia quantica
ao longo dos anos, como por exemplo: [23,31 37|.

Na presente tese, estudaremos dois modelos cosmologicos baseados da teoria de Hotava-
Lifshitz, em nivel quantico. Em ambos os modelos foram utilizadas a métrica de FRW e
seus conteudos materiais sao descritos por um fluido perfeito de radiacao. Consideramos a
versao projetdvel dessa teoria gravitacional sem a condicao de equilibrio detalhado. Usamos
o formalismo ADM para escrever o hamiltoniano gravitacional do modelo e o formalismo
variacional de Schutz para escrever o hamiltoniano do fluido perfeito. Quantizamos ca-
nonicamente os modelos, e obtivemos as equacoes de Wheeler-DeWitt. Essas equacoes
dependem de varios parametros provenientes da teoria de HL. Para analisar as solucoes
das equacoes de Wheeler-DeWitt, que sao fungoes de onda do universo, foram aplicadas a
interpretacao de Muitos Mundos e a interpretacao de de Broglie-Bohm. Assim, o objetivo
desses trabalhos foi analisar a existéncia de singularidades do tipo Big Bang do ponto de
vista quantico por meio das interpretacoes de Muitos Mundos e de de Broglie-Bohm. No
primeiro caso estudamos um modelo de HL simplificado para o inicio do Universo, como
veremos em mais detalhes no capitulo 5. No segundo caso estudamos um modelo de HL
mais geral, como veremos em mais detalhes no capitulo 6. Mostramos que esses mode-
los cosmologicos de gravitacao de Horava-Lifshitz sao livres de singularidades. Podemos
entender isso ao analisar o valor esperado do fator escalar (a) e a trajetoria de Bohm, os
quais nunca vao a zero. Também calculamos o potencial quantico. Essa quantidade ajuda
a entender por que o fator de escala nunca desaparece.

Por outro lado, sabe-se que um dos grandes interesses da fisica tedrica atualmente é
entender o Universo primordial, o qual envolve as leis da fisica que governam o mundo
microscopico, descrito pela mecanica quantica, assim como o mundo macroscopico, go-
vernado pela relatividade geral. Além disso, esse sistema possui um ntmero grande de

particulas, nas quais o tratamento termodinamico e estatistico se fazem necessarios. Uma



quantidade fisica que traz informacoes sobre a organizacao do sistema é a entropia. Essa
quantidade fisica contém informacgoes de como o mundo microscopico reflete no mundo
macroscopico, além da irreversibilidade dos processos e de ser interpretada como um canal
de informacao. Nesse sentido, determinamos nessa tese, a entropia emaranhada de von
Neumann [53] para um modelo de cosmologia quantica baseado na RG [82]. Foram estuda-
dos dois casos em que o espago-tempo é homogéneo e isotropico e a matéria é descrita por
um fluido de radiacao, no primeiro caso, e de poeira no segundo caso. Para determinarmos
a entropia emaranhada como uma funcao apenas do fator de escala utilizamos a trajeto-
ria de Bohm para essa quantidade. Fizemos um estudo detalhado de como a entropia
emaranhada como funcao do fator de escala assim como em funcao do tempo dependem
dos parametros da teoria. Verificamos que a entropia emaranhada é uma func¢ao crescente
estando em acordo com a segunda lei da Termodinamica.

Essa tese esta estruturada da seguinte maneira. O capitulo 2 apresenta uma breve
revisao dos principios fundamentais do Modelo Cosmologico Padrao, que sao o Principio
Cosmologico e o Principio de Weyl. Traz uma discussao dos modelos de Universo de
Friedmann-Robertson-Walker (FRW) e uma analise da geometria para todos os casos
da constante de curvatura. O capitulo 3 traz os formalismos utilizados para obtermos
a forma hamiltoniana dos modelos cosmologicos baseados na teoria de Horava-Lifshitz
acoplados a um fluido perfeito. Sao apresentados os célculos do formalismo ADM, que
¢ uma formulagao hamiltoniana para a parte geométrica do modelo, ou seja, referente a
teoria de HL, e do formalismo de Schutz, que fornece a formulagao hamiltoniana para a
matéria, a qual serd descrita por um fluido perfeito. No capitulo 4 é apresentado o conceito
de quantizacao, assim como duas interpretacoes da mecanica quantica, a interpretacao de
Muitos Mundos e a interpretacao de de Broglie-Bohm. Nos proximos capitulos, 5, 6 e 7, sao
apresentados os resultados obtidos por essa tese. No capitulo 5 foi considerado um modelo
de cosmologia quantica de HL acoplado a radiacao, simplificado, para o inicio do Universo.
No capitulo 6 foi estudado um modelo de cosmologia quantica de HL. acoplado a radiacgao,
mais geral do que aquele estudado no capitulo anterior, com todos os parametros dessa
teoria. E por fim, no capitulo 7 foi calculada a entropia emaranhada de von Neumann para

um modelo cosmolégico quantico baseado na RG. No capitulo de conclusoes e perspectivas,



descrevemos os resultados obtidos ao longo dessa tese e apresentamos os principais projetos

e perspectivas futuras associados ao presente trabalho.



CAPITULO 2

Cosmologia Relativistica

Neste capitulo serao apresentados os Principios Cosmologicos e de Weyl, os quais sao
a base do Modelo Cosmologico Padrao. Esses principios quando aplicados a teorias ge-
ométricas conduzem a um elemento de linha, cujos modelos cosmologicos sao descritos
pela métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW). Para os modelos de FRW foram

analisadas as geometrias para todos os casos da constante de curvatura.

2.1 Principio Cosmolégico e Principio de Weyl

Ha dois principios importantes que dao base ao Modelo Cosmolégico Padrao, sendo
eles, o Principio Cosmologico e o Principio de Weyl [39]. Segundo o Principio Cosmologico
nao ha nenhuma localizacao especial para o observador no Universo. Isso implica que o
Universo é homogéneo e isotropico acima de 200 Mpc [39], isto é, o Universo ¢ o mesmo em
todos os lugares e em todas as direcoes, quando se consideram grandes escalas. Assim, a
homogeneidade assegura a invariancia por translagao, enquanto que a isotropia garante que
o Universo é invariante por rotacao. O Principio de Weyl se refere a uma rede imaginaria

de coordenadas, que sao constituidas por linhas. As linhas dessa rede sao geodésicas por



onde as galdxias se movimentam e o conjunto delas forma uma hipersuperficie espacial
isotropica e homogénea, estando em acordo com o Principio Cosmolégico. Essas linhas de
galédxias estao se movendo separadamente e de maneira a se separarem umas das outras
e nao interagem entre si. Nesse sentido, o Principio de Weyl propoe que o Universo seja
equivalente a um fluido perfeito. Com boa aproximacao, podemos considerar o seguinte
tensor momento-energia para um fluido perfeito, o qual descreve a matéria no Universo,

em sua forma contravariante:
™ = (p+p)U*U" + pg", (2.1)

onde U* ¢ a quadri-velocidade do fluido em um sistema de referencial comével, p ¢ a
densidade do fluido perfeito e p é a sua pressao. Devido a homogeneidade e isotropia
estabelecidas pelo Principio Cosmologico, a pressao p e a densidade p devem possuir apenas

dependéncia temporal.

2.2 Universo de Friedmann-Robertson-Walker

Devido a homogeneidade e isotropia impostas pelo Principio Cosmologico, vamos es-
tudar modelos cosmologicos caracterizados pela presenca da curvatura constante k em
sua geometria. Esses modelos cosmologicos sao descritos pela métrica de Friedmann-
Robertson-Walker, o qual é uma solucao exata das equacoes de campo de Einstein da
relatividade geral, que descreve um Universo em expansao ou contracao, homogéneo e
isotropico.

No modelo de FRW o espaco tridimensional com curvatura constante é dado por um
termo espacial do intervalo invariante, o qual pode ser obtido através do tensor de Riemann

tridimensional definido da seguinte maneira [39],

Rabcd = k(gacgbd - gadec); (22)

onde k pode assumir os valores 0, +1, -1. Devido a homogeneidade e isotropia, o intervalo

invariante tridimensional do? pode ser escrito em coordenadas esféricas como:

do® = M dr? + r2(d6? + sin® 6dp?), (2.3)



onde 0 e ¢ sdo os angulos esféricos, r é o raio da esfera e A\(r) é uma funcao radial a
ser determinada. Destacamos que o papel da exponencial na equacdao para a métrica
tridimensional dada em (2.3) é para manter a fungao A(r) positiva.

Por meio das equagoes (2.2) e (2.3), pode-se determinar a fungdo A(r). Assim, o

intervalo invariante dado pela equagao (2.3) é dado por:
o dr?
1 —kr?

Como o Principio Cosmolégico impdée que todos os pontos do espaco devem se contrair

do? + 72(d6 + sin® 0dp?). (2.4)

ou se expandir igualmente, deve-se introduzir uma funcao com dependéncia temporal
multiplicando o intervalo invariante dado em (2.4). Essa fun¢ao sera denotada por a(t) e

serda denominada de fator de escala. Assim, teremos:

dr?
2 _ 2 207102 | win2 2
do® = a(t) [1 —2 T (dO* + sin” 6d¢ )} : (2.5)
Para o intervalo invariante quadridimensional teremos:
d 2
ds® = —dt* + a(t)? L Tk 5+ r?(df* + sin® 9d¢2)] : (2.6)
— kr

onde a equagao (2.6) é conhecida como elemento de linha de Friedmann-Robertson-Walker.
Para um Universo primordial, quando a(t) — 0, essa quantidade representa uma singula-

ridade fisica.

2.3 A geometria dos espacos com curvaturas constantes

Vamos fazer um estudo do significado das diferentes geometrias dos espacos para cada
valor da constante de curvatura k presente no elemento de linha de FRW. Para isso,
considere apenas a parte espacial da equagao (2.6) e que t = ty, assim, a(ty) = ap, logo

teremos que:

d 2
do® = a [1 Tk > 4 1%(df? + sin® 0d¢2)} : (2.7)
—kr

2.3.1 Constante de curvatura k =1

Substituindo k£ = 1 na equacao (2.7), obtemos:

d 2
do? = a? { : - >+ r%(df? + sin® Hdng)} : (2.8)
- T
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Observe que quando r — 1, temos uma singularidade na equacao (2.8). Vamos, por

conveniéncia, introduzir uma nova variavel y, cuja forma sera dada por,
r = siny. (2.9)
Substituindo a equagao (2.9) em (2.8), temos que,
do® = af [dx* + sin® x(d6” + sin* 0d¢*)] . (2.10)

Uma alternativa para entender a geometria desse espaco é introduzi-lo em um novo espaco

euclidiano quadridimensional descrito pela equacao,
do® = db® + da® + dy® + d2*. (2.11)

Considere as seguintes transformacoes:

b = apcosy, (2.12)
x = agsinysinfcos ¢, (2.13)
Yy = apsin xsinfsin ¢, (2.14)
z = apsinycosf. (2.15)

Calculando os elementos diferenciais das equagoes (2.12)-(2.15) e utilizando (2.10) para

substituir em (2.11), podemos encontrar:
b+ 2 +y? 4 22 = al. (2.16)

A equagao (2.16) descreve uma superficie esférica tridimensional de raio ag e intervalos de
coordenadas 0 < y <7, 0 <0 <me0<¢ <2 Portanto, o Universo com a curvatura
k = 1 é descrito por uma superficie esférica tridimensional sendo denominado Universo

fechado.

2.3.2 Constante de curvatura k£ =0

Substituindo & = 0 na equagcao (2.7), obtemos:

do® = af [dr* + r*(d§? + sin® 6d¢?)] . (2.17)
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Inserindo as seguintes transformagoes de coordenadas:

xr = agrsinfcos o, (2.18)
y = agrsinfsin g, (2.19)
z = agrcosd, (2.20)
obtém-se a seguinte equacao:
do* = da® + dy* + dz2°. (2.21)

A equagao (2.21) descreve o espago euclidiano tridimensional em coordenadas cartesianas.
A geometria representada pelo elemento de linha (2.17) é plana. Portanto, o Universo que

possui curvatura k& = 0 é descrito por um espaco plano e é chamado de aberto |39].

2.3.3 Constante de curvatura k£ = —1

Substituindo £ = —1 na equagao (2.7), obtemos:
2

do* = a? + r2(d6? + sin® 0d¢?) | . (2.22)

1472

Observe que quando r — —1, temos uma singularidade na equagao (2.22). Por conveni-

éncia, vamos introduzir uma nova variavel y, cuja forma sera dada por,
r = sinh x. (2.23)
Substituindo a equagao (2.23) em (2.22), temos que,
do® = aj [dx® + sinh® x(d0” + sin® 0d¢?)] . (2.24)

Para entender a geometria deste espaco devemos introduzi-lo em um espaco plano de

Minkowski quadridimensional descrito pela equacao,
do? = —db® + dx* + dy* + dz*. (2.25)
Considere as seguintes transformacoes:

b = agcoshy,

N
[N
-3

r = agsinh ysinf cos ¢,

o
)
oo

y = agsinh y sinfsin ¢,

z = agsinhycosf.
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Calculando os elementos diferenciais das equagoes (2.26)-(2.29) e utilizando (2.24) para

substituir em (2.25), podemos encontrar:
v — 2% —y? — 2% =ag. (2.30)

A equagao (2.30) descreve uma superficie hiperbdlica com intervalos de coordenadas 0 <
X <00, 0<0<7me0<¢<2m. Portanto, o Universo com a curvatura k = —1 é descrito

por um espago hiperboélico sendo denominado Universo aberto.



CAPITULO 3

Teoria de Horava-Lifshitz e Cosmologia aplicada a um fluido

perfeito

Nesse capitulo serd apresentado o referencial tedrico necessario para a determinacgao

da acao de HL. Nesse sentido, apresentaremos os formalismo ADM e de Schutz.

3.1 Motivacao

A algum tempo, questiona-se sobre a relatividade geral nao ser uma teoria fundamental
da gravidade e da necessidade de ser alterada, quando se considera altas energias. Dentre
as muitas propostas que existem sobre uma teoria da gravidade que complementa a teoria
de Einstein a altas energias, foi apresentada em 2009 por Petr Hofava [5|, uma teoria geo-
métrica da gravidade. Essa teoria propoe modificacoes na relatividade geral quando se esta
no limite ultravioleta (UV), ja que o procedimento de quantiza¢ao apresenta dificuldades.

Em sua teoria, hoje conhecida como teoria de Hofava-Lifshitz (HL), existe uma escala
anisotropica entre espaco e tempo no regime para altas energias. Sua inspiracao veio

da fisica da matéria condensada, onde a anisotropia entre espago e tempo é comum e é

13
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representada por um expoente critico dindmico z [6-8,11],
t— bt x — bx,

onde b é um parametro de escala. A principal motivacao de Horava para a introducao
dessa anisotropia é que ela melhora o comportamento a curta distancia da teoria. As-
sim, no limite de altas energias, tem-se que as derivadas espaciais de maior ordem nao
estao acompanhadas pelas derivadas temporais, ocasionando numa quebra de simetria de
Lorentz. Para sistemas fisicos que satisfazem a invaridncia de Lorentz, tem-se que z = 1.

Devido a assimetria entre espaco e tempo presente em sua teoria geométrica da gravi-
dade, Hofava decidiu formula-la usando o formalismo Arnowitt-Deser-Misner (ADM) |76,
que divide o espaco-tempo quadridimensional em secoes espaciais tridimensionais. Dessa
maneira, ele consegue inserir as derivadas espaciais de ordem superior na lagrangiana, sem
que seja necessario inserir tais derivadas na coordenada temporal. Esse tema sera tratado

na proxima segao.

3.2 Formalismo ADM

O formalismo ADM recebe este nome, pois foi um trabaho desenvolvido por Richard
Arnowitt, Stanley Deser e Charles W. Misner (ADM) no final da década de 1950 e inicio
da década de 1960 [52]. O formalismo ADM é uma formula¢ao hamiltoniana da relati-
vidade geral, e também é conhecido por foliacao da relatividade geral. Nesse formalismo
o espaco-tempo quadri-dimensional é descrito por superficies tridimensionais, conhecidas
por hipersuperficies, que evoluem no tempo. Isso permite, do ponto de vista matemé-
tico, decompor o espaco-tempo em espaco + tempo, de modo que os campos tensoriais
sao trabalhados apenas no espaco tridimensional, isto ¢, nas hipersuperficies. No forma-
lismo ADM, a métrica quadridimensional g,, (u,v = 0,1,2,3) é decomposta em termos
da métrica tridimensional h;; (i,7 = 1,2,3), de secOes espaciais. Nesse formalismo, os
verdadeiros graus de liberdade do campo gravitacional estao nas hipersuperficies espaciais
que folheiam o espaco-tempo, e a dinamica do campo gravitacional pode ser entendida

como a evolucao no tempo dessas hipersuperficies.



15

Das dez componentes independentes da métrica g,3 de espacos-tempos quadri-dimensionais,

somente seis destas podem ser calculadas a partir das equagoes de Einstein. As quatro
componentes restantes representam uma liberdade que se tem em aplicar transformacoes
de coordenadas nas seis componentes “dinamicas” que puderem ser calculadas. Nesse sen-
tido, os autores do formalismo ADM utilizaram esse fato para reescreverem o formalismo
da relatividade geral de tal forma que a métrica do espago-tempo quadri-dimensional fosse
separada em trés partes: a primeira delas conteria as seis componentes “dindmicas” de
Jap € representariam as seis componentes independentes de métricas, simétricas, h;;, de
hipersuperficies tri-dimensionais, tipo-espago, que chamaremos de ) ’s. Todavia os graus
de liberdade nao sao os h;j, mas as classes de equivaléncia dos h;; sobre as transforma-
coes de cordenadas na 3-dimensoes espaciais. As outras duas partes corresponderiam as
quatro componentes independentes restantes de g.s e seriam representadas pelo escalar
N e pelo vetor N;, o qual é definido sobre as hipersuperficies tri-dimensionais, tipo-espaco
com métrica hij. A funcao lapse N e o vetor shift N;, nao sao quantidades dinamicas,
tendo que ser fixados externamente e elas especificam a maneira pela qual as hipersuper-
ficies, tri-dimensionais, tipo-espaco, “evoluiram” para dar origem ao espaco-tempo quadri-
dimensional.

Por meio desse formalismo, podemos entender como podemos representar a forma
dinamica da relatividade geral. O espaco-tempo quadri-dimensional, dado pela métrica
9, serd constituido pela evolucao das secoes espaciais, descritas pela métrica h;;, com
a ajuda de N e N;. Assim podemos identificar que h;; desempenha o papel de variavel
“dinamica” dessa teoria. Nesse sentido, vamos reescrever todas as quantidades relevantes
para as descri¢oes Lagrangiana e Hamiltoniana da RG em termos das quantidades h;;, N;
e N, para a partir da Hamiltoniana resultante obtermos a versao quantica dessa teoria.
Comecamos por reescrever a métrica g,,.

Consideraremos duas hipersuperficies tri-dimensionais, tipo-espaco definidas, respecti-
vamente, nos instantes de tempo t (S7) e ¢t + dt (S3), como mostra a figura 3.1.

Para se calcular a distancia entre pontos de uma mesma hipersuperficie, sera introdu-

zido em cada hipersuperficie, um tensor métrico h;;, com assinatura Euclidiana. Para o
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hij(t+dt,x,y,z)

Figura 3.1: Campo vetorial dt que evolui da hipersuperficie S; até a hipersuperficie Ss.

caso de coordenadas cartesianas, essas métricas podem ser escritas como:

hij(tuxaya Z)a (31)

hij(t +dt, x,y, z). (3.2)

As distancias entre os pontos em uma mesma hipersuperficie serao dadas genericamente

por:
®ds? = hy;da'da?, (3.3)

onde h;; pode assumir os valores (3.1) ou (3.2) dependendo em que hipersuperficie estejam
os pontos em questdo, e ' sao as coordenadas cartesianas de cada hipersuperficie.
Suponhamos agora que cada ponto da hipersuperficie S; “evolui”’, para um ponto da
superficie S, segundo a agao de um campo vetorial cﬁ, definido sobre S}, como mostrado na
figura 3.1: dt = dtt. Esse campo vetorial, tem em cada ponto de S; uma direcao genérica

no espaco-tempo quadri-dimensional, de tal forma que ele tem projecoes nao-nulas sobre
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as dire¢oes da normal n e das tangentes z; a hipersuperficie S;, no ponto em questao.

Essas projecoes tem os seguintes valores, respectivamente:

n — Ndt, (3.4)

U — Nidt, (3.5)

onde cada indice i em (3.5) corresponde ao valor da projecao de dt sobre as diregoes 7,
7, Z sobre Si. Por meio dessas duas projecoes, poderemos calcular o intervalo entre os
eventos r} em S; e x5 em Sy. Ao compararmos esse resultado com o intervalo calculado
com a métrica g, do espaco-tempo quadri-dimensional, obteremos uma relacao entre g,z
e as quantidades h;;, N' e N.

A separagao entre x% e 7% na dire¢io da normal 7, de Si, d4 o tempo proprio T entre

as superficies S} e Ss, e é obtido em termos de (3.4) por:
dr* = N?dt*. (3.6)

J& a distancia propria entre esses dois pontos em Si, serd dada pela separagio entre z¢ e
a projecao de x% (P(xh)) sobre a superficie S, podendo ser escrita da seguinte maneira

em termos de (3.5):
P(zh) = ot + da’ + N'dt, (3.7)

onde dz representa um deslocamento infinitesimal sobre a superficie S;. Com a ajuda de

(3.1) e (3.7), podemos escrever:

P(zb) — 2% = da' + N'dt, variacio infinitesimal

de* = hy(dat + N'dt)(da] + N7dt). (3.8)

Assim, podemos entender que h;;(t, 2')dx'dz? é uma quantidade infinitesimal de distan-
cia de uma hipersuperficie. O tempo proprio estéa relacionado com o tempo de coordenada
pela funcao lapse N, por meio de dr = N(t,x")dt. A interpretagao fisica de N e N* & que
a funcao lapse representa a taxa de fluxo do tempo proprio com respeito a t. Ja a quan-
tidade N representa o movimento tangencial da superficie S; depois de uma mudanca

infinitesimal do tempo. Para um melhor entendimento veja a figura 3.1.
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A distancia entre os eventos zj e x5, pode ser encontrada usando o Teorema de Pita-
goras (pseudo) no espago-tempo, quadri-dimensional, com assinatura Lorentziana e hiper-

bolico. Obtendo assim:
ds® = (distancia coordenada)® — (tempo préprio)?,
isto é,
ds* = de*(entre P(x}) e ot sobre S)) — dr*(entre Sy e Sy). (3.9)

Substituindo as equagoes dadas por (3.6) e (3.8), na equacao (3.9), temos que:

ds® = hy(da' + N'dt)(da’ + N7dt) — N?dt?,

ds® = hij [de'da’ + da' N7 dt + da? N'dt + N'dtN? dt] — N*dt?,

ds* = hyyN'N’dt* + hyyN'dtdz’ + hyyda' N?dt + hijda'da? — N*dt?,

ds* = (N;N? — N?)dt* + N;dtda’ + N;dz'dt + hyjda'da? (3.10)
onde usamos que h;; abaixa os indices contravariantes de tensores em S, assim como
hi = (hij)_l, levanta os indices covariantes de tensores de .S;. Destacamos que o indice 1

foi retirado em dz‘, equagao (3.8), por simplicidade.

Ao se comparar (3.10) com o intervalo em func¢ao de g,3, obtemos que:
ds? = gapdr®da”, (3.11)
ds® = go,dx’dz” + g;,da‘da’,
ds®> = goodx’dx’ + ggjdxodxj + giodatdz® + gijdxidxj,
sabemos que dz° = dt, dai podemos identificar que:
goodaz’dz® = (N;N7 — N?)dt?,
gojda’dr? = Nydtda?,
Giodz'dx® = Ndaz'dt,
gijdxidxj = hijdxidxj ,
obtemos os seguintes valores das componenetes de g,g em termos das quantidades de h;;,
N; e N:

gu=N;N? = N* g =Ni; g = Nis gie = ha, (3.12)
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podemos escrever g,z como sendo,

N;Ni — N2 N,
Jap = : (3.13)
N; g

A inversa de g,p, equacao (3.13), é obtida diretamente ao invertermos (3.13) e é dada por:

1 N™ NF NEN™
tt . tm __ . kt . km _ 1 km
9 ="53 9" =2 9 = 9 =h"" — Nz (3.14)
assim ¢’ pode ser escrita como:
—1/N? N™/N?
g8 = / / . (3.15)

Nk/N2 hkm _NkNm/NQ

As equagoes (3.12) e (3.13) fornecem a métrica do espago-tempo quadri-dimensional
em termos das quantidades introduzidas no split 3+1 (h;;, N;, N) .

Também temos que:

V=g = \/—detg,, = /N2deth;; = NVh.

Em resumo, vimos que o espaco-tempo quadri-dimensional agora é dividido em hiper-
superficies tridimensionais, nas quais o tempo é constante. A quantidade conhecida por
funcao lapse descreve o movimento de uma hipersuperficie >J; para uma outra hipersuper-
ficie Y9, a qual estd num tempo posterior em relacao a hipersuperficie »;. O movimento
na propria hipersuperficie ¢ dada por meio do vetor shift. As quantidades h;;, N e N* sdo
as novas variaveis que definem o campo, uma vez que contém a mesma informacao que a

métrica do espaco-tempo original.

3.3 Curvaturas Intrinseca e Extrinseca

Agora é necessario reescrever a curvatura no contexto do split 341, pois essa quanti-
dade ¢ fundamental na descricao da gravitacao em relatividade geral. Para isso, observe
que inicialmente estavamos interessados em descrever as secoes espaciais tri-dimensionais

em relacao a um espaco-tempo quadri-dimensional. Nesse sentido, é importante conhecer
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além da curvatura intrinseca, saber a sua curvatura em relacao ao espaco-tempo quadri-
dimensional, em que essa hipersuperficie estd inserida. Essa quantidade que mede a cur-
vatura de uma dada hipersuperficie n-dimensional em relagao a um espaco n+ 1 dimensio-
nal, em que esta hipersuperficie esta embebida, é o tensor covariante de rank 2, simétrico,
K;;, chamado de curvatura extrinseca. Esse tensor ¢ definido sobre a hipersuperficie n-
dimensional.

A expressao matematica de K;;, pode ser entendida como sendo a derivada covariante,
no espaco-tempo n + 1-dimensional, sobre a hipersuperficie n-dimensional, da normal a

esta hipersuperficie:

Agora, vamos reescrever algumas das quantidades que aparecem na relatividade geral
utilizando o formalismo ADM. Para isso, vamos reescrever a curvatura extrinseca K;;, cuja
medida é dada pelo tensor de Riemann, Rijkm, em fungao de h;;, N;, N.

A obtencao da expressao de Rijkm, em termos das quantidades introduzidas no split

3+1, é obtida usando a métrica h,; da hipersuperficie espacial tridimensional. Obtendo:
Rijkm = F;m,k - ;k,m + F;kpém - ;mrék? (317)
onde
= 5h (hmji + Pk + Rjkm) - (3.18)

Para reescrevermos uma expressao para [K;; vamos partir da sua expressao dada por
(3.16) e do valor da normal n; a hipersuperficie tri-dimensional. Observando a definigao da
componente do vetor dt sobre a componente normal a superficie (3.4), podemos escrever

o vetor normal como sendo dado por:
n = Ney. (3.19)

Calculando a derivada covariante deste vetor, teremos que:

on;
t_ @Dyo
Oxk Fikno

Nk =

4)10o
Nik = ! )Fiknaa
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onde n;y, ¢ a derivada covariante no espago-tempo quadri-dimensional, On;/0x* = 0 pois
a normal nao possui componente ¢ e (4)F§k, assim a componente contravariante do I' pode
ser espacial ou temporal e ¢k sao as componentes covariantes, as quais sao espaciais pois

foram fixadas inicialmente quando decidimos calcular o K;.

1
Lo = 590/3 [98ik + 9K — Gik,s)
Lo = —N [¢%Toir + 9" (3)Timir]
usando (3.15):
Loy
Lo = 550 [9oik + Goki — Giko] »
1 N™
= —N [—ﬁrom + Wrmzk} )
1 [ON; N ONy,  Ohy
2 |02k Ot ot |’
1
= 7 Foi _NmFmZ )
v Lo ‘]
usando a formula explicita de I' em termos de gqp5 (3.18):
1 [ON; ON, Ohy
Coix = — S — 2N, I,
Ok T 9N [835’“ N oz’ ot ’k}
usando (3.18) e a simetria de I} nos indices ik,
1 Ohiy,
b= —— | N+ Ny — k| 3.20
Nk QN[ Ik 1+ Vgl at} ( )

onde | significa derivagao covariante sobre a hipersuperficie tri-dimensional. Das equagoes

(3.16) e (3.20), obtemos imediatamente o resultado procurado:

Oh;
Ky = [Ni,k + Nyyi — ’“] . (3.21)

1
2N ot
Agora que ja conhecemos como escrever a curvatura intrinseca e a curvatura extrinseca
de hipersuperficies tri-dimensionais em termos de h;;, N; e N, vamos reescrever o tensor de
Riemann de espacos-tempos quadri-dimensionais em funcao dessas curvaturas. Para isso,
utilizaremos as equagoes de Gauss-Codazzi [40], equagao (3.16), que sdo escritas em uma

base ortonormal composta por uma base da hipersuperficie mais o vetor unitirio normal

n, sendo obtido [76]:

(K K™ — K KG™) (3.22)
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@ Ry = — - (Kijie — Kinyj) » (3.23)

(4)Rmm _ (nana)—l [K2 B Kinij} _ (nan’g;,@).a + (nanﬂ_

7 ,a);ﬁ. (3.24)

As equagoes (3.22) e (3.23) sao conhecidas por equagoes de Gauss e Codazzi.

3.4 Lagrangiana e a Hamiltoniana ADM

Como sabemos, a acao de Hilbert-Einstein que nos fornece as equacoes de Einstein,

via o principio variacional, é dada por:

1
Sg=— [ d*z/=g¥WR, (3.25)
167

onde WR é o escalar de curvatura do espaco-tempo e g é o determinante da métrica quadri-
dimensional g,g. Considere o sistema de unidades adotado em Notagoes e convengoes.
Usando as equacoes de Gauss-Codazzi, podemos reescrever a densidade de Lagrangiana

L, a partir de (3.25) da seguinte forma:
Lo=v—9gPR=\—g[PRY;+2WR™,]. (3.26)
De (3.22), obtemos que:
@R = [PR + (nan®) " (KK — K?)], (3.27)
onde K = K% = trK. De (3.24), obtemos que:
@ Rin, = (noéna)f1 [KQ — KMK”} — (n‘“nﬂ;g);a + (no‘nﬁ;a);ﬁ. (3.28)
Introduzindo as equagoes (3.27) e (3.28) na equagao (3.26) ficamos com:

R = ¢"Rap = 9" usR aus = 9" RV aps = B,
= 230101 + 2R0202 + 2R0303 + RY¥ 5 + R1313 + R¥y +
+ R%y 4 R3 + R%3, RY = R

= 2Rmm + Rijij,
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onde o, 8, i, 6 = 0,1,2,3. Temos que:
1

(4)Rmijk = (3)Rmijk + — (K K™ — K K;™)

que é a equagdo (3.22). Entdo, WR™ ;= G pmiy + L_(K, K™ — KW K™;)

nan®

3

(4)Rijij — (S)Rijij —|— (szKZ] - KJJKZZ) .

NN

Se definirmos:

tT’K = ginij = ginij = ij = K,

trk? = (K7 = K;"K,) = g;s K" g K7,
teremos,

WRi, = @RI 4 (trK? — (trK)Q)

an®

= OR+

(g~ i)

NN
onde os termos de divergéncia ja foram eliminados antes da operagao acima.

Assim, podemos escrever:

Lo= DR+ o [K =~ KyK] =2 (1007),, + 2 (n°n"a) (320

nana 87
o termo (n°n” )., significa uma divergéncia (variagdo ao longo da fronteira espacial) e
0 termo nanfi;ﬁ significa varia¢ao perpendicular a fronteira espacial (fronteira temporal).
Com esse resultado (3.29) e com a ajuda da expressao para elemento de volume quadri-

dimensional em termos das quantidades introduzidas no split 3+1:

V—Wgdtz = Nhadtdz, (3.30)

poderemos reescrever a agao (3.25). Antes de fazermos isso, devemos comentar um pouco
acerca da expressao (3.30). O lado esquerdo significa um elemento de evolugao covariante,
ou seja, nao definimos direcoes em que a interacao deve ser feita. Ja no lado direito, esta-
mos fixamos uma orientacao ao longo do vetor com moédulo Ndt e normal a hipersuperficie,
tipo-espago, tri-dimensional com métrica h;; e elemento de volume Vhd3z. Essa quebra

da covariancia é necessaria devido a maneira com que o formalismo ADM ¢é escrito. Caso
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nao modifiquemos o elemento de volume, poderiamos correr o risco, ao fazermos a integra-
cao de L, dado em termos das quantidades de uma hipersuperficie sobre o elemento de
diferentes hipersuperficies. Perderiamos assim, esssa maneira “dinamica” de enterdermos
a relatividade geral, introduzida pelo formalismo ADM. Agora, usando (3.29) e (3.30), a

expressao para Sg (3.25), fica escrita como:

1 1 ..
Sy = OF-n (K? — K;KY)| Nhzdtd*z +
167 NN
- = n Na, Na ronteira Z
87 fronteira tipo-espago 7 frout
1 N
+ g (nanﬁ;a) ﬁﬁ _hfronteiradgxa (331)

fronteira tipo-tempo

onde cada umas das divergéncias em (3.29) foram integradas e deram origem a termos nas
fronteiras, hipersuperficies tri-dimensionais, do tipo-espago (normal tipo-tempo— n,) e
do tipo-tempo (normal tipo-espaco — 7g).

Vamos considerar aqui, como é feito em geral, que as hipersuperficies, tri-dimensionais,
tipo-espaco, que estamos considerando, nao tem fronteiras, ou seja, sao fechadas ou com-
pactas. Com isso, o tltimo termo em (3.31), uma integral sobre a fronteira do tipo-tempo,
se anula.

Também vamos considerar, assim como ADM, que a contribui¢ao sobre a fronteira da
integral tipo-espago em (3.31), nao deve contribuir para variagoes da geometria no quadri-
volume interior a esta fronteira. Assim, o termo sobre a fronteira do tipo-espago em (3.31)

serd anulado, obtendo:

1 y 1
S = —— / (PR + KK — K?] Nhzdtd*s +
167
+ /EMatter [¢AahijaNi7N] Nh%dtdgﬂﬁ, (332)

onde consideramos explicitamente que 7 ¢ um vetor tipo-tempo normalizado (n,n® = 1),
e Lrater se refere a densidade de Lagrangiana de outros campos fundamentais, represen-
tados aqui genericamente por ¢4, (A=1,...,N) que ndo o campo gravitacional: matéria,
gauges, etc, ... . A expressao (3.32), representa a agao da relatividade geral e outros
campos acoplados minimamente a gravitacao em forma Lagrangiana no formalismo ADM.
Uma vez que obtivemos a forma Lagrangiana da teoria, podemos passar a obtencao da

sua representacao Hamiltoniana.
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Comecamos por identificar o espaco de fase da relatividade geral. Como haviamos
dito anteriormente, os graus de liberdade dinamicos da teoria estao contidos nas métricas
das hipersuperficies tri-dimensionais, espaciais, h;;. O vetor shift N* e fungio lapse N sao
apenas funccoes que especificam a maneira pela qual devemos evoluir os Y's para obtermos
o espaco-tempo desejado. Desta forma, as coordenadas canodnicas do nosso problema serao
apenas o0s hgjs e 0s seus momentos canonicamente conjugados, que chamaremos de IT7'*,
definidos como usualmente a partir da seguinte derivada:

oL
ne = ==¢ (3.33)
ahab
onde L é a densidade de Lagrangiana gravitacional obtida diretamente de (3.32) (Lg =
NVR® R+ KK — K?); hyy ¢ a derivada desta métrica em relaccio ao parametro tempo;

[1%0¢ simétrico por definigao (I1%° = I1°%).

Se fizermos explicitamente a derivacao indicada em (3.33), com a ajuda de (3.21), em

que temos:
1 . 0K 4, 1
Ky — =N [—ha Nyo + N, } Yab LNl
(b2 b+b\+|b:>ahab 5 )
obteremos:
e _ .i{\/EN [(3>R+KabKab—K2]},
ahab 8hab

_ ViN [81 (K K) - i(f@)] ,

ab ahab
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lembre-se que: K = K%, = h* K,

Oe _ hn {.i (h*h* K Koa) — o (h“bKathchd)] :
ahab hab ahab
1 0
_ \/EN |:hachbd <_§N—1) K.+ hachbdKabah_ (Kabhcahdb) _
ab
o habhch J (_ENI) o habhch b-i (h ahde b):|
¢ 9 a Ol c a )

1 1
= VhN [h“hbd (—51\/1) Keg + h*h" Kq, (—§N1> hehd” —

— habhchcd (—%N_l> _ hubhchab\/ﬁN |:hachbd (—%N_l> Ko+

1
+ h“h”de,.i (Kaphe®ha") — R°hK o (——Nl) -
ahab 2

1
— RPhK yh B <—§N1) }
|
= —VR[E® 4+ Kby = WK = b ha' K]

— _%\/ﬁ [Kab+Kab_habK_ habK] ;

e = 56 _ [n°K — K. (3.34)
hab

Como, observando diretamente de (3.32), a Lg nao depende das derivadas temporais
de N; e N, os momenta definidos dessas quantidades sao nulos. FEsse resultado indica,
que a teoria da relatividade geral é uma teoria com vinculos. Resultados da teoria que
trata da formulagao Hamiltoniana de sistemas com vinculos (THSV), nos informam que
devido a inexisténcia dos momenta das quantidades das derivadas temporais de N; e N,
N; e N nao sao variaveis dinamicas da teoria. Ou em outras palavras, ndés partimos
de um espaco de configuragdo maior do que o necessario para a descricao da teoria. A
THSV garante que devemos reduzir o espaco de configuracao, deixando de lado N; e N e
tomando apenas os h;js como variaveis dinamicas da teoria. Ainda da THSV, sabemos que
quando escrevermos a ac¢ao (3.32) em sua forma Hamiltoniana, obteremos além de outros
termos, parcelas, que serao funcoes dos h;;s e suas primeiras derivadas, que aparecerao
multiplicadas pelos N e N; respectivamente e N e N; s6 aparecerao nessas parcelas, da
maneira mencionada. Essas parcelas sao os chamados vinculos da teoria, e serao impostos

sobre os sistemas fisicos, juntamente com as equacoes dinamicas, ao exigirmos que as
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variagoes da acao em relagao aos N/s e os N sejam nulas sobre a trajetdria fisica. A
funcao lapse e o vetor shift sao chamados de multiplicadores de Lagrange. Assim, com
esse conhecimento vindo da THSV poderiamos passar ao calculo explicito da densidade
de Hamiltoniana da relatividade geral Hs no formalismo ADM.

Da expressao geral da densidade de Hamiltoniana em termos das variaveis canonicas e
da densidade de Lagrangiana, podemos escrever (lembre-se que as varidveis canonicas sao

dadas apenas pelos h;js) e seus momenta canonicamente conjugados:
He = %y, — Lo (3.35)

Com a ajuda da expressao da acao (3.32), de onde podemos ler a densidade de Lagrangiana
Lq, e dos momenta 1% (3.34), obtemos depois de alguma algebra, a seguinte expressao

para He:

1
He=N {hé (H“bﬂab — 5112) — hé(?’)R] + Ny [-211%,] + 2 (2N,11%) (3.36)

|a’

onde IT = ¢r1l,, = [1%,. O tltimo termo em (3.36) contribui somente no termo na fronteira,
para a Hamiltoniana Hq, o qual iremos desprezar. Logo, podemos reescrever Hg da

seguinte forma:
He = N [GippIIVIH — h%<3>R} + N [—orrd ] (3.37)

onde introduzimos:

1 1
Gijk = §h 2 (highji + hihg, — hijhi) (3.38)
que é a forma contravariante da métrica do superespaco, descoberta por DeWitt (a demons-
tracao de que G,jp pode ser dado pela equacao (3.38) pode ser vista no apéndice 9.1). E

que possui as seguintes simetrias:
Giji = Gjie = Gijie = G- (3.39)

A partir da densidade de Hamiltoniana H¢g (3.37), podemos escrever a a¢ao da relati-

vidade geral Sg, em sua forma Hamiltoniana, no formalismo ADM:

1 ,
So = [ [Why — NHe — NiH'c| did’a, (3.40)
167
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onde Hg = —NHg — N;H' e d*x = dtd®z. Observe que VRN entrou tanto no calculo
do vinculo dos momenta quanto de Hg, via a definicao da densidade de Lagrangiana Lg,

onde:
He = Gy IT9TIM — p2 @R, (3.41)
é conhecido como a superhamiltoniana e,
Hg' = =211, (3.42)

¢ conhecido como supermomentum.
Se variarmos Sg (3.40) em relagdo a N e N; e igualarmos o resultado a zero, obtemos

respectivamente as seguintes equacoes:

Hs; = 0, (3.43)

Hy = 0, (3.44)
que representam os vinculos da superhamiltoniana e do supermomentum, respectivamente.
Eles sdo analogos as 4 equacoes de Einstein para o vacuo (R, = 0), que envolvem a
componente temporal:

Roy = 0, (3.45)

Ry; = 0. (3.46)

E se variarmos Sg (3.40), em relacdo a hy, e 1% obteremos as seguintes equagoes (12 no

total):
. 5.5, _1 1
hab - Wi =2h"2N <Hab - éhabn> + 2]V(b|a)7 (347)
: 0Sa 1 1
My = ———=-Nh2(OR® _ —GRp
b Shus ( 5 i
L1 ab i Lo -1 b L b
+ §Nh 2B T gl — §H —2Nh™2 [ II*11.° — QHH“ +
+ h3 (NP pebN o) 4 b3 (héNCH“b> — 2II°(“N"),.). (3.48)

E pode-se mostrar que essas equacoes sao equivalentes as demais equacoes de Einstein

para o vacuo. (A contagem de equagoes em cada formalismo é como se segue):
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Einstein — 10 equac¢oes independentes - 4 vinculos [(3.45) e (3.46)]—6 equagoes dina-
micas de segunda ordem;

ADM — formalismo Hamiltoniano dobra o niimero de equacgoes pois transforma de
segunda ordem para primeira ordem — 6 equagGes independentes para hg, (3.47) + 6
equacoes independentes para [1? (3.48)—12 equagoes dindmicas de primeira ordem. Assim,
tivemos sucesso em escrever a relatividade geral em sua forma Hamiltoniana.

Se tivermos outros campos além do campo gravitacional no sistema fisico sendo in-
vestigado, por exemplo, ¢*, a acdo total S, para esse sistema na forma Hamiltoniana, no

formalismo ADM fica dado por:

1

== [H”’hij +Tgad™ — NH — NH] dtd’z, (3.49)
T
onde II,4 ¢ 0 momento canonicamente conjugado ao campo ¢* definido a partir da variacao

da densidade de Lagrangiana da matéria Ljpsque- em relacao a <;'5A, H ¢é dado por:

H = Hg + Hyratter, (3.50)
e Hyjarer © a superhamiltoniana da matéria, e H® é dado por:

H' =H'g+ H}'Matter? (3.51)

i , , . . ~
e HY 1or ¢ 0 supermomentum da matéria. Ao igualarmos as equagoes (3.50) e (3.51) a
zero, obtemos os vinculos da superhamiltoniana e do supermomentum para o caso com a

matéria.

3.5 Acao na teoria de Horava-Lifshitz

Em seu trabalho original, Hotava considerou a suposicao simplificada de que a fungao
lapse N deveria depender apenas do tempo |5]. Esta suposi¢ao se tornou conhecida como
a condicao projetdvel. Embora muitos trabalhos tenham sido escritos sobre a teoria da HL
usando a condicao projetdvel, alguns autores consideraram as implicacoes de trabalhar na
condicao nao-projetdvel. Em outras palavras, eles consideraram N como uma funcao do

espago e do tempo [11,12]. A agdo gravitacional da teoria de HL foi proposta de tal forma
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que a componente cinética foi construida separadamente do potencial. A componente
cinética foi motivada pelo que vem da RG, escrita em termos do tensor da curvatura
extrinseca. Ela contém derivadas temporais da métrica espacial até a segunda ordem e
um parametro livre (\), que nao esta presente na componente cinética da relatividade geral.
No limite de A — 1, recupera-se a componente cinética da RG. A componente potencial
deve depender apenas da métrica espacial e de suas derivadas espaciais. Como uma teoria
geométrica da gravidade, a componente potencial da teoria HL deve ser composta de
contracoes de escalares do tensor de Riemann e suas derivadas espaciais.

Em seu trabalho original 5], Hofava considerou uma simplifica¢ao para reduzir o ni-
mero de possiveis termos que contribui para a componente potencial de sua teoria. E
chamada de condicao de equilibrio detalhado. Embora essa condicao realmente reduza
o numero de termos que contribuem para a componente potencial, alguns autores mos-
traram que, sem o uso dessa condicao, é possivel construir uma teoria bem definida e
fenomenologicamente interessante, sem muitos outros termos extras [13,14]. Como outras
teorias geométricas da gravidade, foi mostrado que a versao projetavel da teoria HL, com
a condicao de equilibrio detalhado, tem fantasmas e instabilidades [14,15]. A teoria HL foi
aplicada & cosmologia e produziu modelos muito interessantes [16-23|. Para uma revisao
recente sobre alguns aspectos da teoria HL, veja Ref. [15].

A acao na teoria de Horava-Lifshitz para a versao projetavel, isto é, a funcao lapse N

dependedo apenas tempo, e sem a condi¢ao de equilibrio detalhado é definada por |18]:

M? -~
S = TP //\\A d3$dtN\/E[K”KU — )\]’-(2 — goM];2 — glR —
— M*(g2R* + gsRi;R7) — My (R + gs RRLR] +

+ geRIRLR 4+ g;RV’R + g5V, R V' RIM)), (3.52)

onde onde g; e A sao parametros associados a gravidade de HL, M, ¢ a massa de Planck,
K;; sao as componentes do tensor de curvatura extrinseca e K representa seu trago, I?;;
sao as componentes do tensor de Ricci calculado para a métrica das se¢oes espaciais hyj,
R & o escalar de Ricci calculado para h;j, h ¢ o determinante de h;; e V; representa as

derivadas covariantes. Os indices latinos ¢ e j vao de um a trés.
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3.6 A métrica do modelo

No presente modelo, usamos a seguinte métrica de FRW,

2

1— kr?

ds? = —N2dt? + a(t)? +1r?d0* + r®sen*0dy? | . (3.53)

Podemos reescrever a equagao (3.53) em sua forma matricial, a qual é dada por:

—N? 0
Juv = s (354)
0 hy
onde h;; ¢ dado por,
a(t)?
1—kr2 0 0
hij=| 0 a(t)¥r? 0 : (3.55)
0 0 a(t)*r?sen®0
cuja matriz inversa de (3.55) é,
1—kr?
PO 0 0
hij = 0 W 0 : (3.56)
0 0 a(t)27"%sen26

3.7 Elementos da acao

Nessa secao serao apresentados os resultados do célculo para a acao do modelo de
HL correspondente a parte cinética e a parte potencial. Esses resultados fazem parte do
manuscrito do Luiz Guilherme Rezende Rodrigues. Para mais detalhes desses calculos

veja o apéndice 9.2.

3.7.1 Parte cinética

Esta secao é dedicada aos calculos da acao referentes a parte cinética do modelo. Para
calcular, utilizaremos o conceito de curvatura extrinseca dado pela equagao (3.21). Para
o caso em que consideraremos a métrica dada pela equagao (3.53), a curvatura extrinseca

se torna:

Kij = 5% [_7} . (3.57)



As componentes de K;; diferentes de zero sao dadas por:

aa
Ky———
N(1— kr?)

-

aar

Kop = — N
aar’sen’0
Kopp=——"7—

Os indices de (9.2)-(9.4) podem ser levantados da seguinte maneira,
K9 = h"h™ Ky,

Dessa forma obtém-se:

KT (1(1 — k"I“Q)
- Na®
K0 — __ %
Na3r?’
N
Na3r?sen?6
Assim K;; K" pode ser escrito como:
iy 3a2
K —
KK = <5
Contraindo os indices de K;, obtemos:
K 3a
Na

Utilizando a equagao (9.9) podemos obter que,

9a

2 _
K=z
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(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

Para se obter a parte cinética, devemos substituir as equagoes (9.8) e (9.10) em (3.52), o

que nos fornece:

M2 23 -2 :
Sein = —p/ datdn et < 0y 9‘;22> .
2 Jum V1—Ekr2 \ N2a NZ2a

(3.67)
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Nesta subsecao iremos apresentar os elementos da parte potencial. Para isso, serao

necessarios a definicao de alguns elementos e propriedades que seguem abaixo:

R = T =T+ Tl — Tl ™y,
R = h"Ryj,
Rij = himR" ji,
R = hYRy;,
Fijk = %hli<hlj,k + g — hija),
Rijii = —Rjin = —Riji = Rjur = Ry,

Rijii + Riji + Rirg; = 0.
Aplicando as formulas acima, obtém-se:

R =HN"R,, + h" Rgy + h¥? R¥%.

Rrr = hrTRrrrrr + heeRQTOT’ + hSDLpRLPWPT’
onde

-
Rv‘rr’r’ = hrrR T

RTT"I‘T =0.
O resultado dado por (9.22) implica que:

RTT’I"T = 07
Roror = hoo R’
Oror — 1160 rOr;

RBT@T - FGTT,Q - F9r0,r + FQTOFTW + FGGGFQM + Fegoerwrr

0 0 0 0
- T TTFTTQ - 97‘F rg — I g@rrwrea

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)
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onde

.. =o. (3.82)
Iy=1%, = % (3.83)
I, = % (3.84)
g = 0. (3.85)
1%, =0. (3.86)
I, =0. (3.87)
I =0. (3.88)
rl,. =o. (3.89)
%4 =0. (3.90)

Agora, basta substituir os simbolos de Christoffel (9.26)-(9.34) calculados em (9.25)

para obter:
k
6
ror — . 91
B 1—kr? (3:91)
Finalmente, basta substituir (9.35) em (9.24) obtendo:
k a’r?k
Ryror = a1 = . 3.92
ore [ar]{l—kﬂ} 1 — kr? (3.92)

De maneira andloga é calculado:

Rpror = hyp R rom, (3.93)
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calculando o termo R¥,.,, temos que:

anpr = FLP’I‘T’,QD - Fcprga,r + F(praprrrr + FSD@(,OFGT’I‘ + 1"<P%DFSOT”

— T%, 07, —T%, 1%, —T%,1%.,. (3.94)
e, =T%, = (3.95)
o o= .

Ao substituir (9.26), (9.28), (9.34) e (9.39) em (9.38), obtemos:

k
R, = ——. 3.96
= kr? (3.96)
Finalmente substituindo (9.40) em (9.37), teremos:
ka*r*sen®0
R(p'r‘ggr == 1——]{7)”2 (397)
Substituindo (9.23), (9.36) e (9.41) em (9.20), obtemos:
2k
= —. 3.98
Frr 1 — kr? (3.98)
De forma anéloga é calculado:
Rog = h"" Rygr9 + h" Rogee + h?? Rp00- (3.99)
Pela assimetria dada em (9.17), obtém-se:
Roago = 0, (3.100)
e
ka?r?
Ror9 = Rgrgr = ——. 3.101
oro Oror = T 12 ( )
Fazendo o célculo de:
R(p@(p@ = haptpr&péh (3102)

RPpp0 = T%00, — 00+ T%,,0 00 + T, 1% + 9,10

— %0070, — T, — T¥ 0%y, (3.103)



%99 =0,

%9, = I'?p, = cot 0,

Frgg = —7‘(1 — kT'2>,

T%,, = 0.

Finalmente substituindo (9.29), (9.30), (9.34) e (9.48)-(9.51) em (9.47), obtemos:

R?940 = kr?.
Substituindo (9.52) em (9.46), temos:
Ro00 = ka*r*sen®0.
Substituindo (9.44), (9.45) e (9.53) em (9.43), obtemos:
Rgg = 2kr?.

Calculando o ultimo termo, temos:

R, = h'"Rypry + heeRecpacp + W Ryppp-

Novamente pela antissimetria, temos:

R ka’r?sen’0
S Py

Ry, = ka*r*sen®0),

Roppp = 0.
Substituindo as equagoes (9.56)-(9.58) em (9.55), temos que:

R, = 2kr’sen’0.

36

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

(3.108)

(3.109)

(3.110)

(3.111)

(3.112)

(3.113)

(3.114)

(3.115)
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As equagoes (9.42), (9.54) e (9.60) podem ser generalizadas de acordo com a métrica,

2k
a?

Finalizando este calculo, vamos substituir as equagoes (9.42), (9.54) e (9.60) em (9.19)

para determinar o seguinte escalar de Ricci:

Gk

R=—. (3.117)
a
Esse resultado leva a:
216k3
R = ——. (3.118)
a
Os indices de (9.61) podem ser levantados da seguuinte maneira:
. 2k ..
R = =, (3.119)
a
Com (9.61) e (9.65), obtém-se:
y 12k2
RYR;; = — . (3.120)
a
Calculando também:
) 2k .
Assim,
oo 12k?
R jR]i - CL4 (3122)
Substituindo (9.62) e (9.68), temos que:
o T2k3
RR' R = ——. (3.123)
Calculando o outro elemento, obtemos que:
— 24k3
R R RN = ——. (3.124)
a

Por outro lado, como a expressao dada por (9.61) depende apenas da métrica e de escalares,

podemos escrever:

VR V' RI* = 0. (3.125)



38

Para o calculo do ultimo termo, o qual envolve o laplaciano, que para uma funcao genérica
f é dada por:
1 0 L Of
V2= —— [Vhhi L |.
/ Vh 0z { 5’9@1]

Para o caso em que f = R, teremos:

2R — V1—Fkr2 (0 a3r senf (1 —kr*\ OR
N a3r256n9 or |1 —=Fkr? a? or
VIi—kr2 (0 [d® 2sene 1 OoR
CL3T2S€TL(9 00 | /1 —Fkr2 \a?r?) 060
V1—Fkr? i a37“2sen0 1 % . (3.126)
a3r236n9 do |1 — kr2 \a®r?sen?d ) Oy
Como o escalar de Ricci, equagao (9.62), nao depende das coordenadas r, 6 e ¢, temos

que:
VR = 0. (3.127)
O resultado dado por (9.73) implica em:

RV?R = 0. (3.128)

3.8 Acao completa

Considerando goM? = 2A, g1 = —1, como em [18] e substituindo os elementos calcu-
lados em (9.8), (9.10), (9.62), (9.64), (9.66), (9.69), (9.70), (9.71), (9.74), na acao total de
Hofava-Lifshitz, equagao (3.52), obtém-se:

12k

S = /B/dtN[ 1—3)\)—+6ka—2Aa M, { (3gz+93)}

24k3
_ Mp { (994 + 395 + 96)}

o qual pode ser reescrito como:

a’a 1 5 12k?
S = /dtN[ N2 +m(6ka—21\a — aM2(3g2+g3)
P
243
B (994 + 3g5 + gﬁ)) (3.129)
P
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onde
M? r?senf
S N L 3.130
b 2 . 1 — kr2 ( )
n = 38(BA-1), (3.131)
r2send
0 V1 —kr? ( )
3M2Vy (3N — 1
R — ol ), (3.133)
2
2
c = STV 134
g N1 (3.134)
S (3.135)
g = 6V(3g2 + g3), (3.136)
gs = 18VFZ(3\ —1)(994 + 395 + g6); (3.137)

onde g. > 0 representa a constante de acoplamento de curvatura, g, estd associado com a
constante cosmoldgica, g, corresponde fisicamente ao termo de radiacao, enquanto que a
constante de acoplamento g, comporta-se como a matéria rigida, de acordo com a equacao
de estado (p = p). As constantes de acoplamento gp, g, e gs podem ser positivas ou
negativas, todavia seu sinal nao altera a estabilidade da gravidade HL.

A equagao (3.133) implica que:

2

Yo=3m - M2

(3.138)

Substituindo as quantidades definidas acima e utilizando a condi¢ao (3.138) na agao

(3.129), temos que:

a’a 3 k> k3
S = n/dtN [—m + gcka — gha® — G = 955] . (3.139)
Assim podemos escrever a seguinte Lagrangiana:
a’a 3 k2 k3
L=N [_ﬁ + gcka — gha® — grz — 935} (3.140)
O momento canonicamente conjugado a variavel a é:
oL 0 a*a 2aa
P=—=—|-—| =—". 3.141
da  0da [ N} N ( )
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A Hamiltoniana do modelo é dada por:

P? k2 k3
H=N “da goka — gra® — G = 95| (3.142)

A equacgao (3.142) corresponde a Hamiltoniana da parte geométrica do modelo estudado.

3.9 Formalismo de Schutz

No estudo dos modelos cosmolégico quanticos contidos nessa tese, iremos adotar para
o conteudo material do Universo a descricao fornecida pelo fluido perfeito relativistico. O
formalismo de Schutz foi proposto no comeco da década de 1970 por Bernard F. Schutz
[77,78]. Nesse formalismo a quadri-velocidade U, é descrita em termos de seis potenciais
escalares termodinamicos (u, €, s, 3,6, S), conhecidos por potenciais velocidades. A quadri-

velocidade U, pode ser expressa na na forma [77],
1
Up = (e + 5B+ 05, (3.143)

onde p é a entalpia, os potenciais ¢ e 3 estao relacionados a rotacao, S é a entropia
especifica e os potenciais € e # nao possuem interpretacoes fisicas claras.

Os potenciais velocidade tem sua dinamica descrita por equacoes de movimento de
primeira ordem. O objetivo principal desse formalismo é obter a forma hamiltoniana para
matéria descrita por um fluido perfeito. Uma das vantagens desse formalismo de potenciais
velocidade, quando aplicado a espacos-tempos homogéneos e isotrépicos, é nos permitir
associar uma variavel tempo aos graus de liberdade do fluido. Nesse sentido, no formalismo
de Schutz é possivel fazer uma associacao com o formalismo variacional de Hamilton por
meio de uma agao, a qual contém os efeitos gravitacionais e a matéria envolvida. Variando
essa acao, obtém-se as equagoes de movimento para os potenciais.

Considere um fluido perfeito composto por béarions. Os bérions podem sofrer trans-
mutacao, assim a massa dessa amostra de barions nao é conservada, porém o nimero Np
de béarions permanece constante. Pode-se definir a massa de repouso dessa amostra de
Np barions como sendo myNpg, onde my é a massa do atomo de hidrogénio no estado

fundamental. A energia interna U dessa amostra serd dada pela diferenca entre a massa
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total M e myNg, isto é,

Dividindo a equagao (3.144) por sua massa de repouso myNg, obtemos:

U M muNp

= — 3.145
myNp mgNg  mgNp’ ( )
a qual pode ser escrita como:
- M
U= -1, 3.146
N (3.146)

onde U = U/mpgNp é a energia interna especifica, cuja medida foi feita num referencial
momentaneamente em repouso no fluido. Dividindo a equagao (3.146) pelo volume da

amostra que contém os Np barions, teremos:

U M 1

R - 3.147

Vv mHNBV V’ ( )
agrupando alguns termos de (3.147),

U+1 M

U+1) _ | (3.148)

% mHNBV

Finalmente podemos escrever (3.148) como sendo:

M mHNB ~

— = U+1). 3.149

=l gy 1) (3.149)

A partir da equacgao (3.149) podemos notar que M/V é a densidade de béarions do fluido p e
que myNg/V é equivalente a densidade de massa de repouso em seu estado fundamental,
que serda denotada por pg, a qual também foi medida num referencial momentaneamente

em repouso no fluido. Dai podemos reescrever (3.149) como:

p=po(U+1). (3.150)

Nesse sentido, vamos supor que o fluido seja caracterizado por uma equacao de estado da

forma p = p(po, U).
Por outro, temos pela primeira lei da Termodinamica, que a quantidade de energia

adicionada ao fluido é dada por

dQ = dU + pdV, (3.151)
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dividindo por myNpg, obtemos:

dQ U 1%
= d 3.152
muNp (mHNB> TP <mHNB) ’ ( )

onde podemos a partir das quantidades encontradas anteriormente escrever a equacao

(3.152), como:
- 1
dg=dU+pd | — ], (3.153)
Po
onde dq é a quantidade de energia por unidade de massa de repouso, adicionada ao fluido
num processo quase-estatico.
No formalismo estudado temos a equacao de estado que depende de duas variaveis, que

sao a entropia especifica S(pg, U) e a temperatura T'(py, U), tais que:

dU + pd (pi) = TdS = éq. (3.154)
0

Pode-se definir a massa inercial, denominada também por entalpia, como

ptp
Po

, (3.155)

onde a quantidade p + p faz o papel de massa inercial por unidade de volume num fluido

perfeito. Usando a equagao (3.150) podemos reescrever a equagao (3.155) como

1+U
P
que apdés uma simplificacao, obtemos;
= p
p=1+U+ —, (3.157)
Po

Para eliminar U da equacio (3.154), iremos diferenciar a equacdo (3.157), dessa forma
temos:
- d 1
dp=dU+ L 4+ pd (—) . (3.158)
Po Po

Isolando a quantidade dU da expressao (3.158) e substituindo em (3.154), obtemos:

dp — v =1TdS, (3.159)
Po
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que pode ser reescrita como:
dp = po(dp — TdS). (3.160)

Note que pg e U podem ser expressos como fungoes de p e S, assim a equagao de estado
assume a forma de p = p(u,S). Para obter uma relacao deste tipo, primeiramente note

que se
p=uwp, (3.161)

que é uma equacao de estado de um fluido perfeito em sua forma mais geral, sendo w uma
constante que caracteriza o tipo de fluido estudado. Substituindo a equagao (3.161) em
(3.153) e com o uso da equacao (3.150) e apds algumas manipulagoes algébricas, obtem-se

a seguinte expressao:
(1+ U)d [In(1 + U) — wln py] = TdS, (3.162)
de onde podemos identificar que,

T=1+0, (3.163)

S=In(14U)—wlnpp. (3.164)

Vamos reescrever a equagao (3.164), para isso vamos inicialmente dividi-la por w e aplicar

a propriedade do quociente do logaritmo, obtendo:

(1+0)s

3.165
Po ( )

—=1n
w

Aplicando a exponencial em ambos os lados da equagao (3.165) e isolando pg, temos que:

po=(1+0U)se 5, (3.166)
Também podemos expressar a equagao (3.166) em termos da entalpia p e da entropia S.

Para isso, vamos substituir a equagao (3.161) na equagao (3.155), obtendo:

= M, (3.167)

Lo
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e substituindo a equacao (3.150) em (3.167), temos que:

M
(1+U)= CEE

(3.168)

Finalmente, substituindo a equacao (3.168) em (3.166), obtemos:

1
po = (L) e 5. (3.169)

w—+1

Como p = wp, p = po(1 + U) e usando a equacio (3.169) temos que a pressao p do

fluido perfeito por ser expressa por:

M 1+1 ;
p=uw (—) e v, (3.170)

w+1

esta é a equacao de estado escrita em termos da entalpia p e da entropia S.

3.9.1 Tensor momento-energia e as equagoes de movimento

O fluido perfeito relativistico de uma componente é definido por uma equacao de estado
do tipo p = p(u, S) e do tensor momento-energia dado pela equagao (2.1). Num referencial
comovel, sua forma é T = diag(p, p,p,p). Como estamos estudando um fluido perfeito,
o tensor de energia-momento nao apresenta viscosidade e nem conducao de calor. Usando

a equagao (3.155), podemos reescrever (2.1) como sendo:
T = popUrUY + pg"”. (3.171)
A condicao de conservagao do niimero de barions reescrita em termos de py é dada por:
(poU"), = 0. (3.172)
Além disso, a condi¢ao de normalizagao da quadri-velocidade é
U'v, = -1, (3.173)
o que conduz a

(U U,)5 =0, (3.174)
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Exigindo que o tensor momento-energia tenha divergéncia nula, isto é,
™., =0, (3.175)

as equacoes de movimento podem ser expressas na forma de leis de conservacao. As impo-
si¢oes de (3.172) e de (3.173) e as quatro equagoes em (3.175) determinam completamente
o movimento de um fluido, cuja equacao de estado é conhecida.

A interpretacao fisica das quatro equacoes dadas em (3.175), podem ser entendidas
se as componentes paralela e perpendicular a quadri-velocidade forem separadas. Para a

componente paralela, podemos escrever:
v a1, = 0. (3.176)
Utilizando as equagoes (3.172), (3.173) e (3.174) chega-se a
U'py — poU” i, =0, (3.177)
e de 3.160,
poTU"S , =0, (3.178)

ou seja, o movimento de um fluido perfeito relativistico conserva a entropia por barions.
Podemos perceber também que como dq = T'dS nao ha fluxo de calor em qualquer elemento
do fluido durante seu movimento.

Para a componente perpendicular, tem-se trés equacoes de movimento independentes.

Vamos utilizar a definicao do tensor projegao:
pP?,=46,+U0°U,, (3.179)

o qual projeta tensores perpendicularmente a U”. Aplicando (3.179) em (3.175) e utili-
zando as equagoes (3.172), (3.173) e (3.174), temos que:

_Poyp,u = MPOUa;uUV, (3180)
fazendo U” = 0"y, obtemos
- dv
—Vp = —, 3.181
p=(p+p) (3.181)

onde ¥ é a tri-velocidade e 7 é o tempo proprio. A equacao acima é a lei de forca usual,

sendo a quantidade (p + p) chamada de massa inercial por unidade de volume.
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3.9.2 Equacoes de movimento na representacao de potenciais-

velocidade

Considere a quadri-velocidade dada pela equacao (3.143). Sob a imposigao de (3.173)

7

obtém-se
P =—g""(y,+aB,+0S,)(0,+aB,+0S,), (3.182)

ou seja, a entalpia é uma funcao de todos os potenciais-velocidade.

Para que a formulagao em termos da quadri-velocidade explicitada pela equagao (3.143)
seja interessante, é necessario que as conhecidas equacoes de um fluido perfeito possam ser
reproduzidas com o uso de uma acao apropriada. Conforme dito anteriormente, a repre-
sentacao de Schutz estd associada a um principio variacional cuja densidade lagrangiana

é especialmente simples

L=+=g(), (3.183)

onde p é a pressao do fluido.

Considere a seguinte acao:

S = /d4x\/—_g(167rp). (3.184)

Fazendo a variacao da acao com relacao aos potenciais-velocidade sao encontradas cinco

equacoes acopladas nao-lineares de primeira ordem,

U, = —pu, (3.185)
U'a, = 0, (3.186)
U, = 0, (3.187)
U6, = T, (3.188)
U’s, = 0, (3.189)

além de uma equagao nao-linear de segunda ordem,

(pOUV);V - 07 (3190)
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que indica a conservacdo do nimero de barions. As equagoes (3.185) e (3.188) traduzem o
carater dinamico dos potenciais ¢ e € sendo suas evolugoes determinadas pelas condigoes
termodinamicas do fluido. Mudancas nestes potenciais causam mudancas no movimento
do fluido visto num referencial comovel.

De posse da lagrangiana do fluido pode-se obter seus momentos canonicamente conju-
gados. Através de um célculo simples, obtém-se:

oL

Py = — = —/—gpU", (3.191)
99
oL .
PS = % = —V —ngU 0= 0P¢, (3192)
oL
P = = =0, 3.193
Y, (3.193)

Com isso, a hamiltoniana fica escrita como:

H = pUgPy —v—gp,
= —V—glp+ (p+p)UU’,
= /=qT%, (3.194)

como era de se esperar.

3.9.3 Universo de FRW com fluido perfeito

E conveniente, por questao de praticidade, escrever a hamiltoniana do fluido em termos
dos potenciais-velocidade bem como impor simetrias que sejam coerentes com o cenario
cosmologico cuja descricao foi proposta. Em razao disso passa-se ao estudo caracterizado

pela métrica de FRW, a qual é escrita como:

2

1 — kr?

ds® = —N(t)%dt* + a(t) ( + r2d6* + r2$en29d¢2> : (3.195)

Neste cenario a acao do fluido,

5= [ dev=op

Sy=p (/dtNa3p) ,

pode ser reescrita como



onde

0
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¢ um fator de fase global. A integracao acima pode ser normalizada em todo espaco de

tal modo a absorver este termo.

Usando (3.170), tem-se:

41
_ 3 B R
Sf—ﬂ/dt[Naw(w+1) e ]
Mas de (3.182)
1= 129" (0 +05,) (00 +05,)].

Como os potenciais sao escalares, pode-se escrever:

po= [—g"bo+ 080,
— N(qﬂeS).

Substituindo a equagao acima em (3.196), obtem-se

_1 w ; : 1 _s
Sy = 5/dt [N Sm(ﬁb%—%’)l“e “
de onde podemos identificar que:

1 w . .
E =N Wagm(¢+ QS)H_

Com isso, os momentos canonicamente conjugados a ¢ e S ficam sendo

L s
w

Py = N"5a*(¢+ 08)serD e 3
Py =0P;.

Entao a hamiltoniana do fluido, Hy, pode ser reescrita como:

NHy = (p+05)Py— N~ wa3m(¢ +09)

(3.196)

(3.197)

(3.198)

(3.199)

(3.200)
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Utilizando (3.197), obtém-se apés algumas manipulagoes algébricas:

P(;ﬂrles

Hf - a3w

Para reescrever a hamiltoniana numa forma mais simples, introduz-se a seguinte trans-

formacao candnica

T = —Pge 5Pt
Pr = Pew—HeSa
Ps
_ nis
€ e— (w+ )PE,
P, = PE7
e assim
P
Hy=—_, (3.201)
a w

onde, pela primeira vez, surge linearmente um momento canonico na teoria associado aos
graus de liberdade do fluido perfeito.
De posse desta hamiltoniana da matéria, pode-se escrever a hamiltoniana total, H, que

deve reger o comportamento dinamico do universo,
H = H, + Hy, (3.202)

onde H, ¢ a hamiltoniana associada a agao da gravitacao a qual ¢ obtida com a utiliza¢ao
da formulacao ADM da relatividade geral e Hy é a hamiltoniana do fuido perfeito.
Finalmente a hamiltoniana total do modelo é obtida ao somar as equagoes (3.142) e

(3.201), obtendo:

P? . k? kP
H=N|-=%— gka— gra® — gy— — gs— + — (3.203)
4a a a®  a®v

O espago de fase desse modelo é descrito pelo fator de escala a, uma variavel associada
ao fluido T [64] e seu momentum conjugado canonicamente P, e Pr, respectivamente.
Todos eles sao funcoes apenas da coordenada temporal ¢t. Nesse caso, onde consideramos
uma métrica de FRW, temos apenas o vinculo da superhamiltoniana dado ao igualarmos

a equagao (3.203) a zero.



CAPITULO 4

Quantizacdo

Nessa secao sera apresentado o referencial tedrico necessario para a interpretagao da
funcao de onda obtida pela quantizagao do sistema. Serao utilizadas duas interpretacoes
da mecanica quantica, a interpretacao de Muitos Mundos e a interpretacao de de Broglie-

Bohm.

4.1 Processo de quantizacao

A quantizacao é uma correspondéncia entre teorias classicas e quanticas. Podemos ver
na literatura que essa correspondéncia nao é realizada de uma tinica forma. Existem varios
tratamentos e métodos para a quantiza¢ao, para mais detalhes veja [41|. Podemos entender
a quantizagao como sendo um procedimento que permite associar grandezas cléssicas, que
sao valores reais das funcoes, & operadores autoadjuntos no espaco de Hilbert, os quais
sao quanticos. Um desses procedimentos de quantizacao foi proposto por Dirac. Nesse
procedimento, Dirac propos fazer a descricao Hamiltoniana do sistema classico, ficando
conhecido por quantizacao canoénica. Este processo esta relacionado com a consequéncia

do Principio da Correspondéncia, segundo o qual a dinadmica das médias dos operadores

90



ol

deve corresponder a evolucao temporal da respectiva quantidade classica.
Assim, o modelo descrito por (3.203) serd quantizado segundo o formalismo de Dirac
considerando sistemas vinculados |[42-45]. Para isso, primeiramente, introduziremos uma

funcao de onda, a qual é funcao das variaveis canonicas a e T,

Y =1(a,T). (4.1)

Usaremos a representacao de Schréndiger para os operadores a e T' e seus respectivos
operadores momentos conjugados P, e Pr. Nessa representacao os operadores coordena-

das estao dadas por fun¢oes multiplicativas e os operadores momentos tem as seguintes

expressoes:
po, om0 (4.2)
“ da2  a Oa’ '
A 0
Pr - —i—. 4.3
T 57 (4.3)

onde m é um parametro que explica a ambiguidade no fator de ordenacao das quantidades
a e P,. Para uma discussio mais detalhada desses operadores e seu ordenamento, veja
[46,47|, respectivamente. Finalmente, devemos exigir que o vinculo (3.203), na sua forma
operacional, aniquile a funcao de onda,

2

1 92 4 ok gk
o _m3a P9 +4<—gcka+gAa3+g +4 )]wa,ﬂzo, (4.4)

ada®  a2da  a* JT

a as

essa é a conhecida equacao de Wheeler-DeWitt para o presente modelo.

O operador H ¢ auto-adjunto [65] com respeito ao produto interno,

(U, ®) = /OOO da V(a,7)" ®(a,T), (4.5)

se as fungoes de onda estdo restritas ao conjunto daquelas que satisfazem W(0,7) = 0
ou V'(0,7) = 0, onde o prime / significa a derivada parcial em relacdo a a. Nessa tese,
consideramos as func¢oes de onda satisfazendo o primeiro tipo de condicao de contorno e
também exigimos que elas desaparecam quando a for para co.

Depois disso, usaremos duas interpretacoes da mecanica quantica para a funcao de
onda, que sao a interpretacao de Muitos Mundos e a interpretacao de de Broglie-Bohm, as

quais serao apresentadas nas proximas secoes.
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4.2 Interpretacao de Muitos Mundos

Em 1953, Hug Everett III apés ter se formado em engenharia quimica, iniciou seus
estudos na Universidade de Princeton, sendo que a sua pesquisa no doutorado em fisica
ocorreu sob a supervisao do fisico norte-americano John Archibald Wheeler [48]. O tema
de sua pesquisa de doutorado foi sobre os fundamentos da mecanica quantica. Nessa
época, John Archibald Wheeler estava interessado em cosmologia e relatividade geral,
consequetemente também tinha interesses na quantizacao dessas teorias. A quantizacao
dessas teorias envolvem o espaco-tempo e o Universo, assim seria necessario uma funcao
de onda universal. A funcao de onda na interpretacao de Copenhague nao é compativel
com uma teoria quantica de todo o Universo, visto que é necessario a existéncia de um
dominio cléssico para dar sentido a funcao de onda, o qual, nesse caso, nao existiria. Uma
outra razao pela qual a interpretacao de Copenhague nao pode ser aplicada a CQ, como
visto na introducao, diz respeito a interpretacao estatistica dos resultados.

Alguns anos mais tarde, em 1957, Everett apresentou os resultados de sua pesquisa de
doutorado por meio de sua tese intitulada On the foundations of quantum mechanics e pu-
blicada sobre o titulo "Relative state"formulation of quantum mechanics |29]. Entretanto,
seu trabalho ficou ignorado por mais de uma década. Por volta de 1970, Bryce DeWitt
interessado em obter uma nova interpretacao da mecanica quantica, para prosseguir na
sua teoria da quantizagdo da gravitagio, retomou aos estudos de Everett [49,50| e utilizou
a expressao interpretagio de Muitos Mundos. Para mais detalhes veja |48].

De acordo com |51], Everett denominou sua visdo da interpreta¢ao da mecanica quan-
tica como sendo a interpretacao dos estados relativos. Um exemplo desse estado relativo
seria o estado de um observador sendo definido em relacao ao estado do sistema que ele
observa. Em 1973, uma versao um pouco diferente, mas que muitas vezes é apresentada
como se fosse idéntica & primeira, ¢ a chamada interpretacao dos Muitos Mundos [51].
Essa interpretacao de Muitos Mundos foi proposta por Bryce DeWitt, o qual considerou
que os diferentes ramos, seriam na verdade diferentes mundos, ou Universos paralelos. A
principal diferenca entre as visoes de Everett e a de DeWitt é que, para o primeiro, ha-

veria apenas um tinico Universo, de comportamento completamente quantico, em que as
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ramificacoes s6 acontecem em interacoes envolvendo medidas por artefatos macroscopicos.
Na visao de Dewitt, cada ramo representa um Universo classico diferente, sendo bem mais
ampla no sentido fisico, ao aceitar a existéncia de iniimeros Universos fisicos além do que
percebemos.

Na interpretacao de Muitos Mundos, nao ha colapso da funcao de onda para um de-
terminado valor durante a medida. Todos os resultados possiveis, ou todas as potenciali-
dades, acontecem ao mesmo tempo, porém cada um, em um mundo ou universo paralelo.
Nessa interpretacao, todas as historias ou ramos possiveis coexistem em uma espécie de
multiverso, que vai se ramificando toda vez que uma observacao é feita. Cada ramo cor-
responderia assim a um resultado da medicao quantica, e o que acontece em cada ramo,
nao teria acesso ao que acontece no outro ramo.

Assim, para se interpretar uma quantidade fisica que caracteriza um sistema utilizare-
mos o conceito de valor esperado dessa quantidade, o qual é dado por:

I x|V (x, t)*da
Jo 1 (z, t)2de

(2) = (4.6)

onde x é a posigao, t é o tempo e ¥(x,t) é a fun¢do de onda universal.

4.3 Interpretacao de de Broglie-Bohm

Em 1927, no congresso de Solvay, Louis de Broglie apresentou sua teoria da onda piloto
que descreve fendmenos quanticos. No entanto, sua teoria da onda piloto apresentava duas
dificuldades. A primeira era referente a explicacao do processo de medida quantica a partir
de sua formulagao e a segunda diz respeito ao fato de de Broglie nao conseguir dar uma
explicacao fisica para a onda piloto, a qual era definida no espaco de configuragoes e nao
no espago-tempo. Mas em 1952, David Bohm deu continuidade ao trabalho de de Broglie,
desenvolvendo uma teoria fisica.

A interpretacao de de Broglie-Bohm tem por objetivo descrever um sistema fisico que
é composto pro uma particula e por uma funcao de onda. KEssa particula segue uma
trajetoria continua, sendo guiada pela funcao de onda. Assim, a funcao de onda nessa

teoria nao possui apenas o carater estatistico proposto pela interpretacao de Copenhague.
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Nessa teoria, o elemento adicional a funcao, é a particula, entendida no sentido classico.
Nesse sentido, a particula descreve uma trajetoria continua no espago-tempo. Dessa forma,
podemos perceber que a interpretacao da mecanica quantica proposta por essa teoria é uma
teoria causal do movimento de ondas e particulas, sendo consistente com as probabilidades,
apesar de nao requeré-las.

Na proposta feita por de Broglie, a particula A possui uma velocidade que é determi-
nada pela onda, a qual é chamada de onda piloto, guiando a particula e que se propaga

no espaco-tempo. Essa velocidade é dada por:

dia(t) _ Ja(@1, .y Ty t)
dt (@, T t)]

onde as quantidades 74 sdo vetores cléassicos da posigao da particula A, ja(74, ..., T, t) &

(4.7)

a corrente quantica referente a particula A e ¢(,...,Z,,t) é a onda piloto associada. A
equagao (4.7) é para um sistema de n particulas nao relativistico em 3 dimensoes espa-
ciais. Ao analisarmos essa equacao percebemos que ela difere das equacoes da mecanica
newtoniana devido ao fato de nao haver derivadas de segunda ordem em relacao ao tempo,
isto é, nao inclui aceleracao.

A onda piloto satisfaz a equacgao de conservacao, dada por:

MNP e
BIE +;VA']A:()’ (4.8)

onde ;’A ¢ a mesma corrente quantica presente na interpretacao de Copenhague.
A funcao de onda do sistema estudado pode ser determinada através da equacao de
Schréodinger, que é:

Y(Zry ooy B ) m o
W“’dt’x ) _ @, 7). (4.9)

th
onde H é o operador hamiltoniano do sistema, o qual contém o termo cinético e os termos

de interagao entre as particulas. Nesse sentido, podemos reescrever a equagao (4.9) como

sendo:

. d¢<fl7afnat) - h2 . o . .
ih dt - _EQMAVi—’—V(SEl"”’x"’t) w(iﬁl,...,l’n,t), (410)

onde M, é a massa das particulas, V¥ é o operador laplaciano referente a particula A e

V(#1, ..., 7y, t) € o potencial de interagao entre as particulas.
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De acordo com [48], a corrente quantica dada em (4.7) pode ser expressa por:

- . 1 . NS .
jA(xla”'7xn7t) = Elm |:1/) (‘Tla”'7xn7t)vz41/)(x17"‘7xn7t):| )
1 —
- EVAS(fl,...,fn,t), (411)

onde S(Z1, ..., Ty, 1) é a fase da fungao de onda. Utilizando (4.11) podemos reescrever (4.7)

como sendo,

—

—

Pa = MAW = VaS(1, ey Ty 1), (4.12)

onde pj ¢ o momento linear da particula A. Podemos entender através da equagao (4.12)
que a particula é guiada por uma fase que s6 depende das coordenadas e do tempo sobre
ela. Para resolvermos a equacao (4.12), temos que especificar a condi¢ao inicial z(0) = z.
Essa especificacao constitui a unica informacao extra introduzida pela teoria que nao
esta contida em (&, ...,Z,,t). A velocidade inicial é fixada uma vez que conhecemos
S(Zy, ..., Zp,t). Um conjunto de movimentos possiveis associados com uma mesma onda é
gerado pela variacao de Zy. Assim, serd necessario introduzir a nocao de probabilidade,

devido a essa possivel indeterminacao. Considere o postulado:

e A probabilidade de que uma particula no conjunto esteja situada entre os pontos &

e ¥ + d¥ no instante ¢ é dada por,
R*(Z,t)dx, (4.13)
onde R? = ||

Esse postulado considera a probabilidade que uma particula realmente esteja em uma
posicao precisa em um instante . E nao a probabilidade de encontrar a particula se for
feita uma medida. Nesse sentido, esse postulado seleciona a partir de todos os movimentos
governados pela lei dada em (4.12), aqueles que sdo compativeis com a distribuigao inicial
R*(Z,0) = R3(7).

Agora, queremos introduzir o conceito de particula na mecanica quantica e para isso,

devemos decompor a equacao de Schrodinger em duas equacoes reais. Inicialmente, vamos
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considerar que temos uma tnica particula e escreveremos a fungdo de onda ¥ = (%, 1),

solucao da equacao de Schrodinger, em sua forma polar,

Y(T,t) = R(T,1)eSEN,

W(&@,1) = R(&1)(cos(S(F,t)/h) +isin(S(Z,t)/h)), (4.14)

onde R = R(Z,t) é a amplitude real ndo negativa (R > 0V x,t) de ¢(Z,t) e S = S(,t) é

a sua fase real. Se escrevermos (7, t) em termos de suas partes reais e imaginarias,

(T, 1) = (T, 1) + (T, 1) (4.15)
temos que,
R(Z,t) = ($3(&,0) + 3@ 1) = (" (@ (1),
S(z 7

>t

)G e

Reescrevemos a equacao (4.10) para uma tnica particula de massa M, temos,

L OY(Z,t)
th 5

— <_2§2v2 + v) (T, 1), (4.17)

substituindo a funcao de onda em sua forma polar e separando a equacao acima em

suas partes real e imaginaria, respectivamente, obtemos as seguintes equagoes (para mais

detalhes veja o apéndice 9.3):

DS(Z,t) N (VS(Z,1))2  h* V2R(Z,t)

~ —0. 41
ot 2 o Ry V70 (4.18)

2( 7 2(7 1\ Q7
OR*(Z,t) L. (R (x,t)VS(x,t)) _o.

7 o (4.19)

As equagoes (9.75) e (9.76) formam um sistema acoplado de equagoes diferenciais
parciais que dadas as condigoes iniciais Ry(Z) = R(7,0) e So(Z¥) = S(Z,0), determinam
R(Z,t) e S(Z,t). Apesar de podermos utilizar as equagoes (9.75) e (9.76) para descrever a
teoria, na pratica é mais conveniente obtermos (7, t) da equacao de Schrodinger (4.17).

Essa interpretagdo propoe associar com a onda ¢ (Z,t), que é fisica e que se propaga

no espago, uma particula pontual de massa M, que segue a trajetoria ¥ = Z(t). Uma vez



o7

que ambas dependem do mesmo parametro M, podendo também depender da carga e do
momento magnético u, percebemos que a onda exerce uma forga na particula, assim é
apropriado tratarmos a onda e a particula como aspectos de um tnico sistema fisico. Para
vermos a conexao entre a onda e a particula, notamos que a equagao (9.75) tem a forma

de uma equacao de Hamilton-Jacobi classica,

dS(Z,t)  (VS(Z,1))? B
5 T ouf +Q+V =0, (4.20)

a menos do termo:

Q) =~ (4.21)

que é conhecido como potencial quantico. Podemos perceber que quando ) # 0, a traje-
toria da particula sera diferente da trajetoria classica. O limite cléssico na teoria de de
Broglie-Bohm acontece quando o potencial quantico () é desprezivel perante os demais
termos da equacdo (4.20). Assim, a equacdo (4.20) fornece a dinamica do sistema. E
importante ressaltar que para um tnico potencial classico podem existir varios potenciais
quanticos, os quais serao determinados pelas condicoes de contorno, tais como presenca
de fendas, anteparos, dentre outros. E dessa maneira que as condicbes experimentais
influenciam no sistema quéantico [48|.

Para o caso em que se considera o ordenamento dos operadores quanticos, o potencial
quantico é dado por [79]:

L W VPR(E ) mVR(t)
Q(m);—mm T RED (4.22)

onde z é o modulo de Z, M ¢é a massa da particula e m é o parametro de ordenamento
dos operadores.

Para se determinar a aceleracao das trajetérias bohmianas, basta derivar a equacao
(4.12), considerando uma tnica particula, em relacao ao tempo e usar a equagao (4.20),
obtendo:

d*Z(t > >
;tg )~ _$v_vo. (4.23)

A equagao (4.23) tem a forma da segunda lei de Newton, aonde a particula é submetida

a uma forca quantica —V(Q e uma forga classica —VV. Essa equagao pode ser considerada
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a lei de movimento da particula. A tnica informacao que deve ser adicionada aquelas
contidas em (1), com o objetivo de obter uma tunica trajetoria para todos os instantes
de tempo, é 7. A especificacdo de 7 e ¥ (7, t), em um dado momento, define o estado de
um sistema individual. Nessa se¢ao tratamos de um caso genérico, mas para os modelos

estudados por nos a quantidade x serd representada pelo fator de escala a.



CAPITULO b

Modelo de Horava-Lifshitz simplificado para o inicio do Universo

Nessa secao, consideramos a interpretacao de De Broglie-Bohm de um modelo de cos-
mologia quantica de Horava-Lifshitz simplificado na presenca de um fluido perfeito para
radiagao. O modelo ja foi estudado na Ref. [18]. La os autores resolveram a equagao
Wheeler-DeWitt correspondente, encontraram a funcao de onda e calcularam um valor
aproximado do valor esperado do fator de escala. Aqui, calculamos o valor esperado do
fator de escala exato e a trajetoria de Bohm para o fator de escala desse modelo e mos-
tramos que ele nunca vai a zero. Esse resultado da uma forte indicacao de que o modelo
é livre de singularidades, no nivel quantico. Também comparamos essa trajetoria com o
valor esperado do fator de escala. Finalmente, calculamos o potencial quantico para esse

modelo. Essa quantidade ajuda a entender por que o fator de escala nunca se anula.

5.1 O modelo quantico e o valor esperado do fator de
escala

Seguindo os autores da Ref. [18], estudamos, aqui, os modelos de cosmologia quéantica

de Friedmann-Robertson-Walker no contexto da gravidade HL projetavel sem a condicao

99
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de equilibrio detalhado. O conteido de matéria dos modelos é um fluido perfeito com
equacao de estado: p = wp, onde p é a pressao do fluido e p sua densidade de energia. A
constante de curvatura das se¢oes espaciais pode ser positiva (kK = 1), negativa (k = —1)
ou zero (k = 0). O modelo pode ser escrito em sua forma hamiltoniana com o auxilio do
formalismo da ADM |[76] e o formalismo variacional de Schutz [77,78]. Como obtido no
capitulo 3, o hamiltoniano total é dado pela equagao (3.203). Como vimos no capitulo
3, o espaco de fase desse modelo é descrito pelo fator de escala a, uma varidvel associada
ao fluido T e seus momentos canonicamente conjugados P, e Pr, respectivamente. Todos
eles sao funcoes apenas da coordenada temporal t. Vamos considerar o gauge N = a3,
Como vimos no capitulo 4, a versao quantica da teoria é obtida substituindo os momen-
tos por suas expressoes de operador correspondentes, equagoes (4.2) e (4.3). Em seguida,
exigindo que a superhamiltoniana em sua forma operatorial aniquile a funcao de onda

¥(a,T). A equacao resultante é a equacao de Wheeler-DeWitt (4.4),

10> mo 40 9k gk
e~ 44 =gk 3y 2 T)=0 5.1
ada? a*0a a3 0T i ( geli@+ gad” + a i a’ ) ]¢(a, ) ’ (5.1)

onde m é um parametro que explica a ambiguidade no fator de ordenacao das quantidades
a e P, no primeiro termo da equagao (3.203). Vamos restringir nossa aten¢ao para o caso

m = 1. Agora, realizamos a seguinte separacao de variaveis em ¥ (a,T')

Y(a,T) = e (a). (5:2)
Introduzindo a equagao (5.2) na equacao (5.1), descobrimos a seguinte equacao para ¥ (a)

d? d
aQE — o+ 4( — g.ka* + gpha® + g, k*a® + gk + Ea3‘3“>} W(a) =0, (5.3)

Vamos considerar uma forma simplificada da equagao (5.3), obtida para o caso g. = gx =
g- = 0. A motivacao para fazer essa simplificacao é o fato de que podemos negligenciar
os termos com esses coeficientes no inicio do Universo. Em particular, vamos estudar a
solu¢ao para o modelo com radiac¢ao (w = 1/3) usando a interpretagao de de Broglie-Bohm.

Introduzindo essas modificagoes na equacao (5.3), obtemos:

2
aQ% - adia + 4(g$kz + Ea2>} YP(a) = 0. (5.4)
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Uma solucao para a equagao (5.4) é dada por [18]:

VYe(a) = at =g (2@@) , (5.5)

onde J é a funcao de Bessel de primeira ordem. Agora, introduzindo ©g(a) na equagao
(5.2), é possivel construir um pacote de ondas da expressao resultante. Para fazer isso,
é preciso integrar a expressao resultante, sobre F, de 0 até oo, com uma funcao peso

apropriada. Fazendo isso, encontra-se o seguinte pacote de ondas [18]:

a

Ve T) = e (5.6)

a1+ 1—4kgs 2

onde v ¢ uma constante positiva arbitraria. Por simplicidade, escolhemos v = 1. Queremos

agora escrever ¥ (a,T), equacao (5.6), em sua forma polar
Y(a,T) = R(a, T)eS@D). (5.7)

Depois de algum céalculo, obtemos

1/ T=dkg, 2
o0 T) = a S o i[ (14 T=TRgs ) tan—1 () - (HTQJ (5.8)
(1+T2)2t "=
Da equacao (5.8), podemos identificar R(a,T") e S(a,T) como

- o +VI=Tkgs 2
_ (1+72) 5.9
(av ) (1+T2>%+\/1,247kgse ) ( )

T 2

S(a,T) = (1 ++/1-— 4k:gs> tan™'(T) — (1+—aT2)‘ (5.10)

De 9(a,T), equacao (5.8), é possivel calcular o valor esperado do fator de escala, usando

a expressao (4.6), adaptada para a presente situacao:

I w(a,T) a@/J (a T)da
fo (a,T)

Portanto, introduzindo v (a,T’), equacao (5.8) na equacao (5.11), obtemos a seguinte ex-

{a)(T) =

(5.11)

pressao exata para o valor esperado do fator de escala

B 5 (1 —dkg, ++/T—4kg,\ D(v/T—4kg,)
(a)(T) =V1+T ( /2 >r<g+m>'

(5.12)
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5.2 A interpretacao de de Broglie-Bohm

Agora, queremos descrever esse modelo na interpretacao de de Broglie-Bohm. Nessa
interpretagao, podemos calcular a trajetoria do fator de escala usando a equacao (4.12).
Inicialmente, precisamos escrever o momento canonicamente conjugados a a em termos da
derivada temporal de a. Isso pode ser obtido a partir da equagao (3.141) escrita no gauge

N = a, dada por:
P, = —2a. (5.13)

Depois substituindo o resultado obtido na equagao (5.13) na equacao (4.12), apropriada-
mente escrita para a presente situacao, obtemos:

105(a,T)

R (5.14)

a =

Nos agora, trocamos diretamente a derivada com respeito a coordenada temporal ¢ na
equagao (5.14) pela derivada em relac¢ao a variavel de tempo T'(t), porque no gauge atual
T(t) = t. Introduzindo a fase S(a,T), equacao (5.10) na equacao (5.14) e realizando a

derivada parcial e integracao indicadas, obtemos a seguinte trajetéria do fator de escala

[1+ T
CL(T) = Qo W, (515)
0

onde Ty é o valor inicial de T e ag ¢ uma constante positiva que da o valor de a(7p).
Comparando o valor esperado do fator de escala, equagao (5.12) e a equagao para a traje-
toria de de Broglie-Bohm, equagao (5.15), notamos que essas expressoes depende de T da
mesma forma. Se fixarmos Ty = 0 na equagao (5.15) e compararmos esta com a equacao
(5.12), teremos que a equagao do valor esperado do fator de escala (5.12) e sua trajetoria
de De Broglie-Bohm, equacao (5.15) serdo os mesmos se:

(1 —4kgs + /1 — 4k‘gs) (V1 — 4kgs)
ag = ,
0 V2 T2 + /1 - 4kg,)

Como nao ha restricoes quanto ao sinal de T, ele pode assumir valores positivos e

(5.16)

negativos. Portanto, a equagao da trajetoria (5.15), representa um universo que se contrai

de um tamanho infinito quando 7" — —oo, para um tamanho minimo ag, equacao (5.16)
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em T = 0 e, em seguida, expande para um tamanho infinito quando T — +o00. Entao,
nesse modelo, o universo nao tem comeco e é livre de singularidades, no nivel quantico. A
singularidade removida da versao classica do modelo, pelo fato de que o tamanho minimo
do fator de escala nao é mais zero. Classicamente, no inicio do universo, quando o fator
de escala (a(t)) vai para zero, algumas propriedades do fluido perfeito como a pressao e
a densidade de energia sao singulares, porque sao inversamente proporcionais a alguma
poténcia de a(t). No presente gauge, onde T'(t) = t, é claro que se pode associar esse
instante com o valor zero da variavel do fluido perfeito 7'(¢). Por outro lado, na versao
quantica do modelo, uma vez que temos uma forte indicacao de que o fator de escala
nunca vai a zero, todas as propriedades do fluido perfeito, mencionadas acima, sao bem
definidas no inicio do universo. Observando a expressao de (a), equacao (5.12), ou a(7),
equagao (5.15), as quais sdo as mesmas para ag dado pela equagao (5.16), notamos que
elas dependem de dois parametros: k e gs. Apdés um estudo numérico detalhado sobre
como (a) ou a(T") dependem desses parametros, chegamos as seguintes conclusoes. Como
k e gs aparecem sempre juntos, como —4kg,, nas expressoes de (a) ou a(T'), temos trés
casos diferentes: (i) —4kg, < 0, (ii) —4kg, = 0 e (iii) —4kg, > 0. E importante notar que
para o caso (i) (a) ou a(7’) sera real apenas se a condicao 1 — 4kgs > 0 é satisfeita. Essa
restri¢cao, nos valores do parametro g,, para o caso (i), mostra as limitacoes da presente
simplificagdo utilizada para obter a solu¢ao (5.5). Esperamos, em um trabalho futuro,
resolver a equacao (5.3) completa. Se o valor de g5 for fixado tal que —4kg, tenha o
mesmo valor absoluto, para os casos (i) e (iii), obtém-se que: (a) e a(7) sempre tem o
maior ag para o caso (iii), o proximo para o caso (ii) e finalmente para o caso (i). Também
¢ possivel ver que: (a) e a(T') sempre contrai e expande mais rapidamente para o caso (iii),
0 proximo para o caso (ii) e finalmente para o caso (i). Esses resultados estdo de acordo
com o modelo classico correspondente [18]. Um exemplo comparando o valor esperado do
fator de escala ou a trajetoria de de Broglie-Bohm para esses trés casos é mostrado na
figura 5.1.

Usando o potencial quantico Q(a, T'), é possivel entender porque a equagao da trajetoria
do fator de escala (5.15) ndo vai para zero quando 7" — 0. Para obter o potencial quantico

Q(a,T), basta substituir (5.9) na equagao (4.22), apropriadamente escrita para a presente
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Caso(t) — = Caso(u) Caso[iii}|

Figura 5.1: (a) ou a(T") para os trés casos: (i) k =1, gs = 1/5; (ii) k =0, g, = 1/5; (iii)
k=-1,g,=1/5.

situacao,

dkgs 41+ /1 —4kyg,) 4a?
T) = — 0.17

onde fizemos M =1em = 1.
Observando a equagao (5.4) vemos que o potencial classico é dado por:

_4kgs

5

V(a,T) = (5.18)

a
Agora, temos que avaliar a equagdo do potencial quantico (5.17) sobre a equacao da
trajetoria de de Broglie-Bohm (5.15) com ay dado pela equacdo (5.16) e estabelecendo

Ty = 0. Podemos escrever o potencial quantico como uma funcao de T(Q(7))

4kgs 1
0

Depois de um estudo detalhado de Q(T'), equagao (5.19), descobrimos que para os
trés casos considerados acima: (i) —4kgs < 0, (i) —4kgs = 0 e (iii) —4kgs > 0, Q(T)
é positivo e finito em 7" = 0, diminui & medida que o valor absoluto de 7" aumenta e
vai assintoticamente para zero quando T — Z4oo, para todos os valores possiveis de g
(dependendo de cada caso). Um exemplo do potencial quantico, sobre a trajetoria de de

Broglie-Bohm Q(T'), para as trés situagoes descritas no texto é mostrado na figura 5.2.
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— = Caso(i) Caso(i) Caso[iii}|

Figura 5.2: Potencial quantico sobre a trajetoria de Bohm para os trés casos descritos no

texto com Ty = 0. Para (i) k=1, gs = 1/5; (ii) k=0, g, = 1/5; (iii) k = —1, g5 = 1/5.

E interessante notar que, para o €aso (i) —4kgs < 0, observando o potencial cléssico
V(a,T), equacao (5.18), notamos que V'(a,T’) da origem a um pogo de potencial quando
T — 0. O potencial efetivo, que é dado pela soma de V' (a,T'), equagao (5.18) com Q(a, T,
equagao (5.19), é positivo e finito em 7" = 0, diminui & medida que o valor absoluto de T
aumenta e vai assintoticamente para zero quando T" — +o0, para todos os possiveis valores
de g,. Para o caso (ii) —4kgs = 0, o potencial classico V(a,T), equagao (5.18), é zero.
Para esse caso, o modelo se torna semelhante ao correspondente em cosmologia quantica
baseado na RG acoplado a um fluido perfeito para radiacao. A interpretacao de de Broglie-
Bohm desse modelo ja foi tratada na Ref. [82] e seus resultados estdo de acordo com os
nossos. Para o caso (iii) —4kgs > 0, observando o potencial classico V(a,T'), equagao
(5.18), notamos que V(a,T), juntamente com Q(a,T’), também produz uma barreira de
potencial que impede que o valor do fator de escala de ir a zero, em 17" = 0. Portanto,
para os trés casos, haverd uma barreira de potencial, em T = 0, que impede que o valor

do fator de escala de ir a zero.



CAPITULO 6

Cosmologia quantica de um modelo de Horava-Lifshitz acoplado

com a radiacdo

Nessa secao, quantizamos canonicamente um modelo cosmologico homogéneo e isotro-
pico de Horava-Lifshitz, com secoes de constantes espaciais positivas e acoplado a radiagao.
Consideramos a versao projetavel dessa teoria gravitacional sem a condi¢ao de equilibrio
detalhado. Usamos o formalismo da ADM para escrever o hamiltoniano gravitacional do
modelo e o formalismo variacional de Schutz para escrever o hamiltoniano do fluido per-
feito. Encontramos a equacao de Wheeler-DeWitt para o modelo. Essa equacao depende
de varios parametros provenientes da teoria de HL. Estudamos o caso em que os valores
dos parametros da teoria de HL sao escolhidos, de tal forma que as solucoes para a equacao
de Wheeler-DeWitt sao limitadas.

Inicialmente, resolvemos usando a interpretacao de Muitos Mundos. Usando pacotes
de ondas calculados com as solugoes para a equacao de Wheeler-DeWitt, obtemos o valor
esperado do fator escalar (a). Mostramos que essa quantidade oscila entre valores méximos
e minimos e nunca vai para zero. Hsse resultado da uma indicacao de que o modelo é
livre de singularidades, no nivel quantico. Melhoramos esse resultado mostrando que se

subtrairmos um desvio padrao de (a), essa quantidade ainda é positiva. Nos também
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estudamos como o valor esperado do fator de escala depende de cada um dos parametros
de HL. Usamos também a interpretacao de DeBroglie-Bohm. Calculamos as trajetorias
de Bohm para o fator de escala e mostramos que ela nunca vai a zero. Mostramos que
cada trajetoria esta de acordo com o (a) correspondente. Também calculamos o potencial
quantico. KEssa quantidade ajuda a entender por que o fator de escala nunca desaparece.
Neste trabalho, estudaremos a versao da CQ do modelo atual com k = 1, sem negligenciar
qualquer parametro de HL e usando as interpretacoes de Muitos Mundos e de de Broglie-
Bohm. Levando em conta as observagoes cosmoldgicas atuais, o modelo atual nao sera
capaz de descrever a atual expansao acelerada do Universo. Nao é nossa intencao descrever
o presente estagio de nosso Universo com o modelo apresentado aqui. Por outro lado, é
nossa intencao descrever um estagio possivel do nosso Universo primordial. Claro que, apos
esse estagio inicial, o Universo teria que passar por uma transi¢ao onde os parametros de
HL mudariam para permitir uma expansao acelerada.

Na secao 6.1, construimos a versao classica do modelo cosmoldgico homogéneo e iso-
tropico de HL, com secao de constante espacial positiva e acoplada a radiacao. Na secao
6.2, quantizamos a versao classica do modelo e resolvemos a equacao de Wheeler-DeWitt
resultante. Usando as solucgoes, construimos pacotes de onda e calculamos os valores espe-
rados do fator de escala. Estudamos como o valor esperado do fator de escala depende de
cada um dos parametros de HL. Por fim, avaliamos o comportamento do valor esperado
do fator de escala apds a subtracao, a partir dele, de um desvio padrao de a. Na secao
6.3, calculamos as trajetorias de Bohm para o fator de escala e os potenciais quanticos
correspondentes. Nos investigamos como eles dependem dos parametros do modelo de HIL..
Comparamos também as trajetorias de Bohm para o fator de escala com os correspon-
dentes valores esperados dessa quantidade. A secao 6.4 resume nossos principais pontos e

resultados.
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6.1 Modelo classico de Horava-Lifshitz acoplado a radi-
acao
No presente trabalho, consideraremos o Hamiltoniano total dado em (3.203).

p? . g P
H=NH=N ——a—gca+gAa3+g—+g—+—T . (6.1)
4a a a? a

Na equagao (6.1), definimos k£ = 1, a fim de considerar apenas hipersuperficies espaciais
com curvaturas constantes positivas e w = 1/3, que restringem o contetido de matéria do
universo a ser radiacao. A dindmica classica é governada pelas equacoes de Hamilton,
derivadas da equacao (6.1).

Para ter uma ideia do comportamento classico do fator de escala, vamos derivar a
equagao de Friedmann de (6.1). A equagdo de Friedmann é obtida variando a equagao
(6.1), com rela¢do a N, e igualando a equacao resultante a zero. No formalismo ADM, essa
equagao é também conhecida como a equagao do vinculo superhamiltoniano [10]. Agora,

no gauge conforme N = a, temos que:
P, = —2a, (6.2)

onde o ponto significa derivada em relacao ao tempo conforme. Portanto, podemos escrever

a equacao de Friedmann em termos de @, como,
a* 4+ V,(a) =0, (6.3)

onde

Ve(a) = gea® — gpat — g, — % — Pr. (6.4)

O comportamento do fator de escala depende da forma do potencial classico V.(a) (6.4).
Por outro lado, a forma de V.(a) depende dos valores dos parametros presentes nela. Os
parametros g. e Pr sao positivos. O primeiro é positivo porque esta associado a constante
de acoplamento da curvatura e o segundo porque estd relacionado com a densidade de
energia do fluido. Os outros parametros podem ser positivos ou negativos. No presente

trabalho, estudaremos os modelos onde: g, é positivo e g, e gy sao negativos. Para
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essas escolhas, V.(a) (6.4) produz modelos em que o fator de escala é¢ limitado. Em
outras palavras, oscila entre valores maximos e minimos. Esses modelos estao livres da

singularidade do big bang.

6.2 Interpretacao de Muitos Mundos

6.2.1 Equacao de autovalor e método espectral

Para esse modelo a equagdo de Wheeler-DeWitt ¢ dada por (4.4):

1 82 ) A 9s .0
(- Jam 0~ e’ = 0o = & o0, ) =i (0rr), (6:)
onde m = 0 e a nova variavel 7 = —T foi introduzida.

A equagao de Wheeler-DeWitt (6.5) pode ser resolvida escrevendo ¥(a,7) como,
V(a,7) = e n(a) (6.6)

em que 7)(a) depende unicamente de a e satisfaz a equagio de valor proprio

_ d*n(a)
da?

+V(a)n(a) =4 En(a), (6.7)

onde o potencial V(a) é

49,

V(a) = 4gca® — dgna’ — 4g, — — (6.8)

Do mesmo modo que no regime cléssico, o potencial V' (a) da origem a estados ligados.
Portanto, os valores possiveis da energia F na equacao (6.7) desses estados pertencerao a
um conjunto discreto de autovalores E,,, no qual n € {1,2,3,...}. Para cada autovalor E,,
havera um autovetor correspondente 7,(a). A solugdo geral para a equacdo de Wheeler-

DeWitt (6.5) é uma combinacao linear de todos os autovetores,

U(a,7) = Comula)e ™, (6.9)

onde C,, sao coeficientes constantes a serem especificados.
Usaremos o método de Galerkin ou espectral (ME) [55], para resolver a equagao de

autovalor (6.7). Este método ja foi utilizado na cosmologia quantica [56 58| e também
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em diversas areas da relatividade geral classica [59-62]. Uma condigdo importante do
ME é que as funcgoes, que sao solucoes para a equacao que queremos resolver, devem cair
suficientemente rapido para grandes valores da varidvel. Na situacao atual, essa variavel é
o fator de escala a. Levando em conta essa propriedade da solucao, restringimos o dominio
de aa: 0 <a < L, no qual L é um nimero real a ser escolhido adequadamente. Devido
ao comportamento das solugdes para a equacao (6.7), consideraremos aqui as fungoes de
onda que satisfazem a condi¢ao W(0,7) = 0. E conveniente, entio, escolher nossas funcoes

bases para serem fungoes senoidais. Portanto, podemos escrever 7,(a) na equagao (6.7)

n(a) ~ niv:An\/%sin (?) ) (6.10)

em que os coeficientes A, ainda estao por ser determinados, e um numero finito N de

como,

fungoes base foi escolhido. Para o mesmo dominio de @, também usamos a mesma base

para expandir os termos da equagao (6.7),

Via)n(a) = i i Cm,nAm\/%Sin (?) : (6.11)
4n(a) ~ ﬁ: zN: C;mAm\@ sin (?) , (6.12)

m
em que V(a) ¢ dado na equagao (6.8) e os coeficientes Cy,,, e C}, , podem ser facilmente

determinados,

Crnn = %/OL sin <m£ra> V(a) sin <?> da, (6.13)

9 L
Crin = Z/o sin <?> 4sin <$) da. (6.14)

Introduzindo os resultados dados pelas equagoes (6.10)-(6.14) na equacao de autovalor

(6.7) e devido a ortonormalidade das fungoes de base, obtemos,

nim

N N
2
<f) A+ Y ConAn =EY Ol A (6.15)
m=1 m=1
A dltima equagao (6.15), pode ser escrita em uma notagdo compacta como,

C'DA=FEA, (6.16)
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onde C’ é a matriz quadrada de N x N cujos elementos sao dados por (6.14) e D é uma

matriz quadrada de N x N com elementos da forma,

nm\ 2

Dy = (f) Sn + Conn. (6.17)

A solugao para a equagio (6.16) fornece os autovalores e as autofungoes correspondentes

aos estados ligados do nosso modelo de cosmologia quantica.

6.2.2 Valores esperados do fator de escala e desvio padrao

Na presente subsegao, resolvemos a equagao de autovalor (6.7), usando o ME. Para
entender como cada parametro de HL modifica o valor esperado do fator de escala ((a)),
computamos o (a) fixando todos os parametros, exceto um. Esse calculo nos permite
aprender como (a) depende do parametro de HLL que varia. Entdo, repetimos o calculo,
da mesma maneira, para todos os parametros de HL. Nos também estudamos como (a)
depende do ntimero de fungoes base N, presente em 7, (a) (6.10). Consideramos os casos
em que 2 < N < 10. Um ingrediente importante no MS ¢ L. Para melhorar nossos
resultados, calculamos o melhor valor de L para cada valor de um determinado parametro
de HL.

Calculamos o valor esperado do fator de escala utilzando a equacdo (4.6), adaptada

para a presente situacao:
fooo al¥(a,7)|*da

(o) = =% (a, 7)Pda

onde ¥(a, 1) é dado pela equagao (6.9). Para calcular ¥(a, 7), usamos os autovetores 7,(a)

(6.18)

e os autovalores F,,, derivados da equacao (6.7) com o ME. Nos também definimos todos
os coeficientes C,, iguais a um na equagao (6.9).

Como veremos, para todos os parametros de HL e valores de N considerados, (a)
oscila entre valores maximos e minimos e nunca vai a zero. Isso da uma indicacao inicial
de que esses modelos sao livres de singularidades, no nivel quantico. O dominio onde (a)
oscila depende da energia média (E) do pacote de onda considerado. Essa quantidade ¢
especificada pelo nimero N, das fun¢oes base que contribuem para o pacote de onda, e os

autovalores de energia dessas fun¢oes de base N. Podemos melhorar o resultado de que o

(a) nunca vai a zero calculando (a) — o,, onde o, representa o desvio padrao de a. Se essa
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quantidade for sempre positiva como (a), serd uma indica¢ado mais forte de que o modelo
esté livre de singularidades, no nivel quantico. Calculamos (a) — o,, para o modelo atual.

Por definicao, o desvio padrao de a ¢ dado por,
0a =/ (a?) = (a)", (6.19)

onde

fooo a* |Y(a, 7)|*da

Jo [ (a, 7)[*da

() -

e (a)? ¢ dado pelo quadrado da equacio (6.18). Usando a funcio de onda (6.9) e repetindo

(6.20)

alguns procedimentos que fizemos para calcular o (a), calculamos (a) — o, para todos os
parametros de HL e valores de N, considerados. Vamos agora apresentar nossos resultados
sobre como (a) depende dos parametros de HL (g, gr, gs, ga) € N. Os valores dos parame-
tros de HL e de N/, nas figuras abaixo, foram escolhidos para uma melhor visualiza¢ao dos

resultados.

Resultados para g,

Depois de calcular o (a) para varios valores diferentes de g., N e varios intervalos
de 7, deixando os outros parametros de HIL fixos, notamos que essa quantidade oscila
entre valores maximos e minimos e nunca vai a zero. Dando uma indicagao inicial de
que esses modelos estao livres de singularidades, no nivel quantico. Agora, se fixarmos
N, juntamente com os outros parametros de HL e variando g., observamos as seguintes
propriedades de (a): (i) o valor maximo do (a) diminui com o aumento de g.; (ii) a
amplitude de oscilagao para o (a) diminui com o aumento de g.; (iii) o namero de oscilagoes
do (a), em um intervalo de 7 fixo, aumenta com o aumento de g.. Esses comportamentos
podem ser entendidos pela observacao do potencial, que limita o fator de escala. Quando ha
aumento de g., o (a) é forcado a oscilar em uma regiao cada vez menor. Nestas condigoes,
para os N e para os outros parametros de HL fixos, o valor maximo e a amplitude do {(a)
decresce. Além disso, como o dominio em que o (a) oscila estd diminuindo, o nimero de
oscilagoes do (a), para um intervalo de 7 fixo, aumenta. Todas essas propriedades podem

ser vistas nas Figuras 6.1 e 6.2. Cada figura mostra exemplos do comportamento de V' (a) e
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do {a), para dois valores diferentes de g. enquanto o intervalo 7, A e os outros parametros

de HL permanecem fixos.

V(a) V(a)

-120- -100-

Figura 6.1: As figuras mostram o potencial V(a) para g, = —2, g, = 120, g» = 0. Na

esquerda V'(a) usamos g. = 10 e na direita g. = 90.

Na Figura 6.1, £ = —104.592479205836 para g. = 10. Portanto, o dominio onde {(a)
oscila é: [0.3782813789, 1.182224715], que tem o comprimento: 0.8039433361. Por outro
lado, £ = —73.7774376335110 para g. = 90. Portanto, o dominio onde {(a) oscila é:
[0.2184008560, 0.6825577576], que tem o comprimento: 0.4641569016.

LT

0.55

0.9

0.50

0.8
0.45

RN

0.7

Figura 6.2: As figuras mostram o (a) para N' = 2, g, = —2, g, = 120, gy = 0. A esquerda

para o (a) usamos g, = 10 e a direita g. = 90.
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Resultados para gy

Depois de calcular o (a) para varios valores diferentes de g, N e véarios intervalos de
7, deixando fixo os outros parametros de HL, notamos que esta quantidade oscila entre
valores méaximos e minimos e nunca vai a zero. Isso d4 uma indicacao inicial de que esses
modelos sao livres de singularidades, no nivel quantico. Agora, se fixarmos N, juntamente
com os outros parametros de HL, e variar g,, observamos as seguintes propriedades de (a):
(7) o valor méximo do (a) diminui com a diminui¢ao de g,; (i¢) a amplitude de oscilagao
para o (a) diminui com a diminui¢ao de g,; (#47) o ntmero de oscilagaes de (a), para um
intervalo de 7 fixo, aumenta com a diminuicao de g,. Esses comportamentos podem ser
entendidos pela observacao do potencial, que limita o fator de escala. Quando se diminui
ga, 0 {a) é forgado a oscilar em uma regiao cada vez menor. Nessas condi¢oes, para os N
e para os outros parametros de HL fixos, o valor méximo e a amplitude do (a) diminuem.
Além disso, como o dominio em que o (a) oscila estd diminuindo, o nimero de oscilagoes
de (a), para um intervalo de 7 fixo, aumenta. Todas essas propriedades podem ser vistas
nas Figuras 6.3 e 6.4. Cada figura mostra exemplos do comportamento de V' (a) e (a), para
dois valores diferentes de gy, enquanto o intervalo de 7, A e os outros parametros de HL

permanecem fixos.

Al /

-209 -20+

-40+

V(a)
60+

-804

-804

-100 -100q

-120- -120-

Figura 6.3: As figuras mostram o potencial V' (a) para gs = —2, ¢, = 120, g. = 10. Na

esquerda, para V' (a), usamos gy = —1 e a direita gy = —25.

Na Figura 6.3, £ = —103.833980119716 para gy = —1. Portanto, o dominio onde
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(a) oscila é: [0.3676565615,1.137772203], que tem o tamanho: 0.7701156415. Por outro
lado, £ = —95.6220677191430 para gy = —25. Portanto, o dominio onde o (a) oscila é:
[0.2927449802, 0.8679732690], que tem o comprimento: 0.5752282888.

A

0.90

0.85] 0.65

<g> 080 <a> 0,60

0.75
0.554

0651 0.50 u

Figura 6.4: As figuras mostram o (a) para N' = 2, g, = —2, g, = 120, g. = 10. A esquerda

o {a) sendo usado gy = —1 e no lado direito gy = —25.

Resultados para g,

Depois de calcular o (a) para varios valores diferentes de g,, N e varios intervalos de T,
deixando fixo os outros parametros de HL., notamos que esta quantidade oscila entre valores
méaximos e minimos e nunca nunca vai a zero. Isso da uma indicacao inicial de que esses
modelos sao livres de singularidades, no nivel quantico. Agora, se fixarmos N, juntamente
com os outros parametros de HL, e variar g,., observamos as seguintes propriedades para
o0 (a): seu valor maximo, sua amplitude de oscilagao e o nimero de oscila¢oes do (a), para
um intervalo de 7 fixo, nao variam com g,. Quando se muda g,, o tamanho e o posicao do
intervalo em que o (a), é forcado a oscilar, ndo ¢ modificado. Nestas condigoes, fixando
N e os outros parametros de HL, o valor maximo do (a), o nimero de oscilagées do (a) e
sua amplitude nao sao modificados, quando se altera g,. Todas essas propriedades podem
ser vistas na Figura 6.5 e 6.6. Elas mostram exemplos do comportamento do (a), para
dois valores diferentes de g,, enquanto o intervalo de 7, A e o outros parametros de HL
permanecem fixos.

Na Figura 6.5, £ = —18.2104751421654 para ¢, = 40. Portanto, o dominio onde
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20
V(a) ¥(a) -30-
- 404

-204
~504

-60-

-30- -70-

Figura 6.5: As figuras mostram o potencial V(a) para g, = —2, go» = 0, g. = 20. Na

esquerda, usamos para V' (a), g, = 40 e a direita g, = 80.

(a) oscila é: [0.3180954556,0.9941285249], que tem o comprimento: 0.6760330693. Por

outro lado, £ = —58.2104751421655 para g, = 80. Portanto, o dominio onde (a) oscila é:
[0.3180954556, 0.9941285249], que tem o comprimento: 0.6760330693.

085 05

080 080

< 070 < 070

0.60 0.60

0.55 0.55

Figura 6.6: As figuras mostram o {(a) para N’ =2, g, = —2, g» = 0, g. = 20. A esquerda

o (a) usamos g, = 40 e a direita g, = 80.

Resultados para g,

Depois de calcular o (a) para véarios valores diferentes de g,, N e vérios intervalos de
7, deixando fixo os outros parametros de HL, notamos que esta quantidade oscila entre

valores maximos e minimos e nunca vai a zero. Isso d4 uma indicacgao inicial de que esses
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modelos sao livres de singularidades, no nivel quantico. Agora, se fixarmos N, junto com
os outros parametros de HL, e variar g5, observaremos as seguintes propriedades de (a):
(i) sua amplitude de oscila¢cdo e o nimero de oscilagoes do (a), para um intervalo de 7
fixo, nao variam com g; (i) o valor maximo do (a) aumenta com a diminui¢ao de g;.
Esses comportamentos podem ser entendidos observando o potencial, que limita o fator
de escala. Quando se diminui g, o tamanho do intervalo onde o (a), é for¢ado a oscilar,
nao é modificado. Nessas condicoes, para as quantidades N e os outros parametros de HL
fixados, o namero de oscilagaes do (a) e sua amplitude nao sdo modificadas, quando se
altera g;. Por outro lado, quando se diminui g, todo o intervalo em que o (a), é forcado a
oscilar, é deslocado para a direita, onde o fator de escala assume valores maiores. Nessas
condicoes, para as quantidades de N e os outros parametros de HL fixados, o valor maximo
do (a) aumenta, quando se diminui gs. Todas essas propriedades podem ser vistas nas
Figuras 6.7 e 6.8. Cada figura mostra exemplos do comportamento de V' (a) e do (a), para
dois valores diferentes de ¢,, enquanto o intervalo de 7, N e os outros parametros de HL

permanecem fixos.

V(a) ¥(a) -104

-204

-25

Figura 6.7: As figuras mostram o potencial V(a) para gy = 0, g, = 120, g. = 20. Na

esquerda, usamos para V' (a), gs = —20 e na direita g, = —120.

Na Figura 6.6, F = —70.9932768412420 para g, = —20. Portanto, o dominio onde {(a)
oscila é: [0.7192555414,1.390326445], que tem o comprimento: 0.6710709036. Por outro
lado, E = —13.0506261790150 para g, = —120. Portanto, o dominio onde (a) oscila é:
[1.265657001, 1.935350368], que tem o tamanho: 0.669693367.
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0.951

Figura 6.8: As figuras mostram o (a) para N =2, gy =0, ¢, = 120, g. = 20. Na esquerda

para o (a) usamos gs = —20 e na direita g; = —120.

Resultados para N

Se fixarmos todos os parametros de HIL e variarmos N, observamos as seguintes propri-
edades para (a): (i) o valor maximo do (a) cresce com o aumento de N; (ii) a amplitude
de oscilagao para o (a) aumenta com o aumento de A; (iii) o nimero de oscilagoes do (a),
para um intervalo 7 fixo, permanece constante com o aumento de A/. A fim de entender
esses comportamentos, notamos que a energia média associada ao pacote de ondas au-
menta com o aumento de A. Portanto, para valores fixos dos parametros de HL, quando
aumentamos A, o dominio onde o {a) oscila aumenta. Desta forma, o valor méximo e a
amplitude do (a) aumentam. Por outro lado, o resultado de que o nimero de oscilagoes
do (a), para um intervalo 7 fixo, permanece constante, pode ser explicado pelo fato de que
a energia média aumenta, quando se aumenta N, e a energia potencial nao ¢ modificada.
Portanto, nesse caso, a energia cinética aumenta. Isso significa que o (a) vai oscilar mais
rapidamente em uma regiao maior. O resultado mais interessante é que a velocidade de
oscilacao aumenta de tal forma que a frequéncia de oscilacao permanece constante, quando
se aumenta N. Todas essas propriedades podem ser vistas na figura 6.1, que d4 um exem-
plo para o potencial V(a), e as figuras 6.2 e 6.9, fornecem trés exemplos do (a), para os
mesmos valores dos parametros de HL, com valores diferentes de N.

Para g. = 10, com A = 5, temos que E = —95.1047199335060. Por isso que para
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V(a), figura 6.1, o dominio em que o (a) oscila é: [1.551262998, 0.2882899909|, o qual
possui comprimento: 1.262973007. Por outro lado, para g. = 10, com N = 10, temos
que E = —79.2852819937343. Portanto, o dominio em que o {a) oscila é: [2.005428161,
0.2230015536], o qual tem comprimento: 1.782426607. Esses resultados devem ser compa-

rados com os resultados dos exemplos dados nas figuras 6.1 e 6.2, onde g, = 10 e N’ = 2.

Resultados para os desvios padrao

Nos calculamos o (a) — 0,, onde o (a) é dado pela equacao (6.18) e o, pela equagao
(6.19), para diferentes dominios dos parametros de HL (g., g, gs, ga) € valores de N.
Para todos os casos calculados, essa quantidade é sempre positiva. Esse resultado da
uma indicacao mais forte de que os modelos atuais estao livres de singularidades, no nivel
quantico. Quanto ao significado matemético desse resultado, podemos mencionar que se
nossa distribui¢ao fosse normal e se o intervalo fosse (a) &+ o,, em torno do valor médio,
cobriria mais da metade da area sob a distribuigao. Mais precisamente, 68,26% [66]. Dois

exemplos de (a) e (a) — 0,, como uma funcao do tempo, sao mostrados na Figura 6.9.
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Figura 6.9: (a) e (a) — ao, para dois modelos diferentes durante o intervalo de tempo
0 < 7 < 500000. A figura da esquerda é para o modelo com: g. = 90, g, = 120, g» = 0,
gs = —2 e N = 2. A figura da direita ¢ para o modelo com: g5 = —20, g, = 120, gp = 0,
ge = 20 and N = 10.
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6.3 Interpretacao de de Broglie-Bohm

Nesta se¢do, queremos aplicar a interpretagao de de Broglie-Bohm |30, 63| ao atual
modelo. Nossa principal motivacao é comparar os resultados que obteremos com essa
interpretacao com os que obtivemos na secao anterior, em que usamos a interpretacao de

Muitos Mundos.

6.3.1 Trajetérias Bohmianas de a

Usando o pacote de ondas determinado na se¢io anterior pela equagao (6.9), obtemos a
forma polar da fungao de onda. Calculamos as trajetérias Bohmianas de a, para diferentes
valores de todos os parametros de HL. Usamos, aqui, o mesmo procedimento da secao
anterior, a fim de investigar como as trajetorias Bohmianas de a dependem dos parametros
de HL. Fixamos todos os parametros, exceto um, e deixamos esse parametro variar em
uma ampla faixa de valores. Entao, repetimos o cédlculo, da mesma maneira, para todos
os parametros de HL. Estudamos também como as trajetorias Bohmianas de a depende
do namero de fungoes base de N, presente em n,(a) (6.9). Consideramos os casos em
que 2 < N < 10 e muitos valores diferentes de g., ga, ¢», gs € N, encontramos o mesmo
comportamento qualitativo para as trajetorias Bohmianas de a(7), em todos esses casos.
Eles oscilam entre valores méximos e minimos e nunca passam pelo valor zero. Isso significa
que, do ponto de vista quantico, nesses modelos nao ha singularidades, o que confirma o
resultado obtido na secao anterior usando a interpretacao de Muitos Mundos. Do nosso
estudo, também notamos que as trajetorias Bohmianas de a sao, qualitativamente, muito
semelhantes aos correspondentes valores esperados de a. Esse resultado ajuda a verificar
a equivaléncia entre as duas interpretacoes da mecanica quantica. Em seguida, vamos
comparar algumas trajetorias Bohmianas de a, com o correspondente valor esperado de
a. A fim de melhor comparar essas duas interpretacoes da mecanica quantica, usamos
como condigbes iniciais para a(7) em 7 = 0, nas trajetorias Bohmianas de a, os valores

esperados de a em 7 = 0, para os modelos correspondentes.
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Resultados para g.

Para varios valores diferentes de g¢., de N e varios intervalos de 7, deixando os outros
parametros de HL fixos, observamos as seguintes propriedades de a, a partir das trajetorias
Bohmianas de a: (i) o valor maximo de a diminui com o aumento de g.; (i7) a amplitude
de oscilagao de a diminui com o aumento de g¢.; (ii7) o nimero de oscilagoes de a, para
um intervalo de 7 fixo, aumenta com o aumento de ¢g.. Esses comportamentos estao de
acordo com aqueles obtidos, na secao anterior, para o valor esperado de a. Dois exemplos

desses acordos, entre o (a) e as trajetorias bohmianas de a, podem ser vistos nas Figuras

6.2 e 6.10.
0.50
' 0.45
0.9
i
Figura 6.10: As figuras mostram as trajetorias Bohmianas de a para N = 2, g, = —2,

gr = 120, gn» = 0. Na esquerda para a trajetéria Bohmiana de a usamos g. = 10 e na

direita g. = 90.
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Resultados para gy

Para varios valores diferentes de gy, de N e varios intervalos de 7, deixando fixos os outros
parametros de HL, observamos as seguintes propriedades de a, a partir das trajetorias
Bohmianas de a: (7) o valor maximo de a diminui com a diminuic¢ao de ga; (i) a amplitude
de oscilagao para a diminui com a diminuigao de g,; (7i7) o nimero de oscilagoes de a,
para um intervalo fixo de 7, aumenta com a diminuicao de gp. Esses comportamentos
estao de acordo com aqueles obtidos, na secao anterior, para o valor esperado de a. Dois
exemplos desses acordos, entre (a) e as trajetorias bohmianas de a, podem ser vistos nas

Figuras 6.4 e 6.11.

il

0.65

0.84 0.60]

0.55
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0.50
0.6+
; ; ; A 0.45

Figura 6.11: As figuras das trajetorias Bohmianas de a para N = 2, g, = —2, ¢, = 120,

g. = 10. Na esquerda para a trajetoria Bohmiana de a usamos gy = —1 e na direita

gn = —25.
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Resultados para g,

Para varios valores diferentes de ¢,, de N e vérios intervalos de 7, deixando os outros
parametros de HL fixos, observamos as seguintes propriedades de a, das trajetorias Boh-
mianas de a: seu valor maximo, sua amplitude de oscilagao e o ntimero de oscilacoes de a,
para um intervalo de 7 fixo, nao variam com g,. Esses comportamentos estao de acordo
com aqueles obtidos, na secao anterior, para o valor esperado de a. Dois exemplos desses
acordos, entre (a) e as trajetorias Bohmianas de a, podem ser vistos nas Figuras 6.6 e
6.12.
0.854 0.85
0.80 0.80
0.754 0.75
0.704 0.70

0.65 0.65

0.60 0.60

0.551 0.551

Figura 6.12: As figuras das trajetorias Bohmianas de a para N = 2, g, = —2, g» = 0,

g. = 20. Na esquerda para a trajetéria Bohmiana de a usamos g, = 40 e na direita g, = 80.
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Resultados para g,

Para varios valores diferentes de g,, de A/ e varios intervalos de 7, enquanto deixamos os
outros parametros de HL fixos, observamos as seguintes propriedades de a, das trajetérias
Bohmianas de a: (i) sua amplitude de oscila¢ao e o nimero de oscila¢oes de a, para um
intervalo de 7 fixo, nao variam com g;; (i7) o valor maximo de a aumenta com a diminuigao
de gs. Esses os comportamentos estao de acordo com aqueles obtidos, na secao anterior,
para o valor esperado de a. Dois exemplos desses acordos, entre (a) e as trajetorias

Bohmianas de a, podem ser vistos nas Figuras 6.8 e 6.13.

1.551

1.504

1.45
0.94

Figura 6.13: As figuras das trajetorias Bohmianas de a para N = 2, g, = 120, g = 0,
g. = 20. Na esquerda para a trajetéria Bohmiana de a usamos g, = —20 e na direita

gs = —120.
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6.3.2 Potencial quantico de Bohm @

A auséncia de singularidades nos modelos atuais é facil de entender quando se observa
o potencial quantico, equacao (4.21), para esses modelos. Calculamos Q(a, T), para varios
valores dos parametros de HL e de N. Os calculos foram feitos sobre as trajetérias Boh-
mianas de a. Obtivemos () em funcao de 7, bem como em funcao de a. Encontramos o
mesmo comportamento qualitativo de (), em todos esses casos. Inicialmente, considerando
@ em funcao de 7, em 7 = 0, existe uma barreira de potencial (By) que impede que o
valor de a cres¢a mais do que seu valor maximo permitido. Entao, a barreira se torna um
pog¢o por um breve momento e novamente uma nova barreira aparece (B;). B impede
que o valor de a nunca va a zero. Depois de um tempo, Bj se transforma em um poco
por um breve momento e entao outra barreira idéntica a By aparece. Depois disso, @),
periodicamente, se repete. By é diferente de By. By existe por um periodo maior e é menor
que B;. Pode-se interpretar a forma desse potencial da seguinte maneira. Inicialmente, em
7 =0, a estd no seu valor méaximo. Comeca a diminuir, primeiro lentamente, e entao sua
velocidade comeca a aumentar até que a atinja seu valor minimo diferente de zero. Depois
disso, a cresce a partir de seu valor minimo diferente de zero, primeiro rapidamente, e
entao sua velocidade comeca a diminuir até chegar a zero, no valor maximo de a. La,
sua velocidade muda de sinal e a comeca a diminuir mais uma vez, como descrito acima.
Essa dinamica é representada em (), inicialmente, por By, depois o primeiro poco, entao
By e finalmente o outro poco logo apés B;. Depois disso, o movimento de a se repete
periodicamente. Esses modelos nao tém singularidades porque Bj e suas repeticoes perio-
dicas evitam que a nunca va a zero. Para exemplificar esse comportamento, mostramos,
na figura 6.14, o potencial quantico, equagao (4.21), para o modelo com gy = —1, g. = 10,
gr = 120, g = —2 e N = 2. No lado esquerdo dessa figura, mostramos () como uma
funcao do tempo 7. Para uma melhor visualizacao do comportamento de ), escolhemos
um pequeno intervalo de tempo na figura 6.14. No lado direito da figura 6.14, mostramos
() em funcao de a. Nesse caso, podemos ver claramente By e By. Para uma compreensao
mais clara do comportamento de (), é importante observar a trajetoria Bohmiana de a,
para o modelo atual, plotada no lado esquerdo da figura 6.11. A trajetoria bohmiana

mostrada na figura 6.11 é plotada durante o mesmo intervalo de tempo de @), figura 6.14,
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e sua condigao inicial a(7) em 7 = 0, foi obtido a partir do célculo do valor esperado de

a, para o mesmo modelo.

I

3
3

3

3
3

Figura 6.14: Na figura da esquerda, mostramos o potencial quantico () como uma funcgao
do tempo 7. No lado direito da figura, mostramos o potencial quantico ) como uma
funcao do fator de escala a. Para ambas as figuras, o modelo tem os seguintes valores para
os parametros: gy = —1, N' = 2, g, = 10, g, = 120 and g, = —2. O @Q mostrado acima,

corresponde a trajetoria Bohmiana de a apresentado no lado esquerdo da figura 6.11.
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6.4 Consideracoes finais

Para o presente modelo, quantizamos canonicamente um modelo cosmologico homogé-
neo e isotropico de Horava-Lifshitz, com secoes espaciais positivas constantes e acoplado
a radiacao. Consideramos a versao projetavel dessa teoria gravitacional sem a condigao
de equilibrio detalhado. Usamos o formalismo ADM para escrever o hamiltoniano gravi-
tacional do modelo e o formalismo variacional de Schutz para escrever o hamiltoniano do
fluido perfeito. Encontramos a equagao de Wheeler-DeWitt para o modelo. Essa equa-
cao depende de varios parametros. Estudamos o caso onde os valores dos parametros sao
escolhidos, de forma que as solucoes para a equacao de Wheeler-DeWitt sao limitadas.
Inicialmente, resolvemos usando a interpretacao de Muitos Mundos. Usando pacotes de
onda calculados com as solugoes para a equacao de Wheeler-DeWitt, obtemos o valor espe-
rado do fator de escala (a). Mostramos que essa quantidade oscila entre valores maxi-mos
e minimos e nunca vai a zero. HEsse resultado da uma indicacao de que o modelo é livre
de singularidades, no nivel quantico. Melhoramos esse resultado mostrando que, se sub-
trairmos um desvio padrao de um de (a), essa quantidade ainda é positiva. Em seguida,
usamos a interpretacao de de Broglie-Bohm. Calculamos as trajetérias de Bohm para o
fator de escala e mostramos que ele nunca vai & zero. Mostramos que cada trajetoria
esta de acordo com o correspondente (a). Também calculamos o potencial quantico. Essa

quantidade ajuda a entender por que o fator de escala nunca vai a zero.



CAPITULO [

Entropia de von Neumann para um modelo cosmolégico quantico

com fluido perfeito

Esse capitulo tem como objetivo calcular a entropia emaranhada de von Neumann para
um universo num contexto cosmologico, descrito por um pacote de ondas v, que descreve
o estado primordial. Nesse sentido, estudamos a entropia do universo dada através da
entropia emaranhada para um modelo cosmolégico quantico, homogéneo e isotrépico, com
fluido perfeito, estudado na literatura, por meio da interpretacao de de Broglie-Bohm [82].
Nesse modelo cosmologico foi acoplado um fluido perfeito, cuja equacao de estado é dada
por p = wp, onde p é a pressao, p ¢ a densidade e w é uma constante que caracteriza
o tipo de matéria que permeia o espaco. Neste trabalho estudamos o caso da radiacao
(w=+1/3) e o caso da poeira (w = 0) para constante de curvatura k = 0.

Nas sec¢oes 7.1 foi feita uma motivagao para um melhor entendimento sobre a impor-
tancia em se estudar a entropia emaranhada do Universo, por meio da proposta de von
Neumann. Na se¢ao 7.2 foi apresentado o modelo. A secao 7.3 traz os conceitos bésicos da
entropia emaranhada de von Neumann. Nas secoes 7.4 e 7.5, foram calculadas a entropia
emaranhada de von Neumann para o modelo descrito pela RG [82], para o caso em que se

considerou como fluido perfeito a radiacao e posteriormente a poeira. Foi determinada a

88
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entropia emaranhada de von Nemann em func¢ao do fator de escala e em funcao do tempo,
para os fluidos perfeitos de radiacao e poeira, respectivamente. Por fim, apresentamos

nossas conclusoes.

7.1 Motivacao

A questao de como ocorreu a evolucao das estruturas do Universo primordial a partir
de um determinado estado inicial, podem ser conciliadas com as leis da Termodinamica
[26,53,54|.Em especial, pode-se destacar a segunda lei da Termodinamica e o aumento da
entropia do Universo, o qual esta associado com todos os processos irreversiveis englobando
todas as escalas. Isso se deve ao fato, de que a medida que o Universo evolui ao longo
do tempo, ocorrem mudancas, das quais se percebe que este sempre vai da ordem para a
desordem, caracterizando um processo irreversivel, portanto, ocorrendo um aumento na
entropia [67].

Em 1935, Albert Einstein, Boris Podolsky e Nathan Rosen, propuseram um expe-
rimento de pensamento que visava demonstrar que a mecanica quantica descreve uma
realidade fisica incompleta [80]|. Esse artigo deu origem ao famoso paradoxo EPR. Neste
experimento os autores tentam mostrar que a funcao de onda nao contém as informacoes
completas sobre a realidade fisica do sistema, além de apresentar uma discussao da vio-
lacao local causal das leis da Fisica. No paradoxo EPR hé o principio da localidade que
estabelece que processos fisicos que ocorrem em um determinado lugar nao devem ter um
efeito imediato em elementos da realidade em outro local, ou seja, a informacao nunca
pode ser transmitida mais rapidamente que a velocidade da luz sem violar o principio da
causalidade. Nesse sentido, a mecanica quantica para Einstein, nao era uma teoria quan-
tica errada, mas incompleta. Dessa maneira, ele considerava que para se ter uma teoria
completa e capaz de fazer as mesmas previsoes que a mecanica quantica, esta deveria pos-
suir varidveis adicionais, que foram chamadas de varidaves ocultas. Outro ponto que pode
ser destacado com o paradoxo EPR é o fenomeno do emaranhamento, expressao elaborada
por Erwin Schrodinger. O resultado de uma medicao realizada em uma parte do sistema

quantico pode ter um efeito instantaneo no resultado de uma medicao realizada em outra
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parte, independentemente da distancia que separa as duas partes, quando as medicoes
forem realizadas em sistemas que estdo emaranhados [81|. Portanto, sempre havera uma
correlagao entre os resultados e o resultado global, sendo bem definidos para o conjunto.
Em 1964, John S. Bell por meio dos principios do realismo e da localidade, formulou um
teorema, o qual é demonstrado através de desigualdades, conhecidas por desigualdades
de Bell [85,86]. Nesse teorema, as desigualdades de Bell sao satisfeitas por teorias que
respeitam os principios do realismo e da localidade. Na década de 1970, foram realizados
diversos experimentos |87, 88|, em especial, quando os testes foram feitos com sistemas
quanticos, verificou-se a violacao das desigualdades de Bell, levando muitos cientistas a
aceitarem a existéncia do emaranhamento quantico.

Essa discussao sobre os fundamentos da mecanica quantica gerou uma grande curiosi-
dade entre os fisicos, inspirando vérias propostas de interpretacao, entre elas, destacamos
a interpretagao de de Broglie-Bohm discutida no capitulo 4. [28,63|. Nessa interpretagao,
a particula é guiada por uma fase que depende apenas das coordenadas sobre ela, portanto
descrevendo trajetérias no espaco de fases para cada variavel dindmica, conhecidas como
trajetérias de Bohm. A evolucao desse sistema ¢ devido a presenca do potencial quan-
tico que surge de forma natural da equagao de Wheeler-DeWitt. O potencial quantico
ajuda explicar como o fator de escala de muitos modelos cosmolégicos quanticos nunca
vao a zero [23,82|. Essa é uma das interpretagoes alternativas para a fungao de onda do
Universo utilizadas na cosmologia quantica, pois a interpretacao de Copenhague assume
que o processo fundamental de medida de tudo que esta incluso no Universo ocorre fora
do mundo quantico, ou seja, fora do Universo [27|. Essa interpretagao possui um aspecto
interessante, pois ao se tratar do estudo do Universo e este por definicao, abrange tudo, os
conceitos probabilisticos nao podem ser aplicados, os experimentos nao podem ser repeti-
dos para esse sistema. A intrepretacao de de Broglie-Bohm faz uso da noc¢ao de trajetoria
a(t) sendo aplicada a varios modelos de cosmologia quantica com grande sucesso |23,68,69|.
Em muitos desses trabalhos, o fator de escala é calculado e é mostrado que nunca vai a
zero. Esse resultado é um forte indicio que esses modelos estao livres de singularidades no
nivel quantico.

Por outro lado, temos a Mecanica Estatistica emergindo como uma teoria que trata
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de sistemas classicos que possuem uma quantidade muito grande de particulas, de tal
maneira que é impossivel resolver todas as equacgoes de movimento e mesmo que isso
fosse possivel, a interpretacao dos resultados seria uma tarefa complicada. Assim, para se
estudar a termodinamica desses sistemas, torna-se conveniente associar uma distribuicao
de probabilidades para as configuracoes microscopicas e as grandezas fisicas mensuréveis
serao entendidas como valores médios sobre essa distribuicao. Em 1927, von Neumann
introduziu uma extensao do conceito de entropia para a mecanica quantica com o intuito de
caracterizar a incerteza sobre o estado de um sistema quantico. A grandeza fisica entropia
passou a ser entendida como a medida da incerteza em relacao ao estado de um sistema
fisico, sendo que esses estados podem apresentar diferentes probabilidades [89]. Nesse
sentido, a entropia emaranhada de von Neumann pode trazer informacoes interessantes do
Universo primordial, ao ser interpretada como um canal de comunicagao |70|. A entropia
de von Neumam ja tem sido aplicada a alguns anos com sucesso na cosmologia [71,73-75].

Vamos considerar que temos um sistema dado por uma regiao espacial esférica, em
que a parte observavel para um dado tempo t estard necessariamente limitada por um
raio ap. Esse sistema serd subdividido em dois subsistemas A e B, como pode ser visto
na figura 7.1. O subsistema A estd contido na regiao interna ao raio ap, enquanto que
o subsistema B é toda a regiao restante. Podemos escrever o espaco de Hilbert total H,
como o produto direto dos espagos de Hilbert dos dois subsistemas A (Ha) e B (Hp):
H =Hs® Hp [75]. O observador que tem acesso somente ao subsistema A sentird como
se o sistema total fosse descrito pela matriz densidade reduzida p,4 = trgpie, onde o traco
de piot € tomado apenas sobre os elementos do espaco de Hilbert Hp. Assim a entropia
do subsistema A pode ser definida como a entropia de von Neumann da matriz densidade

reduzida p4, como sendo S = —trpsInpa.

7.2 Modelo cosmologico

No presente trabalho estudamos um modelo cosmologico quantico, homogéneo e
isotropico, do tipo Friedmann-Robertson-Walker (FRW). A matéria desse modelo é des-

crita por um fluido perfeito, cuja equacao de estado é dada por p = wp, onde p é a



92

inf

QD

B

Figura 7.1: Regiao espacial esférica dividida em dois subsistemas A e B.

pressao, p ¢ a densidade de energia e w ¢ uma constante que caracteriza o tipo de matéria
que permeia o espaco. O modelo foi descrito em sua forma Hamiltoniana, utilizando-se
o formalismo ADM |[76], e a matéria foi introduzida através do formalismo variacional de
Schutz [77,78]. O super-Hamiltoniano que descreve esse modelo, pode ser obtido a partir
da equacao (3.203). Para isso, os parametros gy = g, = gs = 0 e g, assumindo um valor

apropriado, obteremos que o super-Hamiltoniano serd dado por:

P2 Pr

onde a é o fator de escala, T' é uma variavel associada ao fluido e P, e Pr sao os momentos
canonicamente conjugados das variaveis a e T, respectivamente. Foi usado o gauge N =
a*. O parametro k define a curvatura da secio espacial, tomando os valores 0, 1, -1 para
a curvatura do Universo plano, esférico ou hiperbolico, respectivamente.

Impondo as condicoes de quantizacao padrao para o momento candnico, podemos
reescrever a equagao (7.1) na sua forma operatorial e exigindo que ela aniquile a fungao

de onda 9 g(a,t), obtemos a seguinte equacao de Wheeler-DeWitt:

0 )
(@ — 144ka® + i24a13“§) Yp(a,t) = 0. (7.2)

A fungao de onda ¥g(a,t) depende apenas do fator de escala a e de uma variavel cano-
nica associada ao fluido, que no formalismo variacional de Schutz desempenha um papel
de tempo. Por simplicidade, nos redefinimos que 7" = —t. A equagao (7.2) pode ser

solucionada por separacao de variaveis. Para k = 0, tém-se que a solucao geral é dada
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por [82]:

A VIOE  30-w VIOE  s0-w)
_ _—iFEt EACL DA Sl—w)
@Z}E(a, t) =€ \/6 [Cljs(llw) < ) 2 + 02Y3(11—w) —3(1 — w) a 2 .

—a
3(1—w
Como as solugoes estacionarias encontradas nao possuem uma norma finita, foi cons-

truido um pacote de ondas com a superposicao das solugoes com o intuito de obter funcoes

de onda que descrevam estados fisicos. Assim, o pacote de ondas possui a forma [82]:

3(1—w)
e 4B

V(a,t) = a———5=55,
(—2B)iS

(7.3)

onde B =~ — z%(l —w)?t e v € uma constante positiva arbitraria. A fungao de onda dada
por (7.3) pode ser escrita na forma polar, ¥ (a,t) = R(a,t)e’>@) onde R(a,t) e S(a,t)

sao fungoes reias. Reescrevendo a equagao (7.3) na sua forma polar, obtemos:

3 2 7% ,YaS(l—w)
R(a,t) = |49*+ (E) (1—w)*? a exp{ — 5 ,(7.4)
12+ (3) (1 -wpe]
1 — 2 3(1-w) 4 — 1— 2
Sat) = —oo Mm@V el U3 e [EM} | (7.5)
128 [72 + (3%) (1- w)4t2] 3(1 —w) 32 o

Em seguida, utilizaremos a interpretacao de de Broglie-Bohm |63| para o estudo da
fungao de onda 1(a,t) do Universo.

A trajetoria de Bohm a(t), a qual descreve o comportamento do fator de escala, pode
ser obtida por P, = 0S(a,t)/da, equacao (4.12), onde P, é 0 momento linear da particula
a. Essa equa¢ao mostra que a particula é guiada por uma fase S(a,t) que apenas depende
das coordenadas sobre ela. No modelo estudado temos que, P, = —12aa/N, onde o ponto
¢ uma derivada com respeito ao tempo e N = a*. Utilizando a equagao (4.12) e fazendo

os calculos encontramos que:

o= (“3:2_1) (asé‘;’ t>> , (7.6)

ao substituir a equagao (7.5) na expressao (7.6) e integrar em relagdo ao tempo, teremos

para este modelo que a trajetéria de Bohm sera dada por:

a(t) = co

3\ 2 ey
() a-wre| (77)

onde ¢y € uma constante de integracao.
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7.3 Entropia de von Neumann

Agora, vamos calcular a entropia de von Neumann para esse modelo cosmolégico
quantico, para isso serd utilizado a defini¢do de entropia de von Neumann |90| para o

subsistema A como sendo,

S(ap) = —trpa(a)Inps(a) = — /aD pa(a)lnpa(a)da, (7.8)

ag

onde pa(a) é a matriz densidade reduzida. O subsistema A esté localizado entre um valor
inicial do fator de escala ag até o raio da regiao espacial esférica ap. Dessa forma, devemos
integrar a matriz densidade reduzida p4(a) multipilcada pelo seu logaritmo em relagdo a
um elemento infinitesimal do fator de escala que esta no intervalo de ag até um ap.

A matriz densidade reduzida pa(a) sera dada por:

Qin f
pa(@) = trppro(a) = / Pros(@)da, (7.9)

ap

onde o trago sobre o subsistema B corresponderd a integracao da quantidade pyn(a) em
relacao a um elemento infinitesimal do fator de escala que esta no intervalo entre o raio da
regiao espacial esférica ap até um a;,¢, sendo que este a;,r assume um valor grande para

o fator de escala. A quantidade pi(a) é dada por:

Prot(@) = [1b(a))((a)l,

que para o caso em que a funcao de onda esté escrita em sua forma polar, teremos apenas:

Pior(a) = R(a) - R(a). (7.10)

7

A quantidade R(a) é uma funcdo apenas de a. Ela é obtida a partir de R(a,t), equacio
(7.4), ao se substituir ¢ como fun¢do de a com a ajuda da trajetoria de Bohm, equagao
(7.7). Fazendo isso, obtemos:

3(1-w) _G%I—SZ) 3(1—w)
a _ 7%
R(a) = [4 (—) ] ae” T . (7.11)

Co

Com a obtengao da equagao (7.11), escrita em termos apenas do fator de escala, sera
possivel determinar a matriz densidade reduzida e assim calcular a entropia emaranhada
de von Neumam para os casos da radiagdo (w = +1/3) e da poeira (w = 0), os quais serdo

apresentados a seguir.
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7.4 Radiagao (w=1/3)

No presente modelo estudado, vamos considerar o caso da radiacdo (w = 1/3).

Assim podemos reescrever a equagao (7.11) como sendo:

R(a) = [4 (%)2] K a2, (7.12)

A partir da equagao (7.12) podemos determinar a equagiao dada por (7.10), obtendo:

1 2 2
3 (e‘ﬂc())
goT. (7.13)

pt?ot(a/) =

Calculando a matriz reduzida dada pela equagao (7.9), teremos:

by, C% 1 5 ? Cg L, ?
pata) = [ putarda = Foxp (~368) mlang) - Lexo (1) mian). (r1)

ap
onde a;,f ¢ 0 valor maximo assumido pelo fator de escala.

Assim a entropia de von Neumann dada pela equacao (7.8), é:

ap [ .3 1 2 3 1 2
S(ap) = —/ goexp (—nycg> In(a;,s) — goexp (—Z’ycg) In(ap) | x
ag
Cg L ? Cg I, ?
In 3P — 7% In(aj,f) — 3P {77 In(ap) | | da, (7.15)

que nos fornece:

S(ap) — —%exp (—%’ycg) A(ay — ap) x
{m {exp (—%’y@%) ¢ (In(ag) — ln(aD))} - 3111(2)} «
(= In(agy) + In(ap)] . (7.16)

esta é a expressao da entropia em funcao do fator de escala ap.

No presente modelo temos os seguintes parametros que podem ser variados ag, cg € 7.
Na verdade, os parametros ag, ¢y € v sao relacionados pela trajetoria de Bohm, equagao
(7.7), no instante ¢ = 0. Dessa forma, consideraremos como parametros livres somente
co € 7. Fizemos um estudo extenso variando esses parametros e chegamos nas seguintes

conclusoes. Fixando ¢y e aumentando 7y, temos que a entropia diminui. Um exemplo desse
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comportamento pode ser visto nos graficos dados pela figura 7.2. Para o caso em que
o parametro v é mantido fixo e aumentando ¢y, temos que a entropia aumenta, com o

aumento de ¢g. Um exemplo desse comportamento pode ser visto nos graficos dados pela

figura 7.3.
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Figura 7.2: Diminui¢ao da entropia S(ap) mantendo cq fixo e aumentando ~. No gréfico
a esquerda os valores dos parametros sao ¢o = 1, v = 1/4, ag = 1/4 e a;,y = 14345. No

gréfico a direita os valores dos parametros sao ¢y = 1, v =1, ag = 1 e a;,y = 14345.
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Figura 7.3: Aumento da entropia S(ap) mantendo v fixo e aumentando ¢y. No gréfico a
esquerda os valores dos parametros sao ¢o = 1/6, v =1/2, ag = 1/12 e a;,y = 14345. No

grafico a direita os valores dos parametros sao co = 1/2, v =1/2, ag = 1/4 e a;,y = 14345.
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Para obtermos a entropia em funcao do tempo, vamos considerar que a expressao que
descreve a evolucao do fator de escala de uma regiao espacial esférica para o caso da

radiagao (w = 1/3), de acordo com a equacao (7.7), pode ser escrita como:

ap(t) = co {72 + (5—;6) t2} : : (7.17)

Substituindo a equagao (7.17) na equagao (7.16), podemos obter a entropia em funcao do

tempo, a qual é dada por:

1 1
Sit) = ~ 193 <——vc§> ch (CO\/576’)/2 + 12 — 24a0> X

2

{ In {exp (—%703) ch (ln(amf) +31In(2) +In(3) — In (%\/W))} —
31n(2)} [ln <co\/m) — In(ains) —3In(2) — ln(S)] : (7.18)

Fizemos o mesmo estudo para a variacao das constantes e vimos que a entropia dada
pela equacao (7.18) possui as mesmas propriedades dos casos estudados anteriormente. E
importante ressaltar que para todos esses casos estudados o resultado dado por (7.18) é

sempre uma funcao crescente do tempo.

7.5 Poeira (w=0)

Para o caso da poeira (w = 0), teremos a equagao (7.11) sendo dada por:

_2
3

R(a) = [4 (3>3] a2, (7.19)

Substituindo a equagao (7.19) na equagao (7.10), temos:

1..3
g (79)
2
Pior@) = A= (7.20)
Para determinar a matriz densidade reduzida dada em (7.9) utilizaremos a equagao (7.20),

obtendo:

(7.21)
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onde a;, s € o valor maximo assumido pelo fator de escala.

Assim a entropia de von Neumann dada em (7.8), pode ser escrita como:

2 2
1.3 1.3
ap A (e 4'YCO> A (e 4760>
0 0
Stap) = - [
ay

— — . X
. 28/3 Qinf + 28/3 ap
2 2
§ (g ()
In| — d 7.22
o TR iy T 583 o @, (7.22)

que nos fornece:

1 céﬁexp (—%703) (ap — Ging)

S(ap) = 21 P X
4 1.3 1
[81n(2)—3ln (—COeXp( %) (ap amf))](—aDmO% (7.23)
Qinfadp

esta é a expressao da entropia em funcao do fator de escala ap para o caso da poeira.

Para esse caso em que se considerou a poeira como fluido, também foi feita uma analise
para os valores dos parametros da teoria da mesma forma como para o caso em que se
tinha radiagao. Obtemos os seguintes resultados. Inicialmente matendo cy constante e
diminuindo 7, temos que a entropia em fungao de ap aumenta, veja a figura 7.4. Se

fizermos ~ constante e diminuirmos ¢y, a entropia em fungao de ap diminui,veja a figura

7.5.
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Figura 7.4: Aumento da entropia S(ap) mantendo ¢y e a;,y fixos e variando ~y. No gréfico

a esquerda os valores dos parametros sao co =1, v =1, ap = 1 e a;,y = 14345. No gréafico

a direita os valores dos parametros sio ¢y = 1, v = 1/100, ag = (1/100)%/% e a;,,; = 14345.
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Figura 7.5: Diminui¢ao da entropia S(ap) mantendo 7y e a;,s fixos e variando ¢y. No

grafico a esquerda os valores dos parametros sdo co = 1/2, v = 1/2, ag = (1/2)0/%) e

ainp = 14345. No gréfico a direita os valores dos parametros sao ¢y = 1/6, v = 1/2,

ag = (1/6)(1/2)%/3 e a;n; = 14345.

Assim como feito para o caso da radiacao, vamos determinar a entropia emaranhada

em fungao do tempo para o caso da poeira. Podemos reescrever a equagao (7.7) como
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sendo:

ol

ap(t) = co [72 + (%) tQ] " (7.24)

Substituindo a equagdo (7.24) na equagao (7.23), obtemos a entropia emaranhada em

funcao do tempo para o caso da poeira, a qual é dada por:

1
S(t) = —aeh2t [co(4096»y2 +3612)5 — 16%4 [00(409672 +3612)5 — 16&0} X
1 caexp (—%fycg) (00(409672 + 36t2)% = 16amf>
exp (——703) 8In(2) —3In |— ; X
2 Qi (109672 + 36t2)3
1
(7.25)

iny (409672 4 3612)5
Também fizemos um estudo detalhado para a variacao das constantes e vimos que a
entropia dada pela equagao (7.25) possui as mesmas propriedades dos casos estudados
anteriormente para a poeira. Concluimos que para todos esses casos estudados o resultado
dado por (7.25) é sempre uma fungao crescente do tempo. Percebemos também que a
entropia emaranhada para o caso da poeira cresce mais rapidamente do que para o caso

da radiacao.

7.6 Consideracoes finais

Neste trabalho estudamos a entropia do universo dada pela entropia emaranhada de
von Neumann para um modelo cosmologico quantico, homogéneo e isotropico, com fluido
perfeito, estudado na literatura, por meio da interpretacao de de Broglie-Bohm. Nosso
objetivo foi calcular a entropia emaranhada e analisar uma conexao com a segunda lei da
Termodinamica. Nesse modelo cosmolégico foi acoplado um fluido perfeito, cuja equacao
de estado ¢ dada por p = wp, onde p é a pressao, p ¢ a densidade de energia e w é
uma constante que caracteriza o tipo de matéria que permeia o espaco. Neste trabalho
estudamos o caso da radiacao (w = +1/3) e da poeira (w = 0) para constante de curvatura
k = 0. Determinamos a entropia emaranhada de von Neumann para cada tipo de fluido e
percebemos que estas crescem com o tempo, sendo valida a segunda lei da Termodinamica

para este modelo. Para o cdlculo da entropia emaranhada usamos a expressao da entropia
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de von Neumann, sendo que a matriz densidade foi construida através de um pacote
de fungoes de onda devido a superposi¢ao das solugoes da equagao de Wheeler-DeWitt
dependente do tempo. A entropia emaranhada obtida para o caso da poeira cresce mais

rapidamente do que a entropia emaranhada para o caso da radiacao.



CAPITULO 8

Conclusdes

Ao longo do desenvolvimento dessa tese, foram obtidos trés resultados, dois desses
relacionados ao modelo de HL, sendo um para o modelo de HL simplificado para o inicio
do Universo e o segundo para um modelo de HLL mais geral. Nesses modelos a matéria ¢
descrita por um fluido perfeito de radiacao. Mostramos que esses modelos cosmologicos de
gravitacao de Hotava-Lifshitz sao livres de singularidades. Nessa tese determinamos ainda
a entropia emaranhada de von Neumann para um modelo de cosmologia quantica baseado
na RG. Foram estudados dois casos em que o espaco-tempo é homogéneo e isotropico e
a matéria ¢ descrita por um fluido de radiagao, no primeiro caso, e de poeira no segundo
caso. Para determinarmos a entropia emaranhada como uma fungao apenas do fator de
escala utilizamos a trajetoria de Bohm para essa quantidade. Verificamos que esta é uma

funcao crescente estando em acordo com a segunda lei da Termodinamica.

Referentes ao capitulo 5

Neste trabalho, consideramos a interpretacao de Muitos Mundos e a de de Broglie-Bohm

de um modelo quantico da teoria geométrica de Hotava-Lifshitz na presenca de um fluido

102
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perfeito de radiacao, para um caso simplificado em que g. = go = g, = 0. Calculamos o
valor esperado do fator de escala e a trajetéria de Bohm para o fator de escala. Ajustando
os parametros, mostramos que as expressoes para essas duas quantidades sao as mesmas
e que nunca vao para zero. FKsse resultado da uma forte indicacao de que esse modelo
é livre de singularidades no nivel quantico. Foram analisados trés casos para diferentes
valores de k e g,: (i) —4kgs < 0, (ii) —4kg, = 0 e (iii) —4kg, > 0. E importante notar que
para o caso (i) (a) ou a(7’) sera real apenas se a condicdo 1 — 4kgs > 0 é satisfeita. Essa
restri¢ao, nos valores do parametro gs, para o caso (i), mostra as limitagoes da presente
simplificagao utilizada para obter a solugao (5.5). Se o valor de g, for fixado tal que —4kg,
tenha o mesmo valor absoluto, para os casos (i) e (iii), obtém-se que: (a) e a(T") sempre
tem o maior ay para o caso (iii), o proximo para o caso (ii) e finalmente para o caso (i).
Também ¢é possivel ver que: (a) e a(T') sempre contrai e expande mais rapidamente para
o caso (iii), o proximo para o caso (ii) e finalmente para o caso (i). Esses resultados estao
de acordo com o modelo classico correspondente [18].

Também foi calculado o potencial quantico. Essa quantidade ajuda a entender por que
o fator de escala nunca desaparece. Para Q(T'), equagao (5.19), descobrimos que para os
trés casos considerados acima: (i) —4kg, < 0, (i) —4kgs = 0 e (iii) —4kgs > 0, Q(T)
é positivo e finito em T' = 0, diminui a medida que o valor absoluto de 7" aumenta e
vai assintoticamente para zero quando T — 400, para todos os valores possiveis de g
(dependendo de cada caso). Note que, para o caso (i) —4kg, < 0, observando o potencial
classico V(a,T), equagao (5.18), temos que V(a,T) d& origem a um pogo de potencial
quando 7' — 0. O potencial efetivo, que é dado pela soma de V(a,T), equacao (5.18)
com Q(a,T), equagao (5.19), é positivo e finito em 7" = 0, diminui & medida que o valor
absoluto de T aumenta e vai assintoticamente para zero quando 1" — +00, para todos os
possiveis valores de g;. Para o caso (ii) —4kgs = 0, o potencial classico V(a,T'), equagao
(5.18), é zero. Para esse caso, o modelo se torna semelhante a um modelo correspondente
em CQ baseado na RG acoplado a um fluido perfeito para radiagdo. A interpretacao de de
Broglie-Bohm desse modelo jé foi tratada na Ref. [82] e seus resultados estao de acordo com
os nossos. Para o caso (iii) —4kgs > 0, observando o potencial classico V(a,T), equagao

(5.18), notamos que V(a,T), juntamente com Q(a,T’), também produz uma barreira de
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potencial que impede que o valor do fator de escala passe por zero, em T = (0. Portanto,
para os trés casos, haverd uma barreira de potencial, em 7" = 0, que impede que o valor

do fator de escala passe por zero.

Referentes ao capitulo 6

No presente trabalho, quantizamos canonicamente um modelo cosmolégico homogéneo
e isotropico de Horava-Lifshitz, com secoes espaciais de curvatura positiva e acoplado a
radiacao. Consideramos a versao projetdavel dessa teoria gravitacional sem a condicao de
balancgo detalhado. Usamos o formalismo ADM para escrever o hamiltoniano gravitacional
do modelo e o formalismo variacional de Schutz para escrever o hamiltoniano do fluido per-
feito. Encontramos a equacao de Wheeler-DeWitt para o modelo. Essa equacao depende
de varios parametros provenientes da teoria HL. Nos estudamos o caso onde os valores dos
parametros de HL sao escolhidos, de tal forma que as solucoes para a equacao de Wheeler-
DeWitt sao limitadas. Inicialmente, utilizamos a interpretacao de Muitos Mundos da
mecanica quantica. Usando pacotes de ondas calculamos com as solugoes da equacao de
Wheeler-DeWitt, o valor esperado do fator de escalar (a). Mostramos que essa quantidade
oscila entre valores méximos e minimos e nunca chega a zero. Esse resultado d4 uma indi-
cacao de que o modelo é livre de singularidades, no nivel quantico. Fizemos esses calculos
para todos os parametros do modelo de HL, variando um desses parametros e mantendo
os demais fixos. Obtivemos os seguintes resultados. Para o paramtero ¢, variando temos
que {(a): (i) o valor maximo do (a) diminui com o aumento de g.; (i7) a amplitude de
oscilagao para o {a) diminui com o aumento de g.; (i74) o nimero de oscilagoes do (a), em
um intervalo de 7 fixo, aumenta com o aumento de g.. Esses comportamentos podem ser
entendidos pela observacao do potencial, que limita o fator de escala. Quando ha aumento
de g., o (a) é forgado a oscilar em uma regiao cada vez menor. Nestas condigoes, para o0s
N e para os outros parametros de HL que foram fixados, o valor maximo e a amplitude do
(a) decresce. Além disso, como o dominio em que o (a) oscila estd diminuindo, o nimero
de oscilagoes do (a), para um intervalo de 7 fixo, aumenta. Para o paramtero g, variando

temos que (a): (i) o valor maximo do (a) diminui com a diminuigao de g,; (i) a amplitude
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de oscilagao para o {a) diminui com a diminui¢ao de gx; (i74) o numero de oscilacaes de
(a), para um intervalo de 7 fixo, aumenta com a diminuigao de g,. Esses comportamentos
podem ser entendidos pela observacao do potencial, que limita o fator de escala. Quando
se diminui gy, o (a) é forgado a oscilar em uma regiao cada vez menor. Nessas condigoes,
para os N e para os outros parametros de HL fixos, o valor maximo e a amplitude do {(a)
diminuem. Além disso, como o dominio em que o (a) oscila estd diminuindo, o nimero
de oscilagoes de (a), para um intervalo de 7 fixo, aumenta. Para o parametro g, variando
temos que (a): seu valor méximo, sua amplitude de oscilagao e o nimero de oscilagoes do
(a), para um intervalo de 7 fixo, nao variam com g,. Quando se muda g,, o tamanho e o
posi¢ao do intervalo em que o (a), é for¢ado a oscilar, ndo é modificado. Nestas condigoes,
fixando A e os outros parametros de HL, o valor maximo do (a), o nimero de oscilagoes
do (a) e sua amplitude nao sdo modificados, quando se altera g,. Para o paramtero g,
variando temos que (a): (i) sua amplitude de oscilagao e o numero de oscilagoes do (a),
para um intervalo de 7 fixo, ndo variam com g; (i¢) o valor maximo do (a) aumenta com
a diminuicao de gs. Esses comportamentos podem ser entendidos observando o potencial,
que limita o fator de escala. Quando se diminui gs, o tamanho do intervalo onde o (a), é
forcado a oscilar, nao é modificado. Nessas condicoes, para as quantidades N e os outros
parametros de HL fixados, o naumero de oscila¢oes do (a) e sua amplitude nao sao modi-
ficadas, quando se altera g,. Por outro lado, quando se diminui g,, todo o intervalo em
que o {(a), é forcado a oscilar, é deslocado para a direita, onde o fator de escala assume
valores maiores. Nessas condicoes, para as quantidades de N e os outros parametros de
HL fixados, o valor méaximo do (a) aumenta, quando se diminui g;. Melhoramos esse
resultado mostrando que se subtrairmos um desvio padrao de a de (a), essa quantidade
ainda é positiva. Fizemos esse procedimento para todos os parametros do modelo de HL.
Também analisamos o caso em que variamos o A/ mantendo os demais paramteros fixos.
Observamos as seguintes propriedades para o (a): (i) o valor maximo do (a) cresce com o
aumento de N (ii) a amplitude de oscilagao para o (a) aumenta com o aumento de N;
(74) o namero de oscilagoes do (a), para um intervalo de 7 fixo, permanece constante com
o aumento de A. Usamos também na andlise desse modelo de HL, a interpretacao de de

Broglie-Bohm. Primeiro, calculamos as trajetérias Bohmianas de a, para muitos valores
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diferentes dos parametros de HL e de A/. Mostramos que a, para todas essas trajetorias,
oscila entre valores maximos e minimos e nunca chega a zero, de acordo com o comporta-
mento do valor esperado de a. Fomos, também, capazes de avaliar como essas trajetorias
dependem dos parametros de HL e de N. Comparamos as trajetorias Bohmianas de a
com o (a) e mostramos que eles concordam, para os modelos correspondentes. Finalmente,
calculamos o potencial quantico (), para muitos valores diferentes dos parametros de HL
e de V. Obtivemos @ em func¢ao de 7, bem como em funcao de a. Encontramos o mesmo
comportamento qualitativo de (), em todos esses casos. Inicialmente, considerando () em
fungao de 7, em 7 = 0, existe uma barreira de potencial (Bj) que impede que o valor de
a cresca mais do que seu valor maximo permitido. Entao, a barreira se torna um poco
por um breve momento e novamente uma nova barreira aparece (Bp). Bj impede que o
valor de a va a zero. Depois de um tempo, B se transforma em um poc¢o por um breve
momento e entao outra barreira idéntica a By aparece. Depois disso, (), periodicamente,
se repete. By é diferente de By. By existe por um periodo maior e é menor que Bj. Pode-se
interpretar a forma desse potencial da seguinte maneira. Inicialmente, em 7 = 0, a esta
no seu valor maximo. Comeca a diminuir, primeiro lentamente, e entao sua velocidade
comeca a aumentar até que a atinja seu valor minimo diferente de zero. Depois disso, a
cresce a partir de seu valor minimo diferente de zero, primeiro rapidamente, e entao sua
velocidade comeca a diminuir até chegar a zero, no valor méximo de a. L4, sua velocidade
muda de sinal e a comeca a diminuir mais uma vez, como descrito acima. Essa dinamica é
representada em (), inicialmente, por By, depois o primeiro poco, entao B; e finalmente o
outro poco logo apés B;. Depois disso, o movimento de a se repete periodicamente. Esses
modelos nao tém singularidades porque Bj e suas repeticoes periddicas evitam que a va a
zero. Mostramos como essa quantidade ajuda a entender por que o fator de escala nunca

desaparece, no modelo cosmolbgico atual de HL.

Referentes ao capitulo 7

Nestre trabalho calculamos a entropia emaranhada de von Neumann para um modelo

cosmologico quantico, homogéneo e isotrépico, para k = 0 e para dois tipos de fluidos per-
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feitos, radiacao e poeira. Este modelo foi estudado na literatura, por meio da interpretacao
de DeBroglie-Bohm [82|. Neste trabalho [82], os autores encontraram a funcao de onda
que descreve o Universo, construindo um pacote de fungoes de onda por meio da super-
posicao das solugoes da equagao de Wheeler-DeWitt, dependente do tempo. Conseguiram
expressar essa quantidade em sua forma polar assim como determinaram a trajetéria de
Bohm, que descreve a evolugao do fator de escala ao longo do tempo.

A partir desses resultados, calculamos a entropia emaranhada de von Neumann, por
meio da matriz densidade, a qual foi construida através do pacote de funcoes de onda
dado pela superposicao das solucoes da equacao de Wheeler-DeWitt. Determinamos a
expressao da entropia emaranhada para os dois tipos de fluidos e observamos que as duas
funcoes sao crescentes ao longo do tempo, sendo que a entropia emaranhada para o caso
em que se tem poeira, cresce mais rapidamente do que para a radiacao. Foram feitos
também, estudos detalhados dos parametros desses modelos de radiacao e poeira com
intuito de analisar a influéncia desses sobre o comportamento da entropia emaranhada de
Von Neumann. Vimos que a entropia emaranhada para o caso em que se considerou como
fluido perfeito a radiacao, depende dos seguintes parametros que podem ser variados ayg,
co € 7. Percebemos que, os parametros ag, ¢y e v estao relacionados pela trajetoria de
Bohm, equagao (7.7), no instante ¢ = 0. Dessa forma, consideraremos como parametros
livres somente ¢y e 7. Fizemos um estudo extenso variando esses parametros e chegamos
nas seguintes conclusoes. Fixando ¢y e aumentando v, temos que a entropia diminui. Para
0 caso em que o parametro v ¢ mantido fixo e variando ¢y, temos que a entropia aumenta,
com o aumento de ¢y. Fazendo essa mesma anélise para o caso da poeira, obtemos os
seguintes resultados. Concluimos que matendo ¢y constante e diminuindo ~, temos que a
entropia em fun¢ao de ap aumenta. Se fizermos ~ constante e diminuirmos ¢y, a entropia
em funcao de ap diminui. Obtivemos para os dois casos, radiagao e poeira, que a segunda

lei da Termodinamica é valida para estes modelos.



CAPITULO 9

Apéndice

9.1 Formalismo ADM
Demonstragio que se G ¢ dado por (3.38):
Gl = hs (Hfjn,j - %HQ) :
_ _%h% (hahyt + hahgi — highy) (T

1 .
= h7# (Iul? 4 T, — T,
e usando a simetria de II;;:

GiuIT7TIM =
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9.2 Acao para o modelo de Horava-Lifshitz

9.2.1 Parte cinética

Esse apéndice é dedicado aos calculos da acao referentes a parte cinética do modelo.
Para calcular, utilizaremos o conceito de curvatura extrinseca dado pela equagao (3.21).
Para o caso em que consideraremos a métrica dada pela equagao (3.53), a curvatura
extrinseca se torna:

= % {_%} , (9.1)

As componentes de K;; diferentes de zero sao dadas por:

1 [ Oh,
K, = — |-
" 2N 815}’

N I
2N | Ot |1 —kr2 ||’

Ko =

= 5N [—QaaTQSenQH} ,

aar?

sen?0
N
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Os indices de (9.2)-(9.4) podem ser levantados da seguinte maneira,
K9 = h"h™ Ky,
Dessa forma obtém-se:

Ko o= hlrhmr[(lm7

— h’l"!‘ h’r"l’ KTT ,

- =) ) )

_ _—@“];a’j" ), (9.5)

K99 — hlehmeKlm;
— h@@ h99 K@@,

- [ajr?} Ll?lrQ] {_am’

a
Na3r?’

K% = WYh™C Ky,
— hwthw,

B 1 1 _dar286n29
| a2r2sen20 | | a2r2sen20 N ’

a
Na3r2sen26’

Assim K;; K" pode ser escrito como:

KKV = K., K"+ KpK” + K, K%,

=[] ) ) ]

. aar?sen?6 a
N Na3r2sen?0 |’

a* a? a?

N2qg2 + N2qg2 + N2g2?’
3a?
N2q2’
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Contraindo os indices de K;, obtemos:

= hp K™ + hog K% + hy, K#7,

- [ | e

2.2 2 a
+ la'rsen’) [_Na?’rzsenzﬁ} ’
B a a a
~ Na Na Nd’
3a
= ——. 9.9
Na (9.9)
Utilizando a equacao (9.9) podemos obter que,
9a
2 __
K= o (9.10)

Para se obter a parte cinética, devemos substituir as equagoes (9.8) e (9.10) em (3.52),
5 r?adsenf [ 3a* 9a2
S T (e 9.11)

9.2.2 Parte potencial

Nesta subsecao iremos calcular os elementos da parte potencial. Para isso, serao ne-

cessarios a definicao de alguns elementos e propriedades que seguem abaixo:
R = e =T+ 500 — T ul™ i,
kl
Rij = h" Ry,

m
Rijii = himR" i,
J J

(9.12)

(9.13)

(9.14)

R = hYRy, (9.15)

[ = %hli(hu,k + huk g — i), (9.16)

Rijui = —Rjint = —Rijik = Rjur = Riij, (9.17)

Riju + Riji + Rig; = 0. (9.18)
Aplicando as formulas acima, obtém-se:

R = h"Ry,
= W'R,, + h" Rgy + h¥¥ R?%. (9.19)



onde

kl
Rrr = h RleTa

T
R rrY
Rrrrr

- hrTRrrrrr + haaR@r@r + hwagorgara

-
Rrrrr = hrrR T

r r r m r m
- Frrar_Frr,r"i_FmrF rr_rmrr T

0

O resultado dado por (9.22) implica que:

onde

6
Rr@r -

Rrrr?“ - 07
Rorgr = heo R’
Oror — 1160 rOr;

Fgrr,e - Far@,r + Femermrr - Femrrmrea
FGM,Q - Fgre,r + FereFrrr + FGOGFQW + FegDGFSprr

0 0 0 0
I rrrrre —T GTF rd T r gorF(prev

1 .
Ferr - §h]9(hjr,r + hjr,r - hT’T,j)7

1
= §h99<h9r,r + h@r,r - hrr,9)7
= 0.
1 .
F0r9 = éhﬁ’(h_jr,@ + hj@,r - h@r,j)y
1
- §M%%w+hww—%w%
1[ 1710, ,,
- 3 [ [
1717,
= 5| et
1
r

0
= FG,T‘:

112

(9.20)

(9.21)

(9.22)

(9.23)

(9.24)

(9.25)

(9.26)

(9.27)



r
I

¥

r
FT@

b

rr

2
1
2
1
2
1

2

1

1 .
hjr(hjr,r + hjr,r - hrr,j)a

hM(hrr,r + hrr,r - hrr,r)v

] [ ()]

a?

kr

— kr2'

=l

1 .
§h]9(hj9,e + hjo.0 — heoj),

1
§h09(h99,9 + hoog — hooyp),

0.

1 .
§h]6(hjso,9 + hjoo — Pogj),

1
§h99(h9¢,9 + hogp — hopp),

%, = 0.

1 .
§h]¢(hjr,r + hjr,r

1

§hww<hwr,r + h(pr,r
]-—Kprr = 0.

1

éhjr(hjne + hjg, —

- hrr,j);

o h’”‘"’v@) ?

h@r,j) )

1
éhrr(hrr,e + hre,r - h@r,’r‘)q

Frer =0.

2

1 .
_hje(hj%r + hjw - h’"%j)?

1
§h99(h9§0$ + h@T,gp - hrcp,@)a

., =0.
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(9.28)

(9.29)

(9.30)

(9.31)

(9.32)

(9.33)



1 .
F(PT'B = ih]w(hjrﬂ + hj@,r - her,j)a

1
= §h/¢(p(h<pr,9 + h(pﬂm - h@?"7<,0)7

= [%, =0.
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(9.34)

Agora, basta substituir os simbolos de Kristoffel (9.26)-(9.34) calculados em (9.25) para

obter:

e - 50 Bl -

1 K 1
r2 1 —krz 2

B k

1= kr?

Finalmente, basta substituir (9.35) em (9.24) obtendo:

k 2r2;
RGT&T - [(127”2] |: :| “r

1—kr2|  1—Fkr2

De maneira andloga é calculado:
Rtprgor = h(p(prﬂpTv
calculando o termo R¥,.,, temos que:
wapr = err,ga - erga,r + mecppmrr - merrmmpa

= err,gp - erga,r + Fcprgorrrr + Fw&prerr‘ + FwapgoF@rrv

T 0
- FSOT‘TF re T F¢9rr re nggorrsorap

1 .
Fww = _hw(hjw + hj%r - hsonj)7

ww + hwr - hsmw):

9 (a2
ar?sen?0| | Or

[ a’r’sen 9)} ,
9 >
|:CL2TQS€TL29:| {87“ (2a reen 0)] ’

'1 DO | = [\DIP—‘MIH[\D

‘G
3
<

(9.35)

(9.36)

(9.37)

(9.38)

(9.39)



Ao substituir (9.26), (9.28), (9.34) e (9.39) em (9.38), obtemos:

Rwrcpr

Finalmente substituindo

0 |1 1 kr 1] (1
= ~ar i L] -
1 k 1
AR T
B k
1 —kr?

(9.40) em (9.37), teremos:
R _ 2,..2 29 k
oror = |a“Tsen"] T2
ka*r’sen?d
1 — kr?

Substituindo (9.23), (9.36) e (9.41) em (9.20), obtemos:

Rrr =

1 a’r’k N 1 ka’r?sen?0
a?r? | |1 —kr? a?r?sen2d 1—krz |’

2k

1—kr?’

De forma anéloga é calculado:

i
Rog = h"™ Ry,

Pela assimetria dada em

Fazendo o calculo de:

= W Rog,9 + h* Roggg + 7% Rppp.
(9.17), obtém-se:

Ropgo = 0,

ka?r?

Rrr :Rrr:—-
oro oror = 172

R(p@(p@ = h(p(p R(pecpe )

%06, — I%000 + 170109 — 1?61 6y,
T%06.o — T%0p0 + 10T 00 + T%0,1%0 + T, %0g

0
[0l gp — I'¥991" 9, — I'7 01 g0,
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(9.40)

(9.41)

(9.42)

(9.43)

(9.44)

(9.45)

(9.46)

(9.47)



| R

F‘P

P

1 .

— §h~“0(hj9’9 + hj@ﬂ - hGQ,j)a
1

= §hww<h§99,9 + h(p&ﬁ - h997<p)7

= 1—“‘099 = 0,

1
§hw(hj97<p + R0 — heoj),

1
§h“‘°“"(h¢97¢ + hwﬂ - hw&«p):

1 1 0
3 a1

1 1
3 || 2 send oo,

['%g, = cot ¥,

1 .
= Ehﬂ(hje,e + hje,e - h99,j)7

1
— éh”(hw,a + heop — h99,r)>

(EEne)

11— kr?
= 5[] e

= T7g9 = —r(1 = kr?),

1

- §hjw(hj<p,so + hig = heg),

1
= 51 (hope + Moo = hop),

= FLP@SO — O
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(9.48)

(9.49)

(9.50)

(9.51)



Finalmente substituindo (9.29), (9.30), (9.34) e (9.48)-(9.51) em (9.47), obtemos:

7

R¥9,9 = —%[cot 0] + [H [—7(1 — kr?)] — [cot 6][cot 0],
= csc?0 — (1 — kr?) — cot? 6,
2
- 8671129 _2 8(;(:29 — (1= %),
- Tl k),
N
= 1—-1+k"7,
= kr2

Substituindo (9.52) em (9.46), temos:
Rp0 = ka’r*sen’d.

Substituindo (9.44), (9.45) e (9.53) em (9.43), obtemos:

.2 2,2
Rop — [1 kr ] [ a*r’k } N {;} lka?rtsend)],

a? 1 —kr? a?r?sen?0

= 2kr’.
Calculando o tltimo termo, temos:

Ry = hkllelw
= W Ryprp + 1% Ropop + 77 Ry
Novamente pela antissimetria, temos:

ka’r?sen’0

R'r(p'r(p = Rgor(pr = W?

_ 2.4 2
Rgpo, = Rogpo = ka™r"sen0,

Roppp = 0.

Substituindo as equagoes (9.56)-(9.58) em (9.55), temos que:

1 — kr?] [ka*r?sen?6 1
R,, = [ > } { T ] + [W] [ka*r*sen?d],

= 2kr’sen?d.
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(9.52)

(9.53)

(9.54)

(9.55)

(9.56)

(9.57)

(9.58)

(9.59)
(9.60)
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As equagoes (9.42), (9.54) e (9.60) podem ser generalizadas de acordo com a métrica,

Finalizando este calculo, vamos substituir as equagoes (9.42), (9.54) e (9.60) em (9.19)

para determinar o seguinte escalar de Ricci:

R = {1 - W} L _ZIZTQ] + { ! } [2kr?) + {;} [2kr2sen?d),

a? a’r? a’r?sen6
2k 2k 2k
6k
Esse resultado leva a:
36k?
2
R® = A (9.63)
216k3
3
R = PO (9.64)
Os indices de (9.61) podem ser levantados da seguuinte maneira:
Rij _ hkz hlj Rkh
| 2k
= B [;hkl},
2k ji 1
= S,
2k jin
— ShEh,
= ?h]' (9.65)
Com (9.61) e (9.65), obtém-se:
i 2k .2k
RJRij - ?hjghij’
4k*
=
42
= —(h""hyy + B hgg + h¥%hy,,),
a
4k*
-
12k2
= T (9.66)

a
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Calculando também:

Rij — hki Rk] ’

» (9.67)

Assim,
RR; = [Z—lz} [Z—f} h'hs,
g

1242
= = (9.68)

Substituindo (9.62) e (9.68), temos que:
Py 6k] [12k*
- [2]22]
72k3

= — (9.69)

Calculando o outro elemento, obtemos que:
P 2k, 2k . 2k
RRILRF, = bh]} [?hf,{} bhk]
8k* .
— ?h jh]khki,

8k,
= T e

)
ab

243
- = (9.70)

Por outro lado, como a expressao dada por (9.61) depende apenas da métrica e de escalares,

podemos escrever:

VR V' R* = 0. (9.71)
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Para o calculo do ultimo termo, o qual envolve o laplaciano, que para uma funcao genérica

f é dada por:

Vi f 7 {fhwaf}

Para o caso em que f = R, teremos:

ViR V1 —kr? {2 {a‘o’r send (1—kr2) 8_R}}
a3r236n9 0 V1—kr? a? or
N V1—kr? {2 {a?’rzsene ( 1 ) @}}
a3r236n9 00 | /1 —kr2 \a®>r?2) 06
V1= ke V1—Fkr? {i {a‘?‘r send ( 1 ) @] } (9.72)
a’r sen@ 0 V1 — kr2 \a?r?sen?0 ) Op
Como o escalar de Ricci, equagao (9.62), nao depende das coordenadas r, 6 e ¢, temos

que:
V2R = 0. (9.73)
O resultado dado por (9.73) implica em:

RV*R = 0. (9.74)

9.3 Acao completa

Considerando goM7? = 2A, g1 = —1, como em [18] e substituindo os elementos calcu-
lados em (9.8), (9.10), (9.62), (9.63), (9.64), (9.66), (9.69), (9.70), (9.71), (9.74), na agao
total de Hotava-Lifshitz, equacao (3.52), obtém-se:

2 1242
s = 8 [dtN [3(1 - 3A)C]‘V—Z + 6ka — 2Aa® — M { (392 + 93)}

p
24k3
—4
- Mp { a3

9.4 Interpretacao de de Broglie-Bohm

(994 + 395 + 96)} ;

Para obter a parte real e imaginéria das expressoes na interpretacao de de Broglie-Bohm

considere:

K2 e -
WVQ (R(f, t)GZS(m,t)/ﬁ,) + VR(f, t)ezS(m,t)/h'

50 pia o is@my _
zhat (R(Z,t)e ) =
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Calculando as derivadas, temos:

. (OR(Z,t) 5z i O0S(T,t) ez I e
i ) iS(Z,t)/h R ¢ ) 1S(Z,t)/h - v R ¢ iS(Z,t)/h R ¢
i (—815 e +2 (@, )—875 e QMV VR(Z, t)e +s (7, 1)

= t o . N t o hZ -
/Lh (%GZS(JD,U/TL 4 %R(f, t) asgia )ezS(ic,t)/h) - _ v (v%R(fj t)els(x,t)/ﬁ
ﬁR(xj t) - ﬁs@»’ £)eiS@8/h

VR(Z,t) - VS(Z,1)eS@0/h 4

R(Z,1)V2S(Z, t)e' S0/
L
- ﬁR(%t)(VS(x,t))Qe S( ,t)/h)

+ VR(Z, )@,

dividindo ambos os lados da equacio acima por 3@/ ohtemos:
L (OR(Z, ) i, OS(Z )\ Ry 2= .
ih < By + ﬁR(IL‘, t) Y = o V R(Z,t) + EVR(:L’, t)- VS(Z,t)
. 1 -
FREOVS(E0) — R (TS0 )
+ VR(Z,t),
fazendo algumas simplificagoes
. OR(Z,t) L\ 08(7t) h? 9o L o o 2

+ VR(#t) — n <2VR(9Z’, t)-VS(Z,t) + R(Z,t)V?S(Z, t)) .

Vamos separar a equacao acima em sua parte real e imaginaria. Considere para a parte

real:

B sl L N (sz(:z, D) — ~R(E1)(VS(F, t))2> +VR(Z, t)},

ot oM h2
dividindo a equagao acima, em ambos os lados, por R(Z,t)(# 0), teremos:

DS(Z,t) N (VS(Z1)* K V’R(Z1)
ot 2M oM R(Z,t)

+V=0. (9.75)
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Para a parte imaginaria,

_OR(T,t) ik
= o

(zﬁR(f, t)-VS(Z,t) + R(Z,t)V2S(Z, t))

multiplicando a equagao acima, em ambos os lados, por 2R(Z,t)/(ih), teremos que:

— 1 - —
8Rg§, t) nEl (QR(QZ", tYVR(Z,t) - VS(&,t) + R*(Z,t)V?S(Z, t)) =0,

2R(7, 1)

que pode ser reescrita como:

2( 207 1\ Q7
OR*(Z,t) L. (R (x,t)VS(x,t)) _o.

o = (9.76)
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