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�	��� �����	��� �������� �� ����	� ���
	���	���� �� ����
���	���	�� ��� ! "���� �� #���

� ������ �� �� �	�#�	$���� #��� � 	�%�	� �� &�	
���� � � ������� #��� �� ������ ��

�� ��	� �����! ������ ������� � ���'�	� ��	 �����	�� #�� �� (�	�� #����	�� �� ���	�)��!

*�������� ��� ����� ������� ��������	��� �����	��� �������� �� ����	� ���
	���	���� ��

�� ��� �	
��� �� �	������	�����! +�����	����� �	��� ����� ����� � �����#	� ����������

�� 
�� ������� #��� �� ������ �� ��������	� �����	�� ������� �� �����	
	���� �����!

,���� ��������� ��	� ����� �� ��� � ��#�)�����#� ' �����
��� � 	�����#	�� � � ���'�

�	� ' �����	�� #�� �� (�	�� �� ���	�)��� �� #�	��	�� ����� � �� #��	�� �� ������� ����!

-��� ����������� � �����#	� ���������� ���� ��� ���)�� �#���� �� ����� �� �������

��	�	����� � ���.����	� �� /��� #��� ���� �����	����! 0��	$����� ��� � �����#	� ������

����� �� 
�� ������� ' ��� ���)�� ���������� ������� �� ������ ��� � ������� ��	 ��

1�����	����	��!

�������� ����	� 
 *����� �� ����
���	���	��� 	����#����)�� �� ������ ������� 	�����

#����)�� �� �	 
���
�	�
���� �����#	� ���������� �� 
�� �������!
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 S1 ��� � �
�
����
����

 S2� ��

��� 〈a〉 �� a(T ) ���� �� ���� ������ �
� k = 1� gs = 1/5� �

� k = 0� gs = 1/5�

�


� k = −1� gs = 1/5� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 

��! "��
#�
�� ��$#�
�� ��%�
 � ���&
�'�
� �
 (��� ���� �� ���� ����� �
���
���

#� �
)�� ��� T0 = 0� "��� �
� k = 1� gs = 1/5� �

� k = 0� gs = 1/5� �


�

k = −1� gs = 1/5� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� *� +,���� ������� � ���
#�
�� V (a) ���� gs = −2� gr = 120� gΛ = 0� -�


���
��� V (a) ������ gc = 10 
 #� �
�

�� gc = 90� � � � � � � � � � � � � � .�

��! *� +,���� ������� � 〈a〉 ���� N = 2� gs = −2� gr = 120� gΛ = 0� /


���
��� ���� � 〈a〉 ������ gc = 10 
 0 �
�

�� gc = 90� � � � � � � � � � � � .�

��� *� +,���� ������� � ���
#�
�� V (a) ���� gs = −2� gr = 120� gc = 10� -�


���
���� ���� V (a)� ������ gΛ = −1 
 0 �
�

�� gΛ = −25� � � � � � � � � � . 

�� *� +,���� ������� � 〈a〉 ���� N = 2� gs = −2� gr = 120� gc = 10� /


���
��� � 〈a〉 �
#�� ����� gΛ = −1 
 #� ���� �
�

�� gΛ = −25� � � � � � � .�

��� *� +,���� ������� � ���
#�
�� V (a) ���� gs = −2� gΛ = 0� gc = 20� -�


���
���� ������ ���� V (a)� gr = 40 
 0 �
�

�� gr = 80� � � � � � � � � � � .�
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 〈a〉 ��
� N = 2� gs = −2� gΛ = 0� gc = 20� �

���	�
�� 
 〈a〉 	���
� gr = 40 � � ��
���� gr = 80� � � � � � � � � � � � � � � ��

��� �� ��	
�� �
��
�� 
 �
������� V (a) ��
� gΛ = 0� gr = 120� gc = 20� ��

���	�
��� 	���
� ��
� V (a)� gs = −20 � �� ��
���� gs = −120� � � � � � � � ��

��� �� ��	
�� �
��
�� 
 〈a〉 ��
� N = 2� gΛ = 0� gr = 120� gc = 20� ��

���	�
�� ��
� 
 〈a〉 	���
� gs = −20 � �� ��
���� gs = −120� � � � � � � � � ��

��� 〈a〉 � 〈a〉 − ασa ��
� �
�� �
���
� ����
����� �	
���� 
 ����
���
 �� ����


0 < τ < 500000� � ��	
� �� ���	�
�� � ��
� 
 �
���
 �
�� gc = 90�

gr = 120� gΛ = 0� gs = −2 � N = 2� � ��	
� �� ��
���� � ��
� 
 �
���


�
�� gs = −20� gr = 120� gΛ = 0� gc = 20 ��� N = 10� � � � � � � � � � � � ��

�� ! �� ��	
�� �
��
�� �� �
�"��#
��� $
%������ �� a ��
� N = 2� gs = −2�

gr = 120� gΛ = 0� �� ���	�
�� ��
� � �
�"��#
�� $
%����� �� a 	���
�

gc = 10 � �� ��
���� gc = 90� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 

��  �� ��	
�� ��� �
�"��#
��� $
%������ �� a ��
� N = 2� gs = −2� gr = 120�

gc = 10� �� ���	�
�� ��
� � �
�"��#
�� $
%����� �� a 	���
� gΛ = −1 �

�� ��
���� gΛ = −25� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �&

�� & �� ��	
�� ��� �
�"��#
��� $
%������ �� a ��
� N = 2� gs = −2� gΛ = 0�

gc = 20� �� ���	�
�� ��
� � �
�"��#
�� $
%����� �� a 	���
� gr = 40 � ��

��
���� gr = 80� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �'

�� ' �� ��	
�� ��� �
�"��#
��� $
%������ �� a ��
� N = 2� gr = 120� gΛ = 0�

gc = 20� �� ���	�
�� ��
� � �
�"��#
�� $
%����� �� a 	���
� gs = −20 �

�� ��
���� gs = −120� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(

�� ( �� ��	
� �� ���	�
��� �
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��
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������� �	)����
 Q �
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 ����
 τ � �
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�� ��
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)���

�� gΛ = −1� N = 2� gc = 10� gr = 120

��� gs = −2� . Q �
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�� $
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a ��
�������
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 ���
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��� ���������� 	
 ���
���
 S(aD)�
����	� c0 ��� � 
�����
�	� γ� �� �
����

� �����
	
 �� �
��
�� 	�� �

����
�� ��� c0 = 1� γ = 1/4� a0 = 1/4 �

ainf = 14345� �� �
���� � 	�
���
 �� �
��
�� 	�� �

����
�� ��� c0 = 1�

γ = 1� a0 = 1 � ainf = 14345� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ������� 	
 ���
���
 S(aD) �
����	� γ ��� � 
�����
�	� c0� �� �
����

� �����
	
 �� �
��
�� 	�� �

����
�� ��� c0 = 1/6� γ = 1/2� a0 = 1/12 �

ainf = 14345� �� �
���� � 	�
���
 �� �
��
�� 	�� �

����
�� ��� c0 = 1/2�

γ = 1/2� a0 = 1/4 � ainf = 14345� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ������� 	
 ���
���
 S(aD) �
����	� c0 � ainf ���� � �

�
�	� γ� ��

�
���� � �����
	
 �� �
��
�� 	�� �

����
�� ��� c0 = 1� γ = 1� a0 = 1 �

ainf = 14345� �� �
���� � 	�
���
 �� �
��
�� 	�� �

����
�� ��� c0 = 1�

γ = 1/100� a0 = (1/100)2/3 � ainf = 14345� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��	 ���������� 	
 ���
���
 S(aD) �
����	� γ � ainf ���� � �

�
�	� c0� ��

�
���� � �����
	
 �� �
��
�� 	�� �

����
�� ��� c0 = 1/2� γ = 1/2� a0 =

(1/2)(5/3) � ainf = 14345� �� �
���� � 	�
���
 �� �
��
�� 	�� �

����
�� ���

c0 = 1/6� γ = 1/2� a0 = (1/6)(1/2)2/3 � ainf = 14345� � � � � � � � � � � � � ��
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��� �����	�	� 
�� ∂μ �� 
�� �
	 ������	� ��� ���

��� 	 �����	�	 �� �
 �	

�

���	�	� φ �

∂φ

∂xμ
= ∂μφ = φ, μ.

• �� ��
����� �� ���������� �� ������	 ��
���� ��� �������� ��
�

Γκ
μν =

1

2
gκλ(gλμ,ν + gνλ,μ − gμν,λ).

• � �����	�	 ���	��	��� ��������	� � ������	 
���

D

dλ
=

dxμ

dλ
∇μ.

• � ������ ����	���	 �� ��  ��
	��!���������� � ������� 
���

Rκ
λμν = Γκ

νλ,μ − Γκ
λμ,ν + Γκ

μρΓ
ρ
νλ − Γκ

νρΓ
ρ
λμ.

• � ������ ��  ���� � � ���	�	� �� ����	���	 ��� ��������� ���
�����	
����� 
��	�

��������� �����	"#���

Rμν = Rκ
μκν ,

R = gμνRμν .



�������

������ ��

	
���
�� �

����
 �� ��
���
���� ��

���
��� � ���������� �

�������� ����

� ���������� �

� ���������
 ���
��������
  

��� �����	
�� ��
�������� � �����	
�� �� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� ������
� �� ����������������
��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � �  

��! " ��������� ��
 �

�#�
 ��� �$����$��
 ���
�����
 � � � � � � � � � � � � � %

��!�� ���
����� �� �$����$�� k = 1 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %

��!�� ���
����� �� �$����$�� k = 0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �&

��!�! ���
����� �� �$����$�� k = −1 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
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� �
 a � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�����  �	
�!�
� "#$�	�!� �
 ���� Q � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%

��& '�����
�
�(
� )�
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*

� �������	 
� ��� 
���	�� �	�	 �� ��
��� ����������� �������� ���

���
� �������� ��

*�� +�	��
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*�� +��
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*�� -�	����
 �
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����� �������	� 
��
 �� ��� 	������ ���� ��������� ���� 	����� �� �������������	� �����

����	� ��� ���� � �����	�!"��� ��	�� ��"�#� � 	��"�
 $�� ���"���#%� ���� �� �&���� �� ���

	'��� ����������� ���� � �����	��"�� ��	�� ��"�#� � 	��"� ' ����� � ' ��"�����	��� "��

�� ��"���	� ��&	��� ���(���� z 
)*+�
 ,��� ���	���� �&����� -�� ��	������� � ������(����

�� �����	� z = 1
 . ��	���#%� "�����"� �� ������ "��� � ��	����#%� ����� �����	��"�� '

-�� � � �� ���� � ���"��	����	� � ���	� ���	(���� �� 	�����
 ���� �����	��"�� ��/��0��

-�� � ����	��� �� �����	� ' -��1����� "� � ����� �� � 	�� ����/���� ���� ������ � �����

��	��� ��	�� ��"�#� � 	��"�
 �� 1����� ����/���� � 	����� �� 	���� � 23� ����"������

� ����	��� �� �����	�
 4��� �����	��� "�� ������ 
��� ��� 	����� �� /�������� ������

����� ��'��� ' ���������	
�	� ������� ��5�� � �� 678 ������9��� "��� z = 3
 . '� ������

� 23 ' ����"����� -����� "��� z = 1


. 	����� �� ��� ����� ���� ���/��� ���	�� ��� � ���& �� �� ����� ���� .���:�		�

;�����<����� �.;<� 
8=�
 >� ����� ���� .;<� � �'	���� -��������������� gμν �μ, ν =

0, 1, 2, 3� ' �����"��	� �� 	����� �� �'	���� 	������������ hij �i, j = 1, 2, 3�� �� ��#9��

��"������� �� ��	�� 
���
 Ni � �� ���#%� ���
� N � -�� ' ���	� ���� �� ���"� �� �� �1��

"��� ��"�����	����#9�� �� 	��"�
 ?������ ���� ����� ���� ��� ���� ��	� ��� �� ��"&	� �

�
 �� /��� � 	���� ����� -���	������ ��"����� �� ��"�#� � �� 	��"�
 �� ��� 	��1� ��

���/��� � ������ ���������� � ��"���#%� ���" �0���� �� -�� N ������� ��"����� �"����

�� 	��"� 
��
 ��	� ��"���#%� �� 	����� ��������� ���� � ��	����� �����
����
 ��1���

���	�� 	��1� ��� 	����� ���� �����	�� ��1�� � 	����� �� �� ������ � ��	����� �����
�����

� /��� ��	���� ������������ �� ��" ���#9�� �� 	��1� ��� �� �����#%� 	��������
����
 ��

��	��� "� ������ � �� ������������ N ���� ��� ���#%� �� ��"�#� � �� 	��"� 
88� 8��
 .

�#%� /����	������ �� 	����� �� �� ��� "��"��	� �� 	� ����� -�� � ���"����	� ���'	��� ���

����	��&�� ��"��������	� �� "�	����� 
 . ���"����	� ���'	��� ����� 	����� ��� ��	�����

"� � ���"����	� ���'	��� �� 23� �����	� �� 	����� �� 	����� �� �����	��� ��	�&�����


� � ���	'� ��������� 	��"����� �� �'	���� ��"���� �	' � ��/���� ����� � �� "��(��	��

 ���� �λ�� -�� �%� ��	5 "�����	� �� ���"����	� ���'	��� �� �� �	������� /��� 
 >�  ���	� ��

λ → 1� ����"������ � ���"����	� ���'	��� �� 23
 . ���"����	� "�	����� ���� ��"�����

�"���� �� �'	���� ��"���� � �� ���� ��������� ��"������
 4��� ��� 	����� /���'	����

�� /��������� � ���"����	� "�	����� �� 	����� �� ���� ��� ���"��	� �� ���	��#9�� ��
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]
. ���-�

 ��� � ��������� ���������� �
��������������� �������$

ds2 = −dt2 + a(t)2
[

dr2

1− kr2
+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

]
, ���.�

���� � ��
���� ���.� 
 ���/����� ���� �������� �� ���/� �� 0��������"1�2������"3��4���

 ��� 
� 5������� ����������� �
���� a(t) → 0� ���� �
�������� ���������� 
�� ���	
��"

������ �'�����

��� � �����	
�� 
�� ������� ��� ��
��	�
�� ����	��	��

6���� ��)�� 
� ���
�� �� ��	��7���� ��� ���������� 	��������� ��� ������� ���� ����

����� �� ��������� �� �
����
�� k �������� �� �������� �� ���/� �� 013�  ��� �����

��������� ������ � ����� �������� �� ��
���� ���.� � �
� t = t0� ������ a(t0) = a0� ��	�

������� �
�$

dσ2 = a20

[
dr2

1− kr2
+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

]
. ���8�

����� ����	
�	� �� 
���
	��
 k = 1

9
2����
���� k = 1 �� ��
���� ���8�� �2�����$

dσ2 = a20

[
dr2

1− r2
+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

]
. ���:�
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������� 	
� 	
��
� r → 1� ����� 
�� ����
����
�
� �� �	
���� ������ ������ ���

������������� �����

 �� 
�� ���� ����!��� χ� �
"� #���� ���! 
�
� ����

r = sinχ. ���$�

%
�����
��
� � �	
���� ���$� �� ������ ����� 	
��

dσ2 = a20
[
dχ2 + sin2 χ(dθ2 + sin2 θdφ2)

]
. ������

&�� ����������� ���� �����
�� � ��������� 
���� ������ ' �����

 ()�� �� 
� ���� ������

�
���
���� 	
�
��
���������� 
������� ���� �	
�����

dσ2 = db2 + dx2 + dy2 + dz2. ������

*����
��� �� ���
����� �����#�����+��,

b = a0 cosχ, ������

x = a0 sinχ sin θ cosφ, ����-�

y = a0 sinχ sin θ sinφ, ����.�

z = a0 sinχ cos θ. ����/�

*���
���
� �� ��������� 
�#��������� 
�� �	
��+�� ������)����/� � 
���� ��
� ������ ����

�
�����
�� �� ������� ��
���� ���������,

b2 + x2 + y2 + z2 = a20. ����0�

1 �	
���� ����0� 
������� 
�� �
���#(��� ��#'���� ���
���������� 
� ���� a0 � ���������� 
�

����
���
�� 0 ≤ χ ≤ π� 0 ≤ θ ≤ π � 0 ≤ φ ≤ 2π� 2�������� � &������� ��� � �
����
��

k = 1 ' 
������� ��� 
�� �
���#(��� ��#'���� ���
���������� ���
� 
�������
� &�������

#��3�
��

����� �����	��
 �
 �
��	�
�	 k = 0

%
�����
��
� k = 0 �� �	
���� ���4�� �������,

dσ2 = a20
[
dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

]
. ����4�
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��������	 
� ������
�� 
�
���	��
���� �� �		����
�
��

x = a0r sin θ cosφ, ������

y = a0r sin θ sinφ, ������

z = a0r cos θ, ������

	�
����� 
 ������
� ���
��	�

dσ2 = dx2 + dy2 + dz2. ������

 ���
��	 ������ ������!� 	 ��"
�	 ���#���
�	 
���������	�
# �� �		����
�
� �
�
���
�
��

 ��	��
��
 ��"�����

�
 "�#	 �#����
	 �� #��$
 ����%� � "#
�
� &	�

�
	' 	 (��!���	 ���

"	���� ���!

��
 k = 0 � ������
	 "	� �� ��"
�	 "#
�	 � � �$
�
�	 �� 
���
	 )*�+�

����� �����	��
 �
 �
��	�
�	 k = −1

,���
�
����	 k = −1 �
 ���
��	 ���%�' 	�
��	��

dσ2 = a20

[
dr2

1 + r2
+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

]
. ������

-����!� ��� ��
��	 r → −1' 
��	� ��
 �����#
���
�� �
 ���
��	 ������� &	� �	�!����

.���
' !
�	� ��
�	��/�� ��
 �	!
 !
��0!�# χ' ��1
 �	��
 ���0 �
�
 "	�'

r = sinhχ. ����*�

,���
�
����	 
 ���
��	 ����*� �� ������' 
��	� ���'

dσ2 = a20
[
dχ2 + sinh2 χ(dθ2 + sin2 θdφ2)

]
. ����2�

&
�
 ��
����� 
 ��	��
��
 ���
� ��"
�	 ��!��	� ��
�	��/��#	 �� �� ��"
�	 "#
�	 ��

3��4	5�4� ��
����������	�
# ������
	 "�#
 ���
��	'

dσ2 = −db2 + dx2 + dy2 + dz2. ����6�

7	������� 
� ������
�� 
�
���	��
�����

b = a0 coshχ, ����8�

x = a0 sinhχ sin θ cosφ, ����%�

y = a0 sinhχ sin θ sinφ, ������

z = a0 sinhχ cos θ. ������
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b2 − x2 − y2 − z2 = a20. ���"#�

$ �����%
 ���"#� 	�����&� �
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	 ��� �
 �������� ������� 
���
��� z ���������

t → bzt x → bx,

��
� b � �
 �	��
���� 
� ���	�	� � �������	� 
����	��� 
�  �!	�	 �	�	 	 �����
����


���	 	���������	 � "�� ��	 
��#��	 � ��
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� �� ��
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�
 ���
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	� ���	� 
����	
	� ��
���	��� ��	����	�
� ��
	 "��&�	 
� ��
����	 
�

'�����(� )	�	 �����
	� *������ "�� �	���*	(�
 	 ���	������	 
� '�����(� ��
$�� "�� z = 1�

+���
� , 	���
����	 ����� ���	�� � ��
�� �������� �
 ��	 �����	 %��
�����	 
	 %�	��$


	
��  �!	�	 
���
�� *��
��-$�	 ��	�
� � *��
	���
� ����.���$+����$/����� 0�+/1 �2���

"�� 
���
� � ���	��$��
�� "�	
��
�
������	� �
 ���3�� ���	��	�� ���
�
������	��� +���	
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����	
	� �	 ����
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	 ��
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	 ���- ��	�	
�

�	 ��6��
	 ������
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��� �
�

7 *��
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� ��� 8��#	�
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	 *��
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	 ���	��$
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� %��	�� � �	
&�
 � ���#���
� ��� *���	��� 
	 ���	����
	
� %��	�� B���� *��
	���
�

� ���	��$��
�� "�	
��$
�
������	� � 
������� ��� �����*����� ���
�
������	��� ���#���
	�

��� #���������*������ "�� ������
 �� ��
��� C��� ���
���� 
� ����� 
� ����	 
	��
-$

����� 
���
��� � ���	��$��
�� �
 ���	�� D ��
��� 
� 
�
� "�� �� �	
��� �������	��

��� ��	&	�#	
�� 	���	� �� ���	�� ���
�
������	�� ���� �� �	� #���������*������ B� *��
	$

���
� �+/� 	 
�����	 "�	
��
�
������	� gμν 0μ, ν = 0, 1, 2, 31 � 
���
����	 �
 ���
��


	 
�����	 ���
�
������	� hij 0i, j = 1, 2, 31� 
� ���3�� ���	��	��� B���� *��
	���
�� ��

���
	
����� %�	�� 
� ��&��
	
� 
� �	
�� %�	���	����	� ����� �	� #���������*����� ���	��	��

"�� *��#��	
 � ���	��$��
��� � 	 
���
��	 
� �	
�� %�	���	����	� ��
� ��� �����
�
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� 	 �������� �� ��
�� 
���	� #���������*������
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�� ������#����� $���� �� ��� �
��� ��� � �����	� �
 �����
�����
 �����������
��

�� �
���

�������� �� ��%� ������& � �������� ����� 	

����� �� ���� 	
��

�
��� ���
���	�� ��

gαβ � �������
������ �� ���� 	
��

�
��� �
����
��
��� �� �����	��� �������	��� hij� ��
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���� ���
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 �+
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gμν � ���1 	
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 ���� �#
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�
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������ 	
�� ��
�� �������� �� ��� ������ �� ��������������� S1 ��� � ��������������� S2


���� �� ����������� ������������ ����� 
������� ����
 ��� �������� ��
��

hij(t, x, y, z), �	
��

hij(t+ dt, x, y, z). �	
 �

!� ����"����� ����� �� ������ �
 �
� 
��
� ��������������� ���#� ����� ��������
����

����

(3)ds2 = hijdx
idxj, �	
	�

���� hij ���� ����
�� �� ������� �	
�� �� �	
 � ���������� �
 ��� ��������������� ����$�


�� ������ �
 �����#�� � xi �#� �� ����������� ����������� �� ���� ���������������


%������
�� ����� ��� ���� ����� �� ��������������� S1 &������'� ���� �
 ����� ��

���������� S2 ������� � �(#� �� �
 ��
�� �������� �dt� ��)���� ��*�� S1� ��
� 
������� ��

)���� 	
�� �dt = dtt̂
 +��� ��
�� ��������� ��
 �
 ���� ����� �� S1 �
� ����(#� ��������

�� ����(�,��
�� ������,��
��������� �� ��� ���
� ��� ��� ��
 ���$�(-�� �#�,����� ��*��
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�� ����	
�� �� ���
�� n̂ � ��� ��������� x̂i � ��������������� S1� �� ����� �
 ��������

����� �����	
�� ��
 �� ��������� �������� ����������
�����

n̂ → Ndt, � �!"

Û → N idt, � �#"

���� ���� ������ i �
 � �#" ����������� �� ����� �� �����	�� �� �dt ��$�� �� ����	
�� x̂�

ŷ� ẑ ��$�� S1� %�� 
��� ������ ���� �����	
��� ������
�� �������� � ��������� ����� ��

������� xi
1 �
 S1 � xi

2 �
 S2� &� ��
�����
�� ���� ��������� ��
 � ��������� ���������

��
 � 
'����� gαβ �� ����	�(��
�� ������(��
��������� �$����
�� �
� ����	�� ����� gαβ

� �� ����������� hij� N
i � N �

& ������	�� ����� xi
1 � xi

2 �� ����	�� �� ���
�� n̂� �� S1� �) � ��
�� ��*���� τ �����

�� ����������� S1 � S2� � ' �$���� �
 ���
�� �� � �!" ����

dτ 2 = N2dt2. � �+"

,) � ����-���� ��*���� ����� ����� ���� ������ �
 S1� ���) ���� ���� ������	�� ����� xi
1 �

� �����	�� �� xi
2 �P (xi

2)" ��$�� � ���������� S1� ������� ��� ������� �� �������� 
������

�
 ���
�� �� � �#"�

P (xi
2) = xi

1 + dxi
1 +N idt, � ��"

���� dxi
1 ���������� �
 �������
���� ��.������
�� ��$�� � ���������� S1� /�
 � ����� ��

� ��" � � ��"� ����
�� ���������

P (xi
2)− xi

1 = dxi
1 +N idt, �����	�� ��.������
��

de2 = hij(dx
i
1 +N idt)(dxj

1 +N jdt). � �0"

&���
� ����
�� �������� ��� hij(t, x
i)dxidxj ' �
� ���������� ��.������
�� �� ����-�(

��� �� �
� ���������������� 1 ��
�� ��*���� ���) ����������� ��
 � ��
�� �� ����������

���� ���	�� ����� N � ��� 
��� �� dτ = N(t, xi)dt� & ����������	�� ������ �� N � N i ' ���

� ���	�� ����� ���������� � ��2� �� 3�2� �� ��
�� ��*���� ��
 �������� 4 t� ,) � ����(

������ N i ���������� � 
���
���� ���������� �� ���������� S1 ������ �� �
� 
����	�
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�� �� ��
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� �����	
�� �	�
� �� ���	��� xi
1 � xi
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��� ���	�� � ���
��� �� �����

��
�� �������� 	� ������������� ����
������	���	��� 
�� ����	���
� ��
�	����	� �  ���
�

!"��
�# $!��	�� �����%

ds2 = (�����	
�� 
��
��	���)2 − (����� �
"�
��)2,

���� &�

ds2 = de2��	�
� P (xi
2) � xi

1 ��!
� S1�− dτ 2��	�
� S2 � S1�. �'#(�

)�!������	�� �� �����*�� ����� ��
 �'#+� � �'#��� 	� �����,� �'#(�� ����� ���%

ds2 = hij(dx
i +N idt)(dxj +N jdt)−N2dt2,

ds2 = hij

[
dxidxj + dxiN jdt+ dxjN idt+N idtN jdt

]−N2dt2,

ds2 = hijN
iN jdt2 + hijN

idtdxj + hijdx
iN jdt+ hijdx

idxj −N2dt2,

ds2 =
(
NjN

j −N2
)
dt2 +Njdtdx

j +Nidx
idt+ hijdx

idxj, �'#�-�

�	�� ������ ��� hij �!��.� �� /	��
�� 
�	�
���
��	��� �� ��	��
�� �� S1� ����� 
���

hij ≡ (hij)
−1� ����	�� �� /	��
�� 
���
��	��� �� ��	��
�� �� S1# 0����
���� ��� � /	��
� �

1�� 
���
��� �� dxi� �����,� �'#��� ��
 ������
�����#

�� �� 
����
�
 �'#�-� 
�� � �	��
���� �� 1�	�,� �� gαβ� �!����� ���%

ds2 = gαβdx
αdxβ, �'#���

ds2 = g0νdx
0dxν + giμdx

idxμ,

ds2 = g00dx
0dx0 + g0jdx

0dxj + gi0dx
idx0 + gijdx

idxj,

��!���� ��� dx0 = dt� ��/ ������� ���	��2
�
 ���%

g00dx
0dx0 = (NjN

j −N2)dt2,

g0jdx
0dxj = Njdtdx

j,

gi0dx
idx0 = Nidx

idt,

gijdx
idxj = hijdx

idxj,

�!����� �� �����	��� ����
�� ��� 
����	�	���� �� gαβ �� ��
��� ��� ���	������� �� hij�

Ni � N %

gtt = NjN
j −N2; gti = Ni; gkt = Nk; gik = hik, �'#�3�
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gαβ =

⎛
⎝ NjN

j −N2 Nk

Ni hik

⎞
⎠ . ������

� ����
�� �� gαβ
 ������� ������
 � ������ ��
�������� �� ����
��
��� ������ � � ���� ��
�

gtt = − 1

N2
; gtm =

Nm

N2
; gkt =

Nk

N2
; gkm = hkm − NkNm

N2
, ������

����� gαβ ���� ��
 ��	
��� 	����

gαβ =

⎛
⎝ −1/N2 Nm/N2

Nk/N2 hkm −NkNm/N2

⎞
⎠ . ������

�� �������� ���� � � ������ !�
��	�� � ���
�	� �� ������"����� ����
�"����������#

�� ��
��� ��� ����������� ���
���$���� �� ��#�� �%� (hij, Ni, N) �

&����� ����� ����

√−g =
√−���gμν =

√
N2���hij = N

√
h.
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����
!*	�� Σ1� , ���������
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Kij = ni;j. $%�&'(
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�
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Ri
jkm = Γi

jm,k − Γi
jk,m + Γi

lkΓ
l
jm − Γi

lmΓ
l
jk, $%�&2(

����

Γi
jk =

1

2
him (hmj,k + hmk,j + hjk,m) . $%�&3(
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� 
����
���
��� 	�� � �
����� ��
� Kij ����� ��
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n̂ = Net. $%�&5(

6���	����� � ��

���� ����

���� ����� ����
� ��
���� �	�#

ni;k =
∂ni

∂xk
− (4)Γσ

iknσ,

ni;k = −(4)Γσ
iknσ,
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���� ni;k � � ��	
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��
� �� �������
���� ����	
��
����
����� ∂ni/∂x
k = 0 ��
�

� ��	��� ��� �����
 ��������
� i � (4)Γi
ik� ���
� � ��������
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� �� Γ ����
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�
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�
��� �������	 � Kij�

Γ0ik =
1

2
g0

β [gβi,k + gβk,i − gik,β] ,

Γ0ik = −N
[
g00Γ0ik + g0m(3)Γmik

]
,

������ ������ 

Γ0ik =
1

2
δ0

0 [g0i,k + g0k,i − gik,0] ,

= −N

[
− 1

N2
Γ0ik +

Nm

N2
Γmik

]
,

=
1

2

[
∂Ni

∂xk
+

∂Nk

∂xi
− ∂hik

∂t

]
,

=
1

N
[Γoik −NmΓmik] ,

������ � �!	���� ����"�

� �� Γ �� 
�	��� �� gαβ ����#� 

Γ0ik =
1

2N

[
∂Ni

∂xk
+

∂Nk

∂xi
− ∂hik

∂t
− 2NmΓ

m
ik

]
,

������ ����#� � � �
��
	
� �� Γm
ik ��� "��
��� ik�

ni;k =
1

2N

[
Ni|k +Nk|i − ∂hik

∂t

]
, ������
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 | ��
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 � �
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Kik =
1

2N

[
Ni|k +Nk|i − ∂hik

∂t

]
. ����"�
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(4)Rm
ijk =

(3)Rm
ijk +

1

nαnα
(KijKk

m −KikKj
m) , ������
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(4)Rn
ijk =

1

nαnα
(4)Rnijk = − 1

nαnα

(
Kij|k −Kik|j

)
, ������

(4)Rin
in = (nαn

α)−1 [K2 −KijK
ij
]− (nαnβ

;β

)
;α
+
(
nαnβ

;α

)
;β
. ������
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$�� � �����%��� $����������� & ���� ���'

SG =
1

16π

∫
d4x

√−g(4)R, ����(�

���	 (4)R & � 	������ �	 ���$� ��� �� 	���
�! 	��� 	 g & � �	 	������ 	 �� �& ���� 
�����!

���	������� gαβ� ������	�	 � ��� 	�� �	 ������	� ��� ��� 	� �������� � 	�
��
�����

)����� �� 	
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LG� � ��� �� �	 ����(� �� �	+��� 	 #����'

LG =
√−g(4)R =

√−g
[
(4)Rij

ij + 2(4)Rin
in

]
. ����,�

-	 ������� �� 	��� 
�	'

(4)Rij
ij =

[
(3)R + (nαn

α)−1 (KijK
ij −K2

)]
, ����.�

���	 K ≡ Ki
i = trK� -	 ������� �� 	��� 
�	'

(4)Rin
in = (nαn

α)−1 [K2 −KijK
ij
]− (nαnβ

;β

)
;α
+
(
nαnβ

;α

)
;β
. ����/�

0� ��������� �� 	
��
�	� ����.� 	 ����/� �� 	
��
�� ����,� 1����� ���'

R = gαβRαβ = gαβgμδR
δ
αμβ = gαβRμ

αμβ = Rμβ
μβ,

= 2R01
01 + 2R02

02 + 2R03
03 +R12

12 +R13
13 +R21

21 +

+ R23
23 +R31

31 +R32
32, R0i

0i = Ri0
i0

= 2Rni
ni +Rij

ij,
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(4)Rm
ijk =

(3)Rm
ijk +

1

nαnα
(KijKk

m −KikKj
m) ,

��� � � ������� ������� ������ (4)Rmi
jk =

(3)Rmi
jk +

1
nαnα (K

i
jK

m
k −Ki

kK
m

j)�

(4)Rij
ij =

(3)Rij
ij +

1

nαnα

(
Kj

iK
i
j −Kj

jKi
i
)
.
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trK = gijKij = gijK
ij = Kj

j = K,

trK2 = (K2)j
j = Kj

mKm
j = gjδK

δmgmiK
ij,

����	�
�

(4)Rij
ij = (3)Rij

ij +
1

nαnα

(
trK2 − (trK)2

)
= (3)R +

1

nαnα

(
KijK

ij −K2
)
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LG = (3)R +
1

nαnα

[
K2 −KijK

ij
]− 2

(
nαnβ
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)
;α
+ 2

(
nαnβ
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)
;β
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√
−(4)gd4x = Nh

1
2dtd3x, ����,�
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�� ���� SG &'��,)� 	�� �
����� ����-

SG =
1

16π

∫ [
(3)R +

1

nαnα

(
K2 −KijK

ij
)]

Nh
1
2dtd3x+

− 1

8π

∫
��������� ��	�
��	���

(
nαnα;β

)
nαh

1
2
���������d

3x+

+
1

8π

∫
��������� ��	�
��
	�

(
nαnβ

;α

)
ñβ

√−h���������d
3x, &'�'.)

���� ���� ���
 ��
 ������/����
 �� &'��() ����� ���������
 � ����� ������ � �����
 ��


���������
� �����
���������
 ���������
�����
� �� ������
���� &������ ����������→ nα) �

�� ���������� &������ ������
���� → ñβ)�

0���
 ���
������ �
��� ���� 1 ����� �� ������ 
�� �
 �����
���������
� ���������
�����
�

������
����� 
�� �
����
 ���
��������� ��� ��� ���������
� �� 
�2�� 
�� �������
 �� ����

�����
� 3�� �

�� � 4����� ����� �� &'�'.)� ��� �������� 
���� � ��������� �� �����������


� ������

5���1� ����
 ���
������� �

�� ���� #$%� 
�� � ������������ 
���� � ��������� ��

�������� ������
���� �� &'�'.)� ��� ���� ���������� ���� ������6�
 �� ��������� �� 
������

������ �������� � �
�� ���������� #

��� � ����� 
���� � ��������� �� ������
���� �� &'�'.)


��7 �������� �������-

S =
1

16π

∫ [
(3)R +KijK

ij −K2
]
Nh

1
2dtd3x+

+

∫
LMatter

[
φA, hij, Ni, N

]
Nh

1
2dtd3x, &'�'�)

���� ���
�������
 �+������������ 
�� n̂ 1 �� ����� ���������� ����������� (nαn
α = 1)�

� LMatter 
� ������ � ���
����� �� 8���������� �� �����
 �����
 �����������
� �����
���

����
 �
�� ������������� ��� φA� (A = 1, ..., N) 
�� ��� � ����� �������������- ���1����

�����
� ���� ��� � # �+���

�� &'�'�)� �����
���� � ���� �� ������������ ����� � �����


�����
 ��������
 ����������� � ���������� �� ����� 8���������� �� �������
�� #$%�

9�� ��� 
�� ��������
 � ����� 8���������� �� ������� ������
 ��

�� � �������� ��


�� �����
������� :������������



��

��������	 
�� �
�������� � �	
��� 
� ��	� 
� ��������
�
� ������ ���� �������	


��� �������������� �	 ����	 
� �����
�
� 
�������	 
� ������ �	��� �����
�	 ��	 �������	


�	 ��
��	�
�������	 ����
����	�����	� �	
�����	� hij�  ����� ����� N i � ������ ����	 N 	��

�
���	 �����!�	 "�� �	
������� � ������� 
��� "��� 
�����	 ������� �	 Σ′s 
��� �������	

� �	
�������
� 
�	�#�
�� $�	�� ������ �	 ����
���
�	 ���%����	 
� ��		� 
������� 	����

�
���	 �	 h′
ijs � �	 	��	 �������	 ������������� ���#���
�	� "�� ���������	 
� Πij′s�


����
�	 ���� �	�������� � 
����� 
� 	������� 
�����
�&

Πab ≡ ∂LG

∂ḣab

, '(�(()

��
� LG � � 
��	�
�
� 
� *���������� ������������� ����
� 
���������� 
� '(�(�) 'LG =

N
√
h(3)R+KijK

ij−K2)+ ḣab � � 
�����
� 
�	�� ������� �� �������� �� 
�������� ���
�+

Πab� 	�������� 
�� 
������� (Πab = Πba)�

,� �-����	 �.
����������� � 
�������� ��
���
� �� '(�(()� ��� � �#�
� 
� '(��/)� ��

"�� ����	& (
Kab =

1

2
N−1

[
−ḣab +Nb|a +Na|b

]
⇒ ∂Kab

∂ḣab

= −1

2
N−1

)
,

��������	&

∂LG

∂ḣab

=
∂

∂ḣab

{√
hN

[
(3)R +KabK

ab −K2
]}

,

=
√
hN

[
∂

∂ḣab

(
KabK

ab
)− ∂

∂ḣab

(K2)

]
,



��

�������	� 
��� K ≡ Ka
a ≡ habKab


∂LG

∂ḣab

=
√
hN

[
∂

∂ḣab

(
hachbdKabKcd

)− ∂

∂ḣab

(
habKabh

cdKcd

)]
,

=
√
hN

[
hachbd

(
−1

2
N−1

)
Kcd + hachbdKab

∂

∂ḣab

(
Kabhc

ahd
b
)−

− habhcdKcd

(
−1

2
N−1

)
− habhcdKab

∂

∂ḣab

(
hc

ahd
bKab

) ]
,

=
√
hN

[
hachbd

(
−1

2
N−1

)
Kcd + hachbdKab

(
−1

2
N−1

)
hc

ahd
b −

− habhcdKcd

(
−1

2
N−1

)
− habhcdKab

√
hN

[
hachbd

(
−1

2
N−1

)
Kcd +

+ hachbdKab
∂

∂ḣab

(
Kabhc

ahd
b
)− habhcdKcd

(
−1

2
N−1

)
−

− habhcdKabhc
ahd

b

(
−1

2
N−1

)]
,

= −1

2

√
h
[
Kab +Kcdhc

ahd
b − habK − hcdhc

ahd
bK
]
,

= −1

2

√
h
[
Kab +Kab − habK − habK

]
,

Πab =
∂LG

∂ḣab

=
√
h
[
habK −Kab

]
. ������

����
 ��	������� ����������� �� ������
 � LG ��� ������� ��	 ��������	 ��������	

�� Ni � N 
 �	 ������� �������	 ��		�	 
���������	 	�� ����	� �		� ��	������ ������



�� � ������ �� ������������  ���� ! ��� ������ ��� �"�����	� #�	������	 �� ������ 
��

����� �� $������%�� &����������� �� 	�	����	 ��� �"�����	 �'&()�
 ��	 ��$����� 
��

������ � ���*�	�+���� ��	 ������� ��	 
���������	 ��	 ��������	 ��������	 �� Ni � N 


Ni � N ��� 	�� ����,���	 ���-����	 �� ������� .� �� �����	 �������	
 �/	 �������	

�� �� �	��%� �� ���� ���%�� ����� �� 
�� � ����		,��� ���� � ��	���%�� �� ������� 0

'&()  ������ 
�� ������	 ����1�� � �	��%� �� ���� ���%��
 ���*���� �� ���� Ni � N �

������� �����	 �	 h′
ijs ���� ����,���	 ���-����	 �� ������� 0���� �� '&()
 	�����	 
��


����� �	��������	 � �%�� ������ �� 	�� $���� &�����������
 ��������	 ��!� �� �����	

�����	
 �������	
 
�� 	���� $��%2�	 ��	 hij′s � 	��	 ��������	 ��������	
 
�� ����������

������������	 ����	 N � Ni ��	������������ � N � Ni 	/ ���������� ��		�	 �������	
 ��

������� ����������� �		�	 �������	 	�� �	 �3�����	 �"�����	 �� ������
 � 	���� ����	��	

	���� �	 	�	����	 $"	���	
 4��������� ��� �	 �
��%2�	 ���-����	
 �� �*� ����	 
�� �	
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�
 ������
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 �	 �������	� �
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	 �
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 ����
 �� � !" �
�	����

 ��

�� �
 �#����
 	$������
 �� �	�
����	

�	  �����
����� �� �	���������	 �	��� HG �
 �
�����
�
 �%&�

%� 	$��	

�
 �	��� �� �	�
����	 �	  �����
����� 	� �	��

 ��
 ����#�	�
 ���'����
 	

�� �	�
����	 �	 ������������ �
�	�

 	
��	�	� (�	���	)
	 *�	 �
 ����#�	�
 ���'����
 
�


����
 ��	��
 �	�

 h′
ijs+ 	 
	�
 �
�	��� ���
�����	��	 �
������

,

HG = Πabḣab − LG. (-�-.+

/
� � ����� �� 	$��	

�
 �� ���
 (-�-�+� �	 
��	 �
�	�

 �	� � �	�
����	 �	 �����������

LG� 	 �

 �
�	��� Πab (-�-0+� 
��	�

 �	�
�
 �	 ������ #��	���� � 
	�����	 	$��	

�


���� HG,

HG = N

[
h− 1

2

(
ΠabΠab − 1

2
Π2

)
− h

1
2
(3)R

]
+Nb

[−2Πab|a
]
+ 2

(
2NbΠ

ab
)
|a , (-�-1+


��	 Π ≡ trΠab = Πa
a� 2 3����
 �	��
 	� (-�-1+ �
������� 

�	��	 �
 �	��
 �� ��
��	����

���� �  �����
����� HG� 
 *��� ��	�

 �	
��	4��� �
�
� �
�	�

 �		
��	�	� HG ��


	�����	 �
���,

HG = N
[
GijklΠ

ijΠkl − h
1
2
(3)R

]
+Nj

[−2Πij
,i

]
, (-�-�+


��	 ����
��4��

,

Gijkl =
1

2
h− 1

2 (hikhjl + hilhjk − hijhkl) , (-�-5+

*�	 6 � �
��� �
�����������	 �� �6����� �
 
��	�	
���
� �	
�
�	��� �
� %	7��� (� �	�
�
)

�����
 �	 *�	 Gijkl �
�	 
	� ���
 �	�� 	*����
 (-�-5+ �
�	 
	� ��
�� �
 ��8����	 9�:+� ;

*�	 �


�� �
 
	�����	
 
��	����
,

Gijkl = Gjikl = Gijlk = Gklij. (-�-9+

� ������ �� �	�
����	 �	  �����
����� HG (-�-�+� �
�	�

 	
��	�	� � ���
 �� �	����)

�����	 �	��� SG� 	� 
�� �
���  �����
������ �
 �
�����
�
 �%&,

SG =
1

16π

∫ [
Πijḣij −NHG −NiH

i
G

]
dtd3x, (-�0<+



��

���� HG = −NHG − NiH
i
G � d4x = dtd3x� �	
���� 
��

√
hN ������ ����� �� �������

�� ������� ��
 ������� 
����� �� HG� ��� � �������� �� ���
����� �� ����������� LG�

�����

HG = GijklΠ
ijΠkl − h

1
2
(3)R, ��� !"

# ���$����� ���� � 
�%��$����������� ��

HG
j = −2Πij |i, ��� �"

# ���$����� ���� 
�%�����������

&� ��������
 SG ��� '" �� ������� � N � Nj � ���������
 � ��
������ � (���� �	����


��
%����������� �
 
�������
 �
���)�
�

HG = 0, ��� �"

HG
j = 0, ���  "


�� ��%��
����� �
 �������
 �� 
�%��$����������� � �� 
�%����������� ��
%������������

*��
 
�� �������
 �
  �
���)�
 �� *��
���� %��� � ����� (Rab = 0)� 
�� �������� �

���%������ ���%�����

R00 = 0, ��� +"

R0j = 0. ��� ,"

* 
� ��������
 SG ��� '"� �� ������� � hab � Πab �	������
 �
 
�������
 �
���)�
 �!� ��

�����"�

ḣab =
δSG

δΠab
= 2h− 1

2N

(
Πab − 1

2
habΠ

)
+ 2N(b|a), ��� -"

Π̇ab = − δSG

δhab

= −Nh− 1
2

(
(3)Rab − 1

2
(3)Rhab

)
+

+
1

2
Nh− 1

2hab

(
ΠcdΠ

cd − 1

2
Π2

)
− 2Nh− 1

2

(
ΠacΠc

b − 1

2
ΠΠab

)
+

+ h
1
2

(
N |a|b − habN|c|c

)
+ h

1
2

(
h− 1

2N cΠab
)
|c
− 2Πc(aN b)|c). ��� �"

* %���.
� ��
���� 
�� �

�
 �
���)�
 
�� �
���������
 �
 �����
 �
���)�
 �� *��
����

%��� � ������ �/ �������� �� �
���)�
 �� ���� 0������
�� # ���� 
� 
����"�
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�������� → 	
 ���
���� ������������� � � �������� ������� � ������ !� ���
���� ���"�

#��
� �� ��$���
 �%��#&

'() → *�%#
���#� +
#������
�� ��,%
 � �-#�%� �� ���
���� ���� �%
��*�%#
 ��

��$���
 �%��# �
%
 �%�#��%
 �%��# → � ���
���� ������������� �
%
 hab ����.� / �

���
���� ������������� �
%
 Π̇ab ����0�!	� ���
���� ���"#��
� �� �%�#��%
 �%��#� '���#1

����#�� ������� �# ���%���% 
 %��
�����
�� $�%
� �# ��
 *�%#
 +
#������
�
�

2� ����%#�� ���%�� �
#��� 
�3# �� �
#�� $%
���
����
� �� �����#
 *����� ����� ���

�����$
��1 ��% �4�#���1 φA1 
 
�5� ���
� S1 �
%
 ���� �����#
 �
 *�%#
 +
#������
�
1 ��

*�%#
���#� '() 6�
 �
�� ��%7

S =
1

16π

∫ [
Πijḣij +ΠφAφ̇A −NH −NiH

i
]
dtd3x, ������

���� ΠφA 3 � #�#���� �
�����
#���� ���8�$
�� 
� �
#�� φA ��6���� 
 �
%��% �
 �
%�
�5�

�
 ������
�� �� 9
$%
�$�
�
 �
 #
�3%�
 LMatter �# %��
�5� 
 φ̇A1 H 3 �
�� ��%7

H = HG +HMatter, ����
�

� HMatter 3 
 ����%:
#������
�
 �
 #
�3%�
1 � H i 3 �
�� ��%7

H i = H i
G +H i

Matter, ����	�

� H i
Matter 3 � ����%#�#����# �
 #
�3%�
� '� �$�
�
%#�� 
� ���
���� ����
� � ����	� 
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�� ��# 


#
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�# ��� �%
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�
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 �������5� ��#���6�
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 �� ��� 
 *���5�

����� N ����%�
 �������% 
���
� �� ��#�� �� � ���
 �������5� �� ��%��� ���:����
 ��#�
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��������� �#,�%
 #����� �%
,
�:�� ���:
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 �
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��� 
 ���	
��� �
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%
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� �#����
���� �� �%
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��������� �# ���%
� �
�
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%
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	 � ��0���� 
�� ,4<.=

S =
M2

p

2

∫
M

d3xdtN
√
h[KijK

ij − λK2 − g0M
−2
pl − g1R−

− M−2
pl (g2R

2 + g3RijR
ij)−M4

pl(g4R
3 + g5RRi

jR
j
i +

+ g6R
i
jR

j
kR

k
i + g7R∇2R + g8∇iRjk∇iRjk)], ���-9 

���� ���� gi � λ �!� 
���	����� �����
���� 6 ����
���� �� &'� Mp � � 	���� �� :����>�

Kij �!� �� ��	
������� �� ������ �� ��������� ���������� � K ��
������� ��� ���(�� Rij

�!� �� ��	
������� �� ������ �� �
��
 ��������� 
��� � 	���
�� ��� ��()�� ��
��
�
� hij�

R � � ������� �� �
��
 ��������� 
��� hij� h � � �����	
����� �� hij � ∇i ��
������� ��

���
����� �����
������ ?� ���
��� ���
��� i � j �!� �� �	 6 ��@��
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�� �����	
� ����
�� ������ � �����	
� ��
���� �� ����

ds2 = −N2dt2 + a(t)2
[

dr2

1− kr2
+ r2dθ2 + r2sen2θdϕ2

]
. ������

������� ���������� � ����� � ������ �� ��� !���� ��
�����
� � ���
 � ���� ���"

gμν =

⎡
⎣ −N2 0

0 hij

⎤
⎦ , ����#�

�	�� hij � ���� ����

hij =

⎡
⎢⎢⎢⎣

a(t)2

1−kr2
0 0

0 a(t)2r2 0

0 0 a(t)2r2sen2θ

⎤
⎥⎥⎥⎦ , ������

��$� ��
��% �	����� �� ������ ��

hij =

⎡
⎢⎢⎢⎣

1−kr2

a(t)2
0 0

0 1
a(t)2r2

0

0 0 1
a(t)2r2sen2θ

⎤
⎥⎥⎥⎦ . ����&�

��� �������
� �� ���
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��
��
�

*�
� ��� � � �������� ��� �'
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�� ����
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��� �
�
�%������ � ��	���
� �� �����
��� �1
�+	���� ���� ��
� ����� � ���0��� ����

� ���� �� ��� ��	����������� � ��
���� ���� ��
� ����� � ������� � �����
��� �1
�+	����

�� 
��	�"

Kij =
1

2N

[
−∂hij

∂t

]
. ����2�



��

�� �����	
	�
� �
 Kij �
�
�
	�
� �
 �
�� ��� ����� ����

Krr = − ȧa

N(1− kr2)
. ������

Kθθ = − ȧar2

N
. ������

Kϕϕ = − ȧar2sen2θ

N
. ������

�� �	�
�
� �
 ����������� ���
� �
�  
!�	����� �� �
"#
	�
 ��	

��$

Kij = hlihmjKlm.

%
��� ����� �&�'���
�

Krr = − ȧ(1− kr2)

Na3
, ����(�

Kθθ = − ȧ

Na3r2
, ������

Kϕϕ = − ȧ

Na3r2sen2θ
. ������

���
� KijK
ij ���
 �
� 
���
�� �����

KijK
ij =

3ȧ2

N2a2
. ������

)�	���
	�� �� �	�
�
� �
 Kij$ �&�
����

K = − 3ȧ

Na
. ������

*�
 
��	�� � 
+#�,�� ����� ���
��� �&�
� +#
$

K2 =
9ȧ

N2a2
. ������

-��� �
 �&�
� � ����
 �
	'�
��$ �
!
��� �#&��
�#
� �� 
+#�,.
� ����� 
 ���(�� 
� ������$ �

+#
 	�� ���	
�
�

Scin =
M2

p

2

∫
M

dx3dtN
r2a3senθ√
1− kr2

(
3ȧ2

N2a2
− λ

9ȧ2

N2a2

)
. ����/�
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����� ����	 
��	�
���

����� �����	
� �
���� ��
������
 �� ��������� �� ��
�� ���������� ��
� ����� ��

�

�������
��� � �����	
� �� ������ ��������� � �
��
������� ��� ������ �������

Ri
jkl = Γi

jl,k − Γi
jk,l + Γi

mkΓ
m

jl − Γi
mlΓ

m
jk, ����� 

Rij = hklRkilj, ����! 

Rijkl = himR
m

jkl, ���"# 

R = hijRij, ���"$ 

Γi
jk =

1

2
hli(hlj,k + hlk,j − hkj,l), ���"% 

Rijkl = −Rjikl = −Rijlk = Rjilk = Rklij, ���"� 

Rijkl +Riljk +Riklj = 0. ���"& 

'�������� �� ()
����� ������ ���*�+���

R = hrrRrr + hθθRθθ + hϕϕRϕϕ. ���", 

Rrr = hrrRrrrrr + hθθRθrθr + hϕϕRϕrϕr, ���"� 

����

Rrrrr = hrrR
r
rrr, ���"" 

�

Rr
rrr = 0. ���"� 

- 
�������� ���� ��
 �!�%% ������� ����

Rrrrr = 0, ���"! 

Rθrθr = hθθR
θ
rθr, ����# 

Rθ
rθr = Γθ

rr,θ − Γθ
rθ,r + Γθ

rθΓ
r
rr + Γθ

θθΓ
θ
rr + Γθ

ϕθΓ
ϕ
rr

− Γθ
rrΓ

r
rθ − Γθ

θrΓ
θ
rθ − Γθ

ϕrΓ
ϕ
rθ, ����$ 
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����

Γθ
rr = 0. ���	
�

Γθ
rθ = Γθ

θ,r =
1

r
. ���	��

Γr
rr =

kr

1− kr2
. ���	��

Γθ
θθ = 0. ���	��

Γθ
ϕθ = 0. ���	
�

Γϕ
rr = 0. ���	��

Γr
rθ = 0. ���		�

Γθ
ϕr = 0. ���	��

Γϕ
rθ = 0. ������

������ ����� ���������� �� �������� �� ������� �� ���

�!������ "��"������ �� ���
��

#��� �����$

Rθ
rθr =

k

1− kr2
. ����%�

&���������� ����� ���������� ������ �� ���
�� �������$

Rθrθr = [a2r2]

[
k

1− kr2

]
=

a2r2k

1− kr2
. ����
�

'� ������� ��(���� ) "��"�����$

Rϕrϕr = hϕϕR
ϕ
rϕr, ������



��

���������	 	 
��
	 Rϕ
rϕr� 
�
	� ����

Rϕ
rϕr = Γϕ

rr,ϕ − Γϕ
rϕ,r + Γϕ

rϕΓ
rrr + Γϕ

θϕΓ
θ
rr + Γϕ

ϕϕΓ
ϕ
rr,

− Γϕ
rrΓ

r
rϕ − Γϕ

θrΓ
θ
rϕ − Γϕ

ϕrΓ
ϕ
rϕ. ������

Γϕ
rϕ = Γϕ

ϕr =
1

r
. ������

�	 ����
�
��� ������� ������� ������ � ������ �
 ������� 	�
�
	��

Rϕ
rϕr =

k

1− kr2
. ������

�����
��
� ����
�
����	 ������ �
 ������� 
���
	��

Rϕrϕr =
ka2r2sen2θ

1− kr2
. ������

 ���
�
����	 ������� ������ � ����!� �
 ������� 	�
�
	��

Rrr =
2k

1− kr2
. ������

"� #	�
� ��$�	%� & ��������	�

Rθθ = hrrRrθrθ + hθθRθθθθ + hϕϕRϕθϕθ. ������

'��� ����
�
��� ���� �
 ���!��� 	�
&
(���

Rθθθθ = 0, ���!���

�

Rrθrθ = Rθrθr =
ka2r2

1− kr2
. ���!�!�

��)���	 	 �$����	 ���

Rϕθϕθ = hϕϕR
ϕ
θϕθ, ���!���

Rϕ
θϕθ = Γϕ

θθ,ϕ − Γϕ
θϕ,θ + Γϕ

rϕΓ
r
θθ + Γϕ

θϕΓ
θ
θθ + Γϕ

ϕϕΓ
ϕ
θθ

− Γϕ
rθΓ

r
θϕ − Γϕ

θθΓ
θ
θϕ − Γϕ

ϕθΓ
ϕ
θϕ, ���!���
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Γϕ
θθ = 0, �������

Γϕ
θϕ = Γϕ

θϕ = cot θ, �����	�

Γr
θθ = −r(1− kr2), �������

Γϕ
ϕϕ = 0. �����
�

��
����
�� ���������
�� ������� ������� ������ � ����������	�� �� ����
�� ��������

Rϕ
θϕθ = kr2. �������

���������
�� ���	�� �� ������� ������

Rϕθϕθ = ka2r4sen2θ. �������

���������
�� ������� ����	� � ���	�� �� ������� ��������

Rθθ = 2kr2. �������

��� ���
�� � !����� ��"��� ������

Rϕϕ = hrrRrϕrϕ + hθθRθϕθϕ + hϕϕRϕϕϕϕ. �������

#�$���
�� %��� �
��������"��� ������

Rrϕrϕ =
ka2r2sen2θ

1− kr2
, �������

Rθϕθϕ = ka2r4sen2θ, �������

Rϕϕϕϕ = 0. �������

���������
�� �� �&��'(�� ���	������	�� �� ���		�� ����� &���

Rϕϕ = 2kr2sen2θ. �����	�
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Rij =
2k

a2
hij. ��
""��

#���������� ��!� �$������ %���� ��&�!�!��� �� ����	
�� ��
���� ��
��� � ��
��� �� ��
"��

���� ��!������� � ������!� ������� �� '����(

R =
6k

a2
. ��
""��

)��� �����!��� ��%� �(

R2 =
216k3

a6
. ��
""*�

+� ,������ �� ��
�"� ����� ��� ��%��!���� �� �������!� �������(

Rij =
2k

a2
hij. ��
""��

-�� ��
�"� � ��
���� �&! �.��(

RijRij =
12k2

a4
. ��
"���

-��������� !��& �(

Ri
j =

2k

a2
hi

j. ��
"�"�

������

Ri
jR

j
i =

12k2

a4
��
"���

/�&�!�!����� ��
��� � ��
�*�� !���� ���(

RRi
jR

j
i =

72k3

a6
. ��
"���

-��������� � ��!�� ������!�� �&!���� ���(

Ri
jR

j
kR

k
i =

24k3

a6
. ��
"���

0�� ��!�� ����� ���� � �1�����2� ���� ��� ��
�"� ������� ������ �� � !���� � �� ����������

������� �����%��(

∇iRjk∇iRjk = 0. ��
"���
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� ���� 
�� �
���� ��������

f � ���� ����

∇2f =
1√
h

∂

∂xi

[√
hhij ∂f

∂xi

]
.

���� � ���� �� �
� f = R� 
�������

∇2R =

√
1− kr2

a3r2senθ

{
∂

∂r

[
a3r2senθ√
1− kr2

(
1− kr2

a2

)
∂R

∂r

]}

+

√
1− kr2

a3r2senθ

{
∂

∂θ

[
a3r2senθ√
1− kr2

(
1

a2r2

)
∂R

∂θ

]}

+

√
1− kr2

a3r2senθ

{
∂

∂ϕ

[
a3r2senθ√
1− kr2

(
1

a2r2sen2θ

)
∂R

∂ϕ

]}
. ���� !"

#��� � ����	�� �� $����� ��
���� �%�! "� ��� ������� ��� ����������� r� θ � ϕ� 
����

�
��

∇2R = 0. ���� &"

' ���
	
��� ���� ��� �%�&�" ���	��� ���

R∇2R = 0. ���� �"

��� ���� ��	
��
�

#����������� g0M
2
p = 2Λ� g1 = −1� ���� �� (��) � �
*�
�

���� �� �	����
�� ��	�
+

	���� �� �%��"� �%��,"� �%�! "� �%�!-"� �%�!!"� �%�!%"� �%�&,"� �%�&�"� �%�&-"� �� ���� 
�
�	 ��

.�/���+0���1�
2� ��
���� ���3 "� �*
��+���

S = β

∫
dtN

[
3(1− 3λ)

ȧ2a

N2
+ 6ka− 2Λa3 −M−2

p

{
12k2

a
(3g2 + g3)

}

− M−4
p

{
24k3

a3
(9g4 + 3g5 + g6)

}]
,

� �
�	 ���� ��� �������
� �����

S = η

∫
dtN

[
− ȧ2a

N2
+

1

3(1− 3λ)

(
6ka− 2Λa3 − 12k2

aM2
p

(3g2 + g3)

− 24k3

a3M−4
p

(9g4 + 3g5 + g6)

)]
, ���� %"
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����

β =
M2

p

2

∫
d3x

r2senθ√
1− kr2

, ���	�
�

η = 3β(3λ− 1), ���	�	�

V0 =

∫
d3x

r2senθ√
1− kr2

, ���	���

1 =
3M2

pV0(3λ− 1)

2
, ���	���

gc =
2

3λ− 1
, ���	�
�

gΛ =
2Λ

3(3λ− 1)
, ���	���

gr = 6V0(3g2 + g3), ���	���

gs = 18V 2
0 (3λ− 1)(9g4 + 3g5 + g6), ���	���

���� gc > 0 ���������� � ��������� �� ����������� �� ���������� gΛ ���� ��������� ��� �

��������� ������������ gr �����������  ��������� �� ����� �� �����!"�� ��#����� #�� �

��������� �� ����������� gs ��������$�� ���� � ���%��� ������� �� ������ ��� � �#��!"�

�� ������ �p = ρ�� &� ���������� �� ����������� gΛ� gr � gs ����� ��� ��������� ��

���������� ������� ��� ����� �"� ������ � ����'������� �� ��������� ()�

& �#��!"� ���	��� ������� #��*

V0 =
2

3(3λ− 1)M2
p

. ���	�+�

,�'��������� �� #���������� �� ����� ����� � �����-���� � �����!"� ���	�+� �� �!"�

���	���� ����� #��*

S = η

∫
dtN

[
− ȧ2a

N2
+ gcka− gΛa

3 − gr
k2

a
− gs

k3

a3

]
. ���	���

&���� ������� �������� � �������� )����������*

L = N

[
− ȧ2a

N2
+ gcka− gΛa

3 − gr
k2

a
− gs

k3

a3

]
. ���	

�

. ������� ������������� ���/����� � �������� a %*

Pa =
∂L
∂ȧ

=
∂

∂ȧ

[
− ȧ2a

N

]
= −2ȧa

N
. ���	
	�
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H = N

[
−P 2

a

4a
− gcka− gΛa

3 − gr
k2

a
− gs

k3

a3

]
. �������
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�
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μ
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����� M � mHNB� 	
�� ��

U = M −mHNB. �
�����

�	�	�	��� � ������� �
����� ��� 
�� ��

� �� �����
� mHNB� ������
�

U

mHNB

=
M

mHNB

− mHNB

mHNB

, �
�����

� ���� ���� 
�� �
��	�� �����

� =
M

mHNB

− 1, �
���!�

���� � = U/mHNB � � ����"	� 	������ �
���#$��� ��%� ���	�� &�	 &�	�� ��� ��&�����	��

��������������� �� �����
� �� '�	��� �	�	�	��� � ������� �
���!� ���� ������ ��

���
��� ��� ������ �
 NB �(�	��
� ������
�

� 

V
=

M

mHNBV
− 1

V
, �
���)�

�"������� ��"��
 �����
 �� �
���)��

(� + 1)

V
=

M

mHNBV
. �
���*�

+	�������� ������
 �
������ �
���*� ���� 
�����

M

V
=

mHNB

V
(� + 1). �
���,�

- ����	� �� ������� �
���,� ������
 ����� ��� M/V � � ���
	���� �� �(�	��
 �� '�	�� ρ �

��� mHNB/V � ���	������� . ���
	���� �� ��

� �� �����
� �� 
�� �
���� &�����������

��� 
��( �������� ��� ρ0� � ���� ������ &�	 ���	�� ��� ��&�����	�� ���������������

�� �����
� �� '�	��� ��# ������
 ���
������ �
���,� �����

ρ = ρ0(� + 1). �
���/�
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���	��� ����
 
���� ��� � '�	�� 
�%� ��������	1��� ��� ��� ������� �� �
���� ��

&���� p = p(ρ0, � )�

2�� ������ ����
 ���� ��	��	�� ��	 �� 3�����	�4�	��� ��� � �����	���� �� ����"	�

��	�	����� �� '�	�� � ���� ���

dQ = dU + pdV, �
�����
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��������� ��	 mHNB
 ���
����

dQ

mHNB

= d

(
U

mHNB

)
+ pd

(
V

mHNB

)
, �������

���
 ���
��� � ��	��	 ��� ���������
� 
�����	���� ���
	��	�
��
 
��	
�
	 � 
������

�������
 �����

dq = d��+ pd

(
1

ρ0

)
, �������

���
 dq � � ���������
 �
 
�
	 �� ��	 ������
 �
 ����� �
 	
�����
 ���������� �� !����

��� �	��
��� ����
"
��#�����

$� %�	��&���� 
������� �
��� � 
������ �
 
����� ��
 �
�
��
 �
 ���� ��	�#�
��
 ��


��� � 
��	���� 
��
�'(�� S(ρ0, ��) 
 � �
��
	���	� T (ρ0, ��)
 ���� ��
�

d��+ pd

(
1

ρ0

)
= TdS = δq. �������

)��
"�
 �
(��	 � ����� ��
	���&
 �
�������� ������ ��	 
���&���
 ����

μ =
ρ+ p

ρ0
, �������

���
 � ���������
 ρ+ p %�* � ���
& �
 ����� ��
	���& ��	 ������
 �
 ��&��
 ��� !����

�
	%
���� ������ � 
������ �����+� ���
��� 	

��	
�
	 � 
������ ������� ����

μ =
ρ0(1 + ��) + p

ρ
, �����,�

��
 ��-� ��� ����&�(�����
 ���
���.

μ = 1 + ��+
p

ρ0
, �����/�

)�	� 
&�����	 �� �� 
������ �������
 �	
��� ��%
	
����	 � 
������ �����/�
 �
��� %�	��

�
����

dμ = d��+
dp

ρ0
+ pd

(
1

ρ0

)
. �����0�

1��&���� � ���������
 d�� �� 
2�	
���� �����0� 
 ������������ 
� �������
 ���
����

dμ− dp

ρ0
= TdS, �����3�
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� �����

dp = ρ0(dμ− TdS). �������

��
� ��� ρ0 � �� ����� 	�
 ���
�		�	 ���� ������	 �� μ � S� �		�� � ����� � �� �	
���

�		��� � ��
�� �� p = p(μ, S)� !�
� �"
�
 ��� 
�#�� � ��	
� 
���� �
����
����
� ��
�

��� 	�

p = ωρ, �������

��� $ ��� ����� � �� �	
��� �� �� %���� ��
���
� �� 	�� ��
�� ���	 &�
�#� 	���� ω ���

���	
��
� ��� ��
��
�
�'� � 
��� �� %���� �	
������ (�"	
�
����� � ����� � ������� ��

����)�� � ��� � �	� �� ����� � ����)�� � ��*	 �#&���	 ������#����	 �#&$"
���	� �"
��+	�

� 	�&���
� ���
�		 ��

(1 + ��)d
[
ln(1 + ��)− ω ln ρ0

]
= TdS, �����,�

�� ���� ������	 ����
�-��
 ����

T = 1 + ��, �������

�

S = ln(1 + ��)− ω ln ρ0. �������

.���	 
��	�
�/�
 � ����� � �������� ��
� �		� /���	 ������#���
� ��/��0+#� ��
 ω � ��#���


� �
��
������ �� �������
� �� #�&�
�
��� �"
�����

S

ω
= ln

[
(1 + ��)

1
ω

ρ0

]
. �����)�

1�#������ � ����������# �� ��"�	 �	 #���	 �� ����� � �����)� � �	�#���� ρ0� 
���	 ����

ρ0 = (1 + ��)
1
ω e−

S
ω . �������

2��"$� ������	 ���
�		�
 � ����� � ������� �� 
�
��	 �� ��
�#��� μ � �� ��

���� S�

!�
� �		�� /���	 	�"	
�
��
 � ����� � ������� �� ����� � ����))�� �"
�����

μ =
ρ(ω + 1)

ρ0
, �����3�
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� ����������	
 � ����
�
 ������� �� �������� ���
� ����

(1 + ��) =
μ

(ω + 1)
. �������

����������� ����������	
 � ����
�
 ������� �� �������� 
����
��

ρ0 =

(
μ

ω + 1

) 1
ω

e−
S
ω . ����� �

!
�
 p = ωρ� ρ = ρ0(1 + ��) � ����	
 � ����
�
 ����� � ���
� ��� � "#����
 p 	


$��	
 "�#%���
 "
# ��# �&"#���� "
#�

p = ω

(
μ

ω + 1

)1+ 1
ω

e−
S
ω , �������

���� ' � ����
�
 	� ����	
 ��(#��� �� ��#�
� 	� �����"�� μ � 	� ���#
"�� S�

����� ����	
 �	����	
���
��� � �� �������� �� �	������	
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�
 	� ����	


	
 ��"
 p = p(μ, S) � 	
 ����
# �
����
-���#.�� 	�	
 "��� ����
�
 �/���� 0�� #�%�#��(���

(
�1*��� ��� %
#�� ' T μν = 	��.(ρ, p, p, p)� !
�
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 �� $��	
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� ����
�
 �������� "
	��
� #���(#�*�# �/��� (
�
 ���	
�

T μν = ρ0μU
μU ν + pgμν . �������

2 (
�	�
�
 	� (
���#*�
�
 	
 �3��#
 	� �4#�
�� #���(#��� �� ��#�
� 	� ρ0 ' 	�	� "
#�

(ρ0U
ν),ν = 0. �����/�

2�'� 	���
� � (
�	�
�
 	� �
#����5�
�
 	� ���	#�-*��
(�	�	� '

U νUν = −1, �������
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�	�5 �

(U νUν);β = 0, �������
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�������	 
�� 	 
���	� �	���
	�������� 
���� ����������� ����� ��
	 ��

T μν
;ν = 0, �������

�� �
�� !�� �� �	�����
	 "	��� ��� ��"������ �� #	��� �� ���� �� �	������ $	� %� ��"	�

�� !�� �� �����&� � �� ������� � �� 
��
�	 �
�� !�� �� ������� ��
������� �	�"��
����
�

	 �	�����
	 �� �� '���	� ��(� �
�� $	 �� ��
��	 � �	��������

% ��
��"��
��$	 #)���� ��� 
��
�	 �
���!�� ����� �� �������� "	��� ��� ��
�������

�� �� �	�"	���
�� "������� � "��"��������� * 
���������	������ #	��� ��"������� +��� �

�	�"	���
� "�������� "	���	� ��������,

UμT
μν

;ν = 0. �����-�

.
���/���	 �� �
�� !�� �����&�� ������� � ������� �������� �

Uμp,ν − ρ0U
νμ,ν = 0, �������

� �� ���-0�

ρ0TU
μS,ν = 0, �����1�

	� ��(�� 	 �	�����
	 �� �� '���	 "��#��
	 ����
��)�
��	 �	������ � ��
�	"�� "	� 23��	���

+	���	� "����2�� 
��2�� 
�� �	�	 dq = TdS �$	 �3 '��	 �� ���	� �� 
���
��� ������
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� ��� �	�����
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+��� � �	�"	���
� "��"���������� 
����� 
��� �
�� !�� �� �	�����
	 ����"�����
���

4��	� �
���/�� � ��5�� $	 �	 
���	� "�	(� $	,

P σ
μ = δσμ + UσUμ, �����6�

	 
��� "�	(�
� 
���	��� "��"������������
� � U ν � %"������	 �����6� �� ������� � �
����

/���	 �� �
�� !�� �����&�� ������� � �������� 
��	� 
��,

−Pσ
νp,ν = μρ0Uσ;νU

ν , ����10�

#�/���	 U ν = δν0� 	2
��	�

−�∇p = (ρ+ p)
d�v

dτ
, ����1��

	��� �v � � 
������	������ � τ � 	 
��"	 "�7"��	� % �
�� $	 ����� � � ��� �� #	� � ������

����	 � 
���
����� �ρ+ p� ������� �� ����� �������� "	� ������� �� �	�����
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���� �������� ��� � ��������� �	 ��������

��� ���	

μ2 = −gσν(φ,σ + αβ,σ + θS,σ)(φ,ν + αβ,ν + θS,ν), ����!"�

�
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 	��	�����	��	 �����	�

L =
√−g(p), ����!��

���	 p  � �
	���� �� *
����

������	
	 � �	-
���	 ����.

S =

∫
d4x

√−g(16πp). ����!��

/�+	��� � ��
����� �� ���� ��� 
	����� ��� ���	��������	�������	 ��� 	�����
���� �����

	�
��)	� ��������� �������	�
	� �	 �
��	�
� �
�	��

Uνφ,ν = −μ, ����!0�

U να,ν = 0, ����!��

U νβ,ν = 0, ����!��

U νθ,ν = T, ����!!�

U νS,ν = 0, ����!1�

�� � �	 
�� 	�
���� �������	�
 �	 �	-
��� �
�	��

(ρ0U
ν);ν = 0, ����12�
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 ��� ��	� ��� !����	�
�� φ � θ ����� ��
� ���"����� ����
���
�
� !�"
� 	��������

��
����� ��	
� �� #����� $��
��
� ������ !����	�
�� 	
��
� ���
��
� �� ���������

�� #���� ����� ��� 
�%�
��	�
" 	��&��"�

'� !���� �
 "
(

�(�
�
 �� #���� !���)�� ����
 ���� �������� 	
����	
����� 	��*�)

(
���� ��

�+� �� �� 	�"	�"� ���!"��, ���+�)��-

Pφ =
∂L
∂φ̇

= −√−gρ0U
0, ����.��

PS =
∂L
∂Ṡ

= −√−gρ0U
0θ = θPφ, ����./�

Pθ =
∂L
∂θ̇

= 0, ����.��

0�� ����, 
 1
��"����
�
 2	
 ��	
��
 	���-

H = μU0Pφ −
√−gρ,

= −√−g[p+ (ρ+ p)U0U
0],

=
√−gT 0

0, ����.��
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����������� �
�� ��������� ��� 
��
����� �� �� �� ����� 
������� �� ���
�� ��������� ���


��� �!����� �� "#$	 � �
�� ! ������� ����%

ds2 = −N(t)2dt2 + a(t)

(
dr2

1− kr2
+ r2dθ2 + r2sen2θdφ2

)
. &'�()*+

,���� ������� � ���� �� �
���	

Sf =

∫
d4x

√−gp,


��� ��� ��������� ����

Sf = β

(∫
dtNa3ρ

)
,



��

����

β =

∫
dx3 r2senθ√

1− kr2
,

� �	 
���
 �� 
��� ������� � �����
���� ���	� ���� ��
 ��
	������� �	 ���� ������ ��

��� 	��� � ����
��
 ���� ��
	��

������ ����� !" ��	#��$

Sf = β

∫
dt

[
Na3ω

(
μ

ω + 1

) 1
ω
+1

e−
S
ω

]
. ����%&!

'�� �� �����(!

μ = [−gμν(φ,μ + θS,μ)(φ,ν + θS,ν)]
1
2 .

)�	� �� ���������� ��� ������
��" ����#�� ���
���
$

μ = [−g00(φ,0 + θS,0)
2]

1
2 ,

=
1

N
(φ̇+ θṠ).

*����������� � �+����� ���	� �	 ����%&!" ����	#��

Sf = β

∫
dt

[
N− 1

ω a3
ω

(ω + 1)1+
1
ω

(φ̇+ θṠ)1+
1
ω e−

S
ω

]
,

�� ���� ����	�� ������,��
 +��$

L = N− 1
ω a3

ω

(ω + 1)1+
1
ω

(φ̇+ θṠ)1+
1
ω e−

S
ω . ����%�!

)�	 ����" �� 	�	����� ��������	���� ���-������ � φ � S ,��	 �����

Pφ = N− 1
ω a3(φ̇+ θṠ)

1
ω
(ω+1)−

1
ω e−

S
ω , ����%�!

�

PS = θPφ. ����%%!

.���� � /�	��������� �� 0����" Hf " ���� ��
 
����
��� ��	�$

NHf = (φ̇+ θṠ)Pφ −N− 1
ω a3

ω

(ω + 1)1+
1
ω

(φ̇+ θṠ)1+
1
ω e−

S
ω . ���(  !
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�������	
� �
������ �������� ���� ������� ��	��������� ������� ��!

Hf =
P ω+1
φ eS

a3ω
.

"��� ���� ��#�� � $������	��	� 	��� %���� ���� �������� �	���
����� � �����	�� ���	��

%�����&�  �	'	� �

T = −PSe
−SP−(ω+1)

ε ,

PT = P ω+1
ε eS,

ε̄ = ε− (ω + 1)
PS

Pε

,

("ε = Pε,

� �����

Hf =
PT

a3ω
, �
�)*��

�	
�� ���� �������� #��� ����� ��	�����	�� �� ����	��  �	'	� � 	� ������ ���� ��
� ���

����� 
� �����
�
� 
� +��
� ���%�����

,� ����� 
���� $������	��	� 
� �������� ��
���� �� ��#�� � $������	��	� ������ H� -��


�#� ����� �  ���������	�� 
�	.�� � 
� �	�#�����

H = Hg +Hf , �
�)*)�

�	
� Hg � � $������	��	� ���� ��
� / ��&� 
� ���#����&� � -��� � ����
�  �� � ��������&�


� %�������&� 0,1 
� ������#�
�
� ����� � Hf � � $������	��	� 
� %��
� ���%�����

2�	����	�� � $������	��	� ����� 
� ��
��� � ����
� �� ����� �� �-������ �
���)� �

�
�)*��� ����	
�!

H = N

[
−P 2

a

4a
− gcka− gΛa

3 − gr
k2

a
− gs

k3

a3
+

PT

a3ω

]
. �
�)*
�

3 ������ 
� %��� 
���� ��
��� � 
�� ���� ���� %���� 
� �� ��� a� ��� #���4#�� ���� ��
�

�� +��
� T 56�7 � ��� ����	���  �	8���
�  �	�	� ���	�� Pa � PT � ����� ��#���	���

9�
�� ���� �&� %�	���� ���	�� 
�  ���
�	�
� �������� t� :����  ���� �	
�  �	��
������

��� ����� � 
� 2;<� ����� ���	�� � #=	 ��� 
� �����$������	��	� 
�
� �� ����������

� �-���&� �
�)*
� � �����
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��
#���� ����� ������� ��	������ � ���������� $�
���� %��

�� ���������� ��� ���� ������
��
#���� ��� " �������
� 
� ��� &���� ������ '(����� %	����

����������� � �"��
�� 
��� � ������������ 
��� ���� 
���� �� %�)� *+,-� $�
���� �����
��
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� �� 
����
������ ��� 
������ �������� ����
���� ��	������� ���
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���� �����	
����� � ���
���� ���
���
 �� ��	
������ ���������� �
�		����

�		��� � ����
� ��	����� 
�� ������� 	��� ���������� 	������ �  ����
�	�� �� !����

���	�������� 	�	����	 �����
���	 "#�$#�%� &��� �		�� 
������������� �������������	 ���

 ����� �� ����� � ���
 '  ����� ��	 ��������	 ���(����	 a � T �

ψ = ψ(â, T̂ ). �#���

)	�����	 � ��
��	������� �� *�+�,������ 
��� �	 �
�������	 â � T̂ � 	��	 ��	
������	

�
�������	 �������	 ���-�����	 P̂a � P̂T � .�		� ��
��	������� �	 �
�������	 ��������/

��	 �	��� ����	 
��  ���0�	 ��
��

�������	 � �	 �
�������	 �������	 ��� �	 	�������	

�1
��		0�	2

P̂ 2
a → ∂2

∂a2
− m

a

∂

∂a
, �#���

P̂T → −i
∂

∂T
. �#���

���� m ' �� 
��3����� ��� �1

��� � ��4�������� ��  ���� �� ��������� ��	 ����������	

â � P̂a� &��� ��� ��	��		�� ���	 ����
+��� ��		�	 �
�������	 � 	�� ������������ ��-�

"#5�#6%� ��	
������������ 7���
������ ������	 �1���� ��� � �8���
� �������� �� 	��  ����

�
��������
� ������
� �  ����� �� �����[
1

a

∂2

∂a2
− m

a2
∂

∂a
− 4i

a3ω
∂

∂T
+ 4

(
−gcka+ gΛa

3 +
grk

2

a
+

gsk

a3

)]
ψ(a, T ) = 0, �#�#�

�		� ' � ���+����� ������� �� 9+��
��/!�9��� 
��� � 
��	���� ����
��

: �
������ Ĥ ' ����/��-���� "5�% ��� ��	
���� �� 
������ ��������

(Ψ,Φ) =

∫ ∞

0

da Ψ(a, τ)∗ Φ(a, τ) , �#���

	� �	  ���0�	 �� ���� �	��� ��	�����	 �� ���-���� �����
�	 ��� 	���	 ���� Ψ(0, τ) = 0

�� Ψ′(0, τ) = 0� ���� � 
���� ′ 	����;�� � �������� 
�����
 �� ��
���� � a� .�		� ��	��

���	�������	 �	  ���0�	 �� ���� 	���	 ������ � 
������� ��
� �� �������� �� �������� �

���4'� �1�����	 ��� �
�	 ��	�
������ ������ a  �� 
��� ∞�

!�
��	 ��		�� �	�����	 ���	 �����
�����0�	 �� ���3���� ��3����� 
��� �  ����� ��

����� ��� 	�� � �����
������� �� ������ ������ � � �����
������� �� �	 
���
�	�
���� �	

����	 	���� �
��	������	 ��	 
�<1���	 	��0�	�
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������ #��� $���� �%� &�

%
� '()*+ , �
��

�
 �
� �
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��� �
 ��
������ ��� �� �
 �� �
����
���� �� �
�-���� �
-�����+ .
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/����� #��� $���� �%� &�

%
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�
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 �
%��������
 �
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�������	
�� �
 ��������� �� ������	
�� ���������� ������� ��� ��������� �������
������

�� ����� �� ������� ���� ���� ���������� �� �������� �������� ���������� ����� ��� ����

����� �� ������� � ����� �� ������� � �!���"���� �� ��#����� ��������� � ����� ��$� �� %��

�����������

�� ����������	�� �� ������ ������� ��� &� ������� �� ���	�� �� ���� ���� �� ��'

��������� ����� ������� � ������� (���� �� ���������� ���� ����� �� ����� �� ����������'

������ ��������� �� ����� ������ ���$� ���� ��� �� �� ����� �� �������� ���������

����� ����������	��� ����� �� &���
���� �� ����� ���� ���� ���!����� �� ��� ���$��� ��

����������� %�� ��� �� ���������� ���� ��) %�� ��� �������	�� $ ������ *��� ���� ���'

����������� ����� � �� ��������� �� ����	�� %�+������ � � %�� �������� �� ���� �����

��� ����� ������ �� %�� �������� �� ����� �����

,����� ���� �� ����������� ��� %��������� � ���� %�� ���������)� �� ������� �����)���'

��� � �������� �� ����� �������� ����� %���������� � %��� $ ���� ���-

〈x〉 =
∫∞
0

x |Ψ(x, t)|2dx∫∞
0

|Ψ(x, t)|2dx , ./�01

���� x $ � ����	��� t $ � ����� � Ψ(x, t) $ � ���	�� �� ���� ����������

��� �����	���
��
 �� �� ��
������
��

2� 3456� �� ���7����� �� 8����9� :���� �� ;��7��� ���������� ��� ������ �� ���� ������

%�� �������� ���<����� %�+������� �� �������� ��� ������ �� ���� ������ ����������� ����

������������ , �������� ��� ��������� � �!�����	�� �� �������� �� ������ %�+����� � ������

�� ��� �������	�� � � ��7���� ��) �������� �� ���� �� �	 
���
�	 ��� �����7��� ��� ���

�!�����	�� � ���� ���� � ���� ������� � %��� ��� ������� �� ����	� �� ����7���	
�� � ���

�� ����	�'������ =�� �� 34�5� ����� ;�&� ��� ������������ �� ������&� �� �� ;��7����

������������� ��� ������ � �����

, ����������	�� �� �	 
���
�	�
��� ��� ��� ��>����� ��������� �� ������� � ���� %��

$ �������� ��� ��� ���� ���� � ��� ��� ���	�� �� ����� 2��� ���� ���� ��7�� ���

���>��
��� ���� ���� ����� 7����� ���� ���	�� �� ����� ,����� � ���	�� �� ���� �����

������ ��� ������ ������ � ������� ����� ����� �������� ���� ����������	�� �� *����&�7���
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�� ��	����	  �� � 
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�� �	������ ��	 ���� ���	
� � �
�

���	
� ������ �� 
��

���� �� ����� � ��	�������� ����� ����
������ ��
 �� �	����
�
������

�����	 �� ��� 	� ��	"�����

�� �	������ ��
�� ��	 �� #	�$�
�� � ��	������ A �����
 �
� �����
����  �� � ����	

�

���� ���� ����� �  ��� � �%�
��� �� ���� �
����� $�
���� � ��	������ �  �� �� �	���$�

�� ���������
��� &��� �����
���� � ���� ��	'

d�xA(t)

dt
=

�jA(�x1, ..., �xn, t)

|ψ(�x1, ..., �xn, t)| , (��)*

���� ��  ����
����� �xA ��� ����	�� �����
��� �� ���
��� �� ��	������ A� �jA(�x1, ..., �xn, t) �

� ��		����  �!��
�� 	���	���� � ��	������ A � ψ(�x1, ..., �xn, t) � � ���� �
���� �����
���� +

� ����� (��)* � ��	� �
 �
���
� �� n ��	������� ��� 	����
����
�� �
 , �

���-�� �����

�
�
�� +� ����
��	
�� ���� � ����� ��	����
��  �� ��� �
��	� ��� � ���-�� �� 
��!�
��

��.���
��� ���
�� �� ���� �� ��� %���	 ��	
����� �� ��$���� �	��
 �
 	������ �� ��
���


��� �� ��� 
����
 �����	�����

+ ���� �
���� ���
���/ � � ����� �� �����	������ ���� ��	'

∂|ψ|2
∂t2

+
n∑

A=1

�∇A ·�jA = 0, (��0*

���� �jA � � 
��
� ��		����  �!��
�� �	������ �� 
���	�	������ �� 1����%�$���

+ ������ �� ���� �� �
���
� �������� ���� ��	 ����	

���� ��	���� �� � ����� ��

2�%	3�
�$�	�  �� �'

i�
dψ(�x1, ..., �xn, t)

dt
= Ĥψ(�x1, ..., �xn, t), (��4*

���� Ĥ � � ���	���	 %�

����
��� �� �
���
�� �  ��� �����
 � ��	
� �
���
�� � �� ��	
��

�� 
���	���� ���	� �� ��	�������� ����� ����
��� ����
�� 	����	���	 � � ����� (��4* ��
�

�����'

i�
dψ(�x1, ..., �xn, t)

dt
=

[
−

n∑
A=1

�
2

2MA

∇2
A + V (�x1, ..., �xn, t)

]
ψ(�x1, ..., �xn, t), (��56*

���� MA � � 
���� ��� ��	�������� ∇2
A � � ���	���	 ������
��� 	���	���� � ��	������ A �

V (�x1, ..., �xn, t) � � ������
�� �� 
���	���� ���	� �� ��	��������



��

�� ������ ��	 
��
� � �������� �������� ���� �	 ����� ���� ��� �������� ����

�jA(�x1, ..., �xn, t) =
1

MA

Im
[
ψ∗(�x1, ..., �xn, t)�∇Aψ(�x1, ..., �xn, t)

]
,

=
1

MA

�∇AS(�x1, ..., �xn, t), ������

���� S(�x1, ..., �xn, t) � � ���� �� ��� !� �� ����� "��#�$���� ������ ����	�� �������%�� �����

��	� ������

�pA = MA
d�xA

dt
= �∇AS(�x1, ..., �xn, t), ����&�

���� �pA � � 	�	���� #����� �� ����'��#� A� (���	�� �������� ����%�� �� ���� !� ����&�

��� � ����'��#� � )����� ��� �	� ���� ��� �* ������� ��� ����������� � �� ��	�� ��+��

�#�� (��� ����#%��	�� � ���� !� ����&�� ��	�� ��� ������,��� � ����� !� ������# x(0) = x0�

-��� ������,�� !� ��������� � .���� �����	� !� ����� �������$��� ��#� ������ ��� �!�

���/ ������� �	 ψ(�x1, ..., �xn, t)� 0 %�#������� ������# � ,���� �	� %�$ ��� ���1���	��

S(�x1, ..., �xn, t)� "	 ���2���� �� 	�%�	����� ����'%��� ���������� ��	 �	� 	��	� ���� �

)����� ��#� %���� !� �� �x0� 0���	� ���/ ������/��� �������$�� � �� !� �� ���+�+�#������

��%��� � ���� ����'%�# �������	��� !�� 3�������� � �����#����

• 0 ���+�+�#����� �� ��� �	� ����'��#� �� ���2���� ����2� ������� ����� �� ������ �x

� �x+ d�x �� �������� t � ���� ����

R2(�x, t)d3x, ����4�

���� R2 = |ψ|2�

-��� �����#��� ��������� � ���+�+�#����� ��� �	� ����'��#� ���#	���� ����2� �	 �	�

���� !� ������� �	 �	 �������� t� - �!� � ���+�+�#����� �� ��������� � ����'��#� �� ���

����� �	� 	������ 5���� �������� ���� �����#��� ��#������ � ������ �� ����� �� 	�%�	�����

)�%������� ��#� #�� ���� �	 ����&�� ����#�� ��� �!� ��	���'%��� ��	 � ������+�� !� ������#

R2(�x, 0) = R2
0(�x)�

0)���� �����	�� �������$�� � �������� �� ����'��#� �� 	������� �������� � ���� �����

��%�	�� ����	��� � ���� !� �� 6�1�7���)�� �	 ���� ���� 8�� ������ 9�����#	����� %�	��



��

������	
�
 �
	 �	��� 
�� ����� ��
���
�� 	 	��
	�	
	��� � �
���� �	 ���� ψ = ψ(�x, t)�

���
��� �� 	�
���� �	 ���
�����	
� 	� �
� ��
�� ����
�

ψ(�x, t) = R(�x, t)eiS(�x,t)/�,

ψ(�x, t) = R(�x, t) (cos(S(�x, t)/�) + i sin(S(�x, t)/�)) , ��� �!

���	 R = R(�x, t) " � ������
�	 
	�� ��� �	������ �R ≥ 0 ∀ x, t! �	 ψ(�x, t) 	 S = S(�x, t) "

� �
� ���	 
	��� �	 	��
	�	
��� ψ(�x, t) 	� �	
��� �	 �
�� ��
�	� 
	��� 	 ������#
����

ψ(�x, t) = ψ1(�x, t) + iψ2(�x, t) ��� �!

�	��� �
	�

R(�x, t) =
(
ψ2
1(�x, t) + ψ2

2(�x, t)
)1/2

= (ψ∗(�x, t)ψ(�x, t))1/2 ,
S(�x, t)

�
= tan−1

(
ψ2(�x, t)

ψ1(�x, t)

)
=

(
1

2i

)
ln

(
ψ(�x, t)

ψ∗(�x, t)

)
. ��� �!

$		��
	�	��� � 	�
���� ��� %! ��
� 
�� ����� ��
���
�� �	 ����� M � �	����

i�
∂ψ(�x, t)

∂t
=

(
− �

2

2M
∇2 + V

)
ψ(�x, t), ��� &!

�
'����
���� � �
���� �	 ���� 	� �
� ��
�� ����
 	 �	��
���� � 	�
���� ����� 	�

�
�� ��
�	� 
	�� 	 ������#
��� 
	��	������	��	� �'�	��� �� �	�
���	� 	�
��(	� ���
� ����

�	����	� �	)� � ��*����	 +�,!-

∂S(�x, t)

∂t
+

(�∇S(�x, t))2

2M
− �

2

2M

∇2R(�x, t)

R(�x, t)
+ V = 0. ��� .!

∂R2(�x, t)

∂t
+ �∇ ·

(
R2(�x, t)�∇S(�x, t)

M

)
= 0. ��� +!

/� 	�
��(	� �+�&�! 	 �+�&�! ��
��� 
� ����	�� �������� �	 	�
��(	� ���	
	������

��
����� �
	 ����� �� ������(	� �������� R0(�x) = R(�x, 0) 	 S0(�x) = S(�x, 0)� �	�	
�����

R(�x, t) 	 S(�x, t)� /�	��
 �	 ���	
��� 
����0�
 �� 	�
��(	� �+�&�! 	 �+�&�! ��
� �	��
	�	
 �

�	�
��� �� �
#���� " ���� ����	��	��	 �'�	
��� ψ(�x, t) �� 	�
���� �	 ���
�����	
 ��� &!�

1��� ���	
�
	����� �
��(	 �������
 ��� � ���� ψ(�x, t)� �
	 " ������ 	 �
	 �	 �
�����

�� 	������ 
�� ��
���
�� ����
�� �	 ����� M � �
	 �	�
	 � �
�)	�2
�� �x = �x(t)� 3�� �	0
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�� 

 ��	�
 ��������
 M � �

��

 ������ 
����
�� 
� ����� � 
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 μ� ��������
	 ��� � 
�
� ������ ��� �
��� �� ���������� �		�� �

���
����

 �������
	 � 
�
� � � ��������� �
�
 �	����
	 
� �� ����
 	�	���� ��	��
� ����

����
	 � �
����
 ����� � 
�
� � � ���������� �
���
	 ��� � ������
  !���" ��� � �
���


� ��� ������
 
� #�����
�$%��
�� ��&		����

∂S(�x, t)

∂t
+

(�∇S(�x, t))2

2M
+Q+ V = 0,  '�()"

� ���
	 

 ����
*

Q(�x, t) ≡ − �
2

2M

∇2R(�x, t)

R(�x, t)
,  '�(+"

��� � �
�,���

 �
�
 �
������� �������
� �

��
	 �������� ��� ����

 Q �= 0� � ���-�$

�.��� 
� ��������� 	��& 
�������� 
� ���-��.��� ��&		���� / ������ ��&		��
 �� ��
��� 
� 
�

0�
����$0
,� ��
����� ����

 
 �
������� �������
 Q � 
�	���1���� ������� 
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� ������
  '�()"� 2		��� � ������
  '�()" �
����� � 
������� 
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������ ��		����� ��� ���� �� ����
 �
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 �

�� ���	��� �&��
	 �
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	 ����	 �
�
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��
��
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�
 ���	����
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	� 
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	� 3 
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�
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��	 �������
	� 
 �
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�

 �
� 6�!8*

Q(�x, t) ≡ − �
2

2M

∇2R(�x, t)

R(�x, t)
− m

x

∇R(�x, t)

R(�x, t)
,  '�(("


�
� x � 
 �.
��
 
� �x� M � � ��		� 
� ��������� � m � 
 ��������
 
� 
�
�������
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�	 ���-��.���	 �
,�����	� ��	�� 
������ � ������


 '�+("� �
�	�
����

 ��� ����� ���������� �� ������
 �
 ����
 � �	�� � ������
  '�()"�


����

*

d2�x(t)

dt2
= −�∇V − �∇Q.  '�(9"

2 ������
  '�(9" ��� � �
��� 
� 	����
� ��� 
� :�;�
�� �
�
� � ��������� � 	������
�

� ��� �
��� �������� −�∇Q � ��� �
��� ��&		��� −�∇V � <		� ������
 �

� 	�� �
�	�
���
�



��

� ��� �� �	
�����	 �� 
��������� � ����� ���	�����	 ��� ��
� ��� �����	���� �������

�	������ �� ψ(�x, t)� �	� 	 	�����
	 �� 	���� ��� ����� ���������� 
��� �	�	� 	� ���������

�� ���
	� � �x0� � ��
��������	 �� �x � ψ(�x, t)� �� �� ���	 �	����	� ����� 	 �����	 ��

�� ������� ����
������  ���� ����	 ������	� �� �� ���	 !������	� ��� 
��� 	� �	���	�

�������	� 
	� ��� � ���������� x ���" ��
��������� 
��	 ���	� �� ������ a�



�������� �

	
��

 �� �
������������� ����
�����
 ���� 
 �����
 �
 �������


����� ������ 	�
����
���� � �
��
�
������ �� �� �
���������� �� �� ������ �� 	���

������� ���
��	� �� ��������������� ������ 	��� 
� �
���
�� �� �� !���� ��
����� ��
�


�������" # ������ $% ��� �������� 
� &��" '()*" �% �� ����
�� 
������
�� � �������

+�����
���+��� 	�

����
��
��� �
	�
�
�
�� � ��
��� �� �
�� � 	��	���
�� �� ����


��
�,����� �� ����
 ����
��� �� ����
 �� ��	���" -���� 	��	������ � ����
 ����
��� ��

����
 �� ��	��� �,��� � � �
�$��.
�� �� ���� ��
� � ����
 �� ��	��� ����� ������ � ����

�
���� ��� ��� 
�
	� ��� / ��
�" 0��� 
�������� �% ��� ��
�� �
��	���� �� ��� � ������

1 ���
� �� ��
����
������� 
� 
2��� ���
��	�" 3��41� 	����
���� ���� �
�$��.
�� 	�� �

����
 ����
��� �� ����
 �� ��	���" 5�
����
��� 	��	������ � ����
	��� ���
��	� ��
� ����

������" 0��� ���
������ �$��� � �
��
��
 ��
 ��� � ����
 �� ��	��� 
�
	� �� �
���"

��� � ����	� 
��
���� � � ��	�� �������� �� ����� ��

����	�

6����
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��	�
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�&�4�
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��

�� �����	
��� ��
������� � ���
���� �� ��
���� ��� ������� � �� ����� ������
� ���

������� �� ��
���� p = ωρ� ���� p � � ������� �� ����� � ρ ��� ��������� �� ��������  

����
��
� �� ���!�
��� ��� ���"�� ��������� ���� ��� ����
�!� #k = 1$� ����
�!� #k = −1$

�� %��� #k = 0$� � ������ ���� ��� �����
� �� ��� ����� �����
������ ��� � ��&	��� ��

���������� ��  '( )*�+ � � ���������� !���������� �� ,���
% )**� *-+� .��� �

��� ��

���	
��� /� � �����
������ 
�
�� � ���� ���� ������� #/�0�/$� .��� !���� �� ���	
���

/� � ������ �� ���� ����� ������ � ������
� ���� ��
�� �� ������ a� ��� !���1!�� ���������

�� ����� T � ���� �����
�� �����������
� ���2������ Pa � PT � ������
�!����
�� 3����

���� ��� ����"�� ������ �� ���������� 
������� t� 4���� ���������� � ����� N = a3ω�

.��� !���� �� ���	
��� 5� � !����� ��6�
��� �� 
����� � �

��� ��
�
�
����� �� �����7


�� ��� ���� �&�����"�� �� �������� ������������
��� �����"�� #5�0$ � #5�/$� 8� ��������

�&������ ��� � ����������
������ �� ��� ����� �����
����� �������� � ������ �� ����

ψ(a, T )�  ������� �����
��
� � � ������� �� 9������7'�9�

 #5�5$�[
1

a

∂2

∂a2
− m

a2
∂

∂a
− 4i

a3ω
∂

∂T
+ 4

(
−gcka+ gΛa

3 +
grk

2

a
+

gsk

a3

)]
ψ(a, T ) = 0, #:�;$

���� m � �� ���6��
�� ��� �&����� � ��
�������� �� ��
�� �� ��������� ��� ����
������

a � Pa �� �������� 
���� �� ������� #/�0�/$� 4���� ���
������ ����� �
����� ���� � ����

m = 1�  ����� �����%���� � ������
� ��������� �� !���1!��� �� ψ(a, T )

ψ(a, T ) = e−iETψ(a). #:�0$

<�
����%���� � ������� #:�0$ �� ������� #:�;$� �����
����� � ������
� ������� ���� ψ(a)[
a2

d2

da2
− a

d

da
+ 4

(
− gcka

4 + gΛa
6 + grk

2a2 + gsk + Ea3−3ω

)]
ψ(a) = 0, #:�/$

4���� ���������� ��� ����� ������=���� �� ������� #:�/$� �

��� ���� � ���� gc = gΛ =

gr = 0�  ��
�!���� ���� ��%�� ���� ������=����� � � ��
� �� ��� ������� ������������

�� 
����� ��� ����� ���=����
�� �� ��	��� �� >��!����� 8� ���
������� !���� ��
���� �

������� ���� � ������ ��� �������� #ω = 1/3$ ������ � ��
�����
���� �� �� ����	
�����
�

<�
����%���� ����� ����=���"�� �� ������� #:�/$� �

�����[
a2

d2

da2
− a

d

da
+ 4

(
gsk + Ea2

)]
ψ(a) = 0. #:�5$
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��� ���	
�� ��
� � ��	�
�� ����� � ���� ��
 �����

ψE(a) = aJ√1−4kgs

(
2
√
Ea
)
, �����

���� J � � �	�
�� �� ������ �� �
����
� �
���� � �
�! ��"
��	#���� ψE(a) �� ��	�
��

���$�! � ����%&�� '���"
	�
 	� ��'�"� �� ����� �� �(�
����� 
��	�"��"�� )�
� ��#�
 ����!

� �
�'��� ��"� 
�
 � �(�
����� 
��	�"��"�! ��*
� E! �� + �"� ∞! '�� 	�� �	�
�� ����

��
��
����� ,�#���� ����! ��'��"
�-�� � �� 	��"� ��'�"� �� ����� �����

ψ(a, T ) =
a1+

√
1−4kgs

(γ − iT )1+
√
1−4kgs

e−
a2

γ−iT , �����

���� γ � 	�� '���"��"� ����"�&� �
*�"
.
��� )�
 ������'�����! ��'��/���� γ = 1� 0	�
����

� �
� ��'
�&�
 ψ(a, T )! ��	�
�� �����! �� �	� ��
�� ����


ψ(a, T ) = R(a, T )eiS(a,T ). ���1�

2����� �� �� 	� '.�'	��! �*"����

ψ(a, T ) =
a1+

√
1−4kgs

(1 + T 2)
1
2
+

√
1−4kgs

2

e
− a2

(1+T2) e
i
[
(1+

√
1−4kgs) tan−1(T )− Ta2

(1+T2)

]
. �����

2� ��	�
�� �����! ������� ����"�3'�
 R(a, T ) � S(a, T ) '���

R(a, T ) =
a1+

√
1−4kgs

(1 + T 2)
1
2
+

√
1−4kgs

2

e
− a2

(1+T2) , ���4�

S(a, T ) =
(
1 +

√
1− 4kgs

)
tan−1(T )− Ta2

(1 + T 2)
. ����+�

2� ψ(a, T )! ��	�
�� �����! � ����%&�� '��'	��
 � &���
 ����
��� �� ��"�
 �� ��'���! 	�����

� �(�
����� �����! ����"��� ��
� � �
����"� ��"	�
���

〈a〉(T ) =
∫∞
0

ψ(a, T )aψ∗(a, T )da∫∞
0

ψ(a, T )ψ∗(a, T )
. ������

)�
"��"�! ��"
��	#���� ψ(a, T )! ��	�
�� ����� �� ��	�
�� ������! �*"���� � �� 	��"� �(-

�
����� �(�"� ��
� � &���
 ����
��� �� ��"�
 �� ��'���

〈a〉(T ) =
√
1 + T 2

(
1− 4kgs +

√
1− 4kgs√

2

)
Γ(
√
1− 4kgs)

Γ(3
2
+
√
1− 4kgs)

. ����$�
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 ��

�������� �������� �� a� !

� ���� 
�� �"���� � ������ �� �	
���� �#���� �
����� �� ��
��

N = a� ���� ���$

Pa = −2ȧ. �%��# 
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"
���
���� � ��

����� �"���� �� �	
���� �%��# �� �	
���� ����� � ����������'

����� �
����� ���� � ���
���� 
��
����� �"����
$

ȧ = −1

2

∂S(a, T )

∂a
. �%��� 

��
 ������ �������
 ����������� � �������� ��� ��
����� ( ���������� �������� t ��

�	
���� �%��� ���� �������� �� ������� ( ����)��� �� ����� T (t)� ���	
� �� ��
�� ��
��

T (t) = t� !�����
*���� � ��
� S(a, T )� �	
���� �%��+ �� �	
���� �%��� � �����*���� �

�������� ������� � ���������� ��������
� �"����
 � 
��
���� ���������� �� ����� �� �
����

a(T ) = a0

√
1 + T 2

1 + T 2
0

, �%��% 

���� T0 , � ����� ������� �� T � a0 , 
�� ���
����� ��
����� 	
� �) � ����� �� a(T0)�

-��������� � ����� �
������ �� ����� �� �
����� �	
���� �%��� � � �	
���� ���� � �����'
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���� �%��% � ������
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a0 =

(
1− 4kgs +

√
1− 4kgs√

2

)
Γ(
√
1− 4kgs)

Γ(3
2
+
√
1− 4kgs)

, �%��� 
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�� 
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��!�	�� T (t)� )�� ����� ��
�� �� ������

�����	�� 
� ��
���� ��� ��" ��� ����� ��� !���� 	�
	����� 
� ��� � !���� 
� ������

����� ��	 � "���� ��
�� �� 
��
�	�
�
�� 
� &�	
� 
��!�	��� ����	���
�� ��	��� ��� *��


���	
�� �� 	���	� 
� ��	������ +*������
� � ��
������ 
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������� $,�-,%� �� ���	� ��� �� ������ 
��� a0 
�
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��� ������� $,�-�%� ������� ���
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�
��
�� 
� 
�	� 
���������/ k � gs� �
0� �� ����
� �����	�� 
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� ��*��

���� 〈a〉 �� a(T ) 
�
��
�� 
����� 
���������� �������� 1� ����	���� �������2��� #���

k � gs �
������ ���
�� 3������ ���� −4kgs� ��� ��
����2�� 
� 〈a〉 �� a(T )� ����� ��'�

����� 
	!�������/ $	% −4kgs < 0� $		% −4kgs = 0 � $			% −4kgs > 0� 4 	�
������� ����� ���


��� � ���� $	% 〈a〉 �� a(T ) ��� ���� �
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	��� 1− 4kgs > 0 � ���	�!�	��� ����
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��� "��� ����
� T → 0� )��� �*��� � 
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Q(a, T )� *���� ��*��	��	� $,�<% �� ������� $=�..%� �
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������ 	
�� 〈a〉 
� a(T ) ���� 
� ���� ���
�� ��� k = 1� gs = 1/5� ���� k = 0� gs = 1/5� �����

k = −1� gs = 1/5


�������
�

Q(a, T ) =
4kgs
a2

+
4(1 +

√
1− 4kgs)

1 + T 2
− 4a2

(1 + T 2)2
, �	
���


��� ����
� M = 1 � m = 1


 !���"���
 � �#����
 �	
�� "��
� #�� 
 �
������$ �$%����
 & ���
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��

V (a, T ) =
−4kgs
a2

. �	
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������$ #�)����
 �	
��� �
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T0 = 0
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� �����"�� 
 �
������$ #�)����
 �
�
 ��� -����
 �� T (Q(T ))

Q(T ) =

[
4kgs
a20

+ 4(1 +
√

1− 4kgs)− 4a20

]
1

1 + T 2
. �	
�.�

/��
�� �� �� �����
 ����$0��
 �� Q(T )� �#����
 �	
�.�� ����
!���
� #�� ���� 
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���� ���
� �
��������
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 & �
�����
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H = NH = N

[
−P 2

a

4a
− gca+ gΛa

3 +
gr
a

+
gs
a3

+
PT

a

]
. �����

�� ������� ������ �� 	���� k = 1� �  � �� ��	������� ���	�� ����������!"���� ���������

��� ���#�
���� ��	�
�	
�� ����
�#�� � ω = 1/3� ��� ���
��	$�� � ��	
�%�� �� ��
&��� ��

�	�#���� � ��� ��������� ' ��	(���� �
)����� & $�#��	��� ��
�� �����*�� �� ����

�	�

����#���� �� ������� ������

+��� 
�� ��� ����� �� ������
���	
� �
)����� �� !�
�� �� ����
�� #���� ����#�� �

������� �� ,������		 �� ������ ' ������� �� ,������		 & ��
��� #����	�� � �������

������ ��� ��
���� � N � � �$��
�	�� � ������� ����

�	
� � -���� �� !����
���� './� ����

������� & 
���&� ��	������ ���� � ������� �� #"	��
� ���������

�	��	� 0��1� '$����

	� $��$� ��	!���� N = a� 
���� ���2

Pa = −2ȧ, �����

�	�� � ��	
� ��$	� �� ����#��� �� ��
���� �� 
���� ��	!����� +��
�	
�� ������� �����#��

� ������� �� ,������		 �� 
����� �� ȧ� �����

ȧ2 + Vc(a) = 0, �����

�	��

Vc(a) = gca
2 − gΛa

4 − gr − gs
a2

− PT . ���3�

4 ������
���	
� �� !�
�� �� ����
� ����	�� �� !���� �� ��
�	���
 �
)����� Vc(a) ���3��
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�� 
���� � !���� �� Vc(a) ����	�� ��� #�
���� ��� ���(��
��� �����	
�� 	�
�� 4�

���(��
��� gc � PT ��� ����
�#��� 4 �������� & ����
�#� ������ ��
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 Vc(a) ���
� ������ ������� �� ��� � ����� �� ������ � ��������� ��

������ ��������
 ������ ����� ������� ������� � �������� ����� ������� ��� � ������ ��

���!��������� �� "�! "��!�

��� �����	���
��
 �� ����
� ����
�

����� ����	
� �
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 ������ 
��
�����

#��� ���� ������ � ����$ � �� %	�����&'�%��� � ���� ��� �
�
�((
− 1

4

∂2

∂a2
+ gca

2 − gΛa
4 − gr − gs

a2

)
ψ(a, τ) = i

∂

∂τ
ψ(a, τ). ���)�

���� m = 0 � � ���� �������� τ = −T ��� ������������

* ����$ � �� %	�����&'�%��� ���)� ���� ��� ��������� ���������� Ψ(a, τ) ����


Ψ(a, τ) = e−iEτ η(a) �����

�� ��� η(a) ������� ���������� �� a � �������� � ����$ � �� ����� ��+����

− d2η(a)

da2
+ V (a) η(a) = 4E η(a) , ���,�

���� � ��������� V (a) �

V (a) = 4gca
2 − 4gΛa

4 − 4gr − 4gs
a2

. ���-�

'� ����� ���� ��� �� ��!��� ��������
 � ��������� V (a) �� ���!�� � ������� ��!�����

#�������
 �� ������� ��������� �� ����!�� E �� ����$ � ���,� ������ ������� ��������� � �

�� ���.���� �������� �� ����������� En
 �� ���� n ∈ {1, 2, 3, ...}� #��� ���� ��������� En


	����� �� ��������� �������������� ηn(a)� * ����$ � !���� ���� � ����$ � �� %	�����&

'�%��� ���)� � ��� ���"���$ � ������ �� ����� �� �����������


Ψ(a, τ) =
∞∑
n=1

Cnηn(a)e
−iEnτ , �����

���� Cn � � ���/������� ���������� � ����� ������/������

0������� � ������ �� 1����2�� �� ��������� �3�� 4))5
 ���� �������� � ����$ � ��

��������� ���,�� ���� ������ .� ��� ��������� �� �������!�� ��6����� 4)�7)-5 � ���"��
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 �������� Ψ(0, τ) = 0� 1 ���������
�% ��
��% �	���,�� ��		
	 #"��$�	
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�	� 3��
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�% ������	 �	������ ηn(a) �
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��� .���/

����%

η(a) ≈
N∑

n=1

An

√
2

L
sin
(nπa

L

)
, .��4�/

�� !"� �	 ���&����
�	 An 
���
 �	
�� ��� 	�� ��
�����
��	% � "� �+���� &��
� N ��

#"��$�	 2
	� #�� �	���,���� 3
�
 � ��	�� ���)��� �� a% 
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V (a)η(a) ≈
N∑

n=1

N∑
m=1

Cm,nAm

√
2

L
sin
(nπa

L

)
, .��44/

4η(a) ≈
N∑

n=1

N∑
m=1

C ′
m,nAm

√
2

L
sin
(nπa

L

)
, .��4�/

�� !"� V (a)  �
�� �
 �!"
��� .��6/ � �	 ���&����
�	 Cm,n � C ′
m,n ����� 	�� #
������
�

��
�����
��	%

Cm,n =
2

L

∫ L

0

sin
(mπa

L

)
V (a) sin

(nπa
L

)
da, .��47/

C ′
m,n =

2

L

∫ L

0

sin
(mπa

L

)
4 sin

(nπa
L

)
da. .��48/
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(nπ
L

)2
An +

N∑
m=1

Cm,nAm = E

N∑
m=1

C ′
m,nAm. .��4�/
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C ′−1 DA = E A , .��4�/
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	�
��
 �������� �� N ×N ��	 ���	��
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Dm,n =
(nπ
L

)2
δm,n + Cm,n. ������
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#� ������
� ��$������ �������	�� � ������� �� ��
������ ������ ������ � %&� '���

��
����� ��	� ���� ���"	�
�� �� () 	���*�� � ����� �������� �� ��
�� �� ������ � 〈a〉��
��	��
�	�� � 〈a〉 *+���� 
���� �� ���"	�
���� �+��
� �	� &��� �,����� ��� ���	�
�

�������� ��	� 〈a〉 ������� �� ���"	�
�� �� () ��� ������ &�
��� ����
�	�� � �,������

�� 	��	� 	������� ���� 
���� �� ���"	�
��� �� ()� #-� 
�	$�	 ��
���	�� ��	� 〈a〉
������� �� �.	��� �� ���� �� $��� N � ������
� �	 ηn(a) ����/�� 0��������	�� �� �����

�	 ��� 2 ≤ N ≤ 10� 1	 ��!������
� �	���
��
� �� %2 � L� '��� 	��3���� ������

�����
����� �������	�� � 	��3�� ����� �� L ���� ���� ����� �� �	 ��
��	����� ���"	�
��

�� ()�

0������	�� � ����� �������� �� ��
�� �� ������ �
��
���� � ������� ������ ����
���

���� � ������
� ��
�����4

〈a〉 =
∫∞
0

a |Ψ(a, τ)|2da∫∞
0

|Ψ(a, τ)|2da , ����5�

���� Ψ(a, τ) � ���� ���� ������� ���6�� '��� �������� Ψ(a, τ)� ���	�� �� ��
���
���� ηn(a)

� �� ��
�������� En� ��������� �� ������� ����� ��	 � %&� #-� 
�	$�	 ��*��	�� 
����

�� ���*����
�� Cn �!���� � �	 �� ������� ���6��

0�	� ����	��� ���� 
���� �� ���"	�
��� �� () � ������� �� N ������������� 〈a〉
������ ��
�� ������� 	,+�	�� � 	7��	�� � ����� ��� � 
���� 8��� �, �	� ��������� �������

�� ��� ����� 	������ ��� ������ �� ���!����������� �� �7��� ��"�
���� 9 ��	7��� ���� 〈a〉
������ ������� �� ����!�� 	���� �Ē� �� ����
� �� ���� ������������ &��� ����
����� �

������*���� ���� �.	��� N � ��� ���� �� $��� ��� ���
��$��	 ���� � ����
� �� ����� � ��

��
�������� �� ����!�� ������ ���� �� �� $��� N � '���	�� 	��3���� � �����
��� �� ��� �

〈a〉 ����� ��� � 
��� ���������� 〈a〉−σa� ���� σa ��������
� � ������ ������ �� a� 2� ����
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 �������
�	�	
�� �� ���
� ��������� ���������� 〈a〉 − σa� ��
� � ��	
�� ������
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������� � 	
���� ��	
�� 	
 a � 	�	� ��
�

σa =

√
〈a2〉 − 〈a〉2,  !�"#$

��	
 〈
a2
〉
=

∫∞
0

a2 |Ψ(a, τ)|2da∫∞
0

|Ψ(a, τ)|2da ,  !��%$
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 N � �����	

�	��� +���� ���
� ��
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���
 ������ 

�����	��

��,

 ���� 〈a〉 	
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�	
 	�� ��
��
�
�� 	
 )*  gc� gr� gs� gΛ$ 
 N � -� ����

� 	�� ��
��
.

�
�� 	
 )* 
 	
 N � ��� ���
�� �,��/�� ��
�� 
����0�	�� ��
� ��� �
�0�
 �������(���� 	��
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N � 3�����
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�� ��
��
�
�� 	
 )* 
 ��
���	� gc� �,�

����� �� �
�����
�

�
��
�
	�	
� 	
 〈a〉4  i$ � ����
 ��/��� 	� 〈a〉 	������ ��� � ���
��� 	
 gc5  ii$ �

�������	
 	
 ��������� ��
� � 〈a〉 	������ ��� � ���
��� 	
 gc5  iii$ � �6�
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 �������7
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 τ �/�� ���
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�
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�� !�" 
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/
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���
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 �����
 ��
���� � ���
��	�� V (a) ���� gs = −2� gr = 120� gΛ = 0� !�



��
��� V (a) �
���
 gc = 10 
 �� �	�
	�� gc = 90�

!� �	���� ���� Ē = −104.592479205836 ���� gc = 10� "�������� � ���#�	� ���
 〈a〉
�
�	�� $� [0.3782813789, 1.182224715]� ��
 �
� � �����	�
���� %�&%�'(������ "�� �����

����� Ē = −73.7774376335110 ���� gc = 90� "�������� � ���#�	� ���
 〈a〉 �
�	�� $�
[0.2184008560, 0.6825577576]� ��
 �
� � �����	�
���� %�(�(�)�'%���

�	���� ��*�  
 �����
 ��
���� � 〈a〉 ���� N = 2� gs = −2� gr = 120� gΛ = 0� + 

��
���

���� � 〈a〉 �
���
 gc = 10 
 , �	�
	�� gc = 90�
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gΛ 〈a〉 N
〈a〉

〈a〉
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V (a) 〈a〉
gΛ τ N

V (a) gs = −2 gr = 120 gc = 10

V (a) gΛ = −1 gΛ = −25

Ē = −103.833980119716 gΛ = −1
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〈a〉 ������ 	
 [0.3676565615, 1.137772203]� �
� ��� � �������
 ������������� ��� �
���

����� Ē = −95.6220677191430 ���� gΛ = −25� ��������� � ������� ���� � 〈a〉 ������ 	


[0.2927449802, 0.8679732690]� �
� ��� � �����������
 �������������

�� 
�� ���
 !� " 
��� ������� � 〈a〉 ���� N = 2� gs = −2� gr = 120� gc = 10� # ���
����

� 〈a〉 ����� 
���� gΛ = −1 � �� ���� ������� gΛ = −25�

��������	� 
��� gr

$����� �� ����
��� � 〈a〉 ���� %&���� %������ ��'������� �� gr� N � %&���� �����%���� �� τ �

���(���� "(� �� �
���� ���)������ �� *+� ������� �
� ���� �
�������� ������ ����� %������

�&(���� � ������� � �
��� �
��� %�� � ,���� -��� �& 
�� ������./� ������� �� �
� �����

������� �/� ��%��� �� ��� 
���������� �� ��%�� �
)������ ! ���� �� "(����� N � 0
��������

��� �� �
���� ���)������ �� *+� � %����� gr� �1���%���� �� �� 
����� ������������ ����

� 〈a〉
 ��
 %���� �&(���� �
� ������
�� �� ������./� � � �2���� �� ������.3�� �� 〈a〉� ����

� �����%��� �� τ "(�� �/� %����� ��� gr� 4
���� �� �
�� gr� � ������� � � ����./� ��

�����%��� �� �
� � 〈a〉� 	 '��.��� � �������� �/� 	 ����"����� 5����� �����.3��� "(����

N � �� �
���� ���)������ �� *+� � %���� �&(��� �� 〈a〉� � �2���� �� ������.3�� �� 〈a〉 �
�
� ������
�� �/� �/� ����"������ �
���� �� ������ gr� 6���� ����� ������������ �����

��� %����� �� �� 
�� ��� � ���� 7��� ������� �(������ �� ������������� �� 〈a〉� ����
���� %������ ��'������� �� gr� ���
���� � �����%��� �� τ � N � � �
���� ���)������ �� *+

���������� "(���

5� �� 
�� ���� Ē = −18.2104751421654 ���� gr = 40� ��������� � ������� ����
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������ �	
� �
 �����
 ��
���� � ��������� V (a) ���� gs = −2� gΛ = 0� gc = 20	 ��

�
������� �
���
 ���� V (a)� gr = 40 � � ������� gr = 80	

〈a〉 �
���� �� [0.3180954556, 0.9941285249]� ��� ��� � ������������ �	����������	  ��

����� ����� Ē = −58.2104751421655 ���� gr = 80	  �������� � ���!��� ���� 〈a〉 �
���� ��
[0.3180954556, 0.9941285249]� ��� ��� � ������������ �	����������	

������ �	�� �
 �����
 ��
���� � 〈a〉 ���� N = 2� gs = −2� gΛ = 0� gc = 20	 " �
������

� 〈a〉 �
���
 gr = 40 � � ������� gr = 80	

��������	� 
��� gs

#����
 �� �������� � 〈a〉 ���� $%���
 $�����
 ��&������
 �� gs� N � $%���
 �����$���
 ��

τ � ���'���� �'� �
 �����
 ���(�����
 �� )*� ������
 ��� �
�� ���������� �
���� �����

$�����
 �%'���
 � �!����
 � ����� $�� � +���	 ,

� �% ��� ������-.� ������� �� ��� �
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������� ��� �	
��� �� �	�
����	������ �� ��
�� �����	��� �
���� �� ������� N � ����� ���

�� ������ ���������� �� ��� � 
��	�� gs� �����
������ �� ��
�	���� �����	������ �� 〈a〉�
 	! ��� ����	���� �� ���	��"�� � � �#���� �� ���	��"$�� �� 〈a〉� ���� �� 	����
��� �� τ

���� ��� 
��	�� ��� gs%  ii! � 
���� �&�	�� �� 〈a〉 ������� ��� � �	�	��	"�� �� gs�

'���� �������������� ����� ��� ������	��� �����
���� � ������	��� ��� �	�	�� � (����

�� ������� )����� �� �	�	��	 gs� � �����*� �� 	����
��� ���� � 〈a〉� + (��"��� � ���	����

��� + ���	������ ,����� ����	"$��� ���� �� �����	����� N � �� ������ ���������� �� ��

������� � �#���� �� ���	��"��� �� 〈a〉 � ��� ����	���� ��� ��� ���	������� ������ ��

������ gs� -�� ����� ����� ������ �� �	�	��	 gs� ���� � 	����
��� �� ��� � 〈a〉� + (��"��� �

���	���� + ��������� ���� � �	��	��� ���� � (���� �� ������ ������ 
������ ��	����� ,�����

����	"$��� ���� �� �����	����� �� N � �� ������ ���������� �� �� ������� � 
���� �&�	��

�� 〈a〉 �������� ������ �� �	�	��	 gs� .���� ����� �����	������ ����� ��� 
	���� ���

/	
���� 0�� � 0�1� 2��� �
��� ������ �������� �� ������������� �� V (a) � �� 〈a〉� ����

��	� 
������ �	(������� �� gs� �������� � 	����
��� �� τ � N � �� ������ ���������� �� ��

���������� �����

/	
��� 0��� �� �
���� ������� � ������	�� V (a) ���� gΛ = 0� gr = 120� gc = 20� ,�

��������� ������ ���� V (a)� gs = −20 � �� �	��	�� gs = −120�

,� /	
��� 0�0� Ē = −70.9932768412420 ���� gs = −20� -�������� � �����	� ���� 〈a〉
���	�� +� [0.7192555414, 1.390326445]� ��� ��� � �����	������ 3�0�43�35360� -�� �����

����� Ē = −13.0506261790150 ���� gs = −120� -�������� � �����	� ���� 〈a〉 ���	�� +�

[1.265657001, 1.935350368]� ��� ��� � �����*�� 3�00505660��
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���� � 〈a〉 ���� N = 2� gΛ = 0� gr = 120� gc = 20
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���� � 〈a〉 �
���
 gs = −20 � �� ������� gs = −120
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�����
 ���� 〈a〉� !�" � ��#�� �$���� �� 〈a〉 %��
%� %�� � ������� �� N & !��" � ���#�����

�� �
%�#�'(� ���� � 〈a〉 ������� %�� � ������� �� N & !���" � �)���� �� �
%�#�'*�
 �� 〈a〉�
���� �� �������#� τ ���� �������%� %��
����� %�� � ������� �� N 
 � �� �� ��������

�

�
 %������������
� ������
 ��� � ������� �+��� �

�%���� �� ��%��� �� ����
 �� 

����� %�� � ������� �� N 
 ,�������� ���� ��#���
 ���
 ��
 ���������
 �� ��� ������

���������
 N � � ���-��� ���� � 〈a〉 �
%�#� �������
 .�
�� /����� � ��#�� �$���� � �

���#����� �� 〈a〉 ��������
 ,�� ����� #���� � ��
�#���� �� ��� � �)���� �� �
%�#�'*�


�� 〈a〉� ���� �� �������#� τ ���� �������%� %��
������ ���� 
�� ���#�%��� ��#� /��� �� ���

� ������� �+��� �������� ������ 
� ������� N � � � ������� �����%��# �(� + �����%���


,�������� ��

� %�
�� � ������� %��+��%� �������
 0

� 
�����%� ��� � 〈a〉 ��� �
%�#�� ���


����������� �� ��� ����(� �����
 1 ��
�#���� ���
 ������

���� + ��� � ��#�%����� ��

�
%�#�'(� ������� �� ��# /���� ��� � /����2�%�� �� �
%�#�'(� �������%� %��
������ ������


� ������� N 
 3���
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�
 �����������
 ����� 
�� ��
��
 �� ����� 	
4� ��� �$ �� ���� 

�#� ���� � �����%��# V (a)� � �
 �����
 	
5 � 	
6� /����%�� ��2
 �����#�
 �� 〈a〉� ���� �


��
��
 ��#���
 ��
 ���������
 �� ��� %�� ��#���
 ��/������
 �� N 


,��� gc = 10� %�� N = 5� ����
 ��� Ē = −95.1047199335060
 ,�� �

� ��� ����
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V (a)� ����� 	
�� � 
������ �� ��� � 〈a〉 ������ �� ��
����	����� �
������������ � ����

������ ��������� �� �
�	���!���
 "�� �� �� ��
�� ���� gc = 10� ��� N = 10�  ����

��� Ē = −79.2852819937343
 "�� �� �� � 
������ �� ��� � 〈a〉 ������ �� ��
���#���	��

�
��!�����!	�� � ����  �� ��������� �� �
���#�		��
 $���� ����� �
�� 
�%�� ��� �����&

��
�� ��� �� ����� �
�� 
�� �'������ 
�
�� ��� ������ 	
� � 	
�� ��
� gc = 10 � N = 2


��������	� 
��� 	� ����
	� 
����	

()� ���������� � 〈a〉 − σa� ��
� � 〈a〉 � 
�
� ���� ����*+� ,	
��- � σa ���� ����*+�

,	
��-� ���� 
�.���� �� 
������� 
�� ���/�� ��� 
� 01 ,gc� gr� gs� gΛ- � %������ 
� N 


"���  �
�� �� ����� �������
��� ���� ���� �
�
� � ������ ���� �%�
 $��� ����� �
� 
2

��� ��
���*+� ���� .�� � 
� ��� �� ��
���� � ���� �� +� ��%��� 
� ���������
�
��� �� ��%��

��/� ���
 3��� � �� ��������
� �� ��2 ��� 
���� ����� �
�� ��
���� ��������� ��� ��

����� 
�� ��4��*+� .���� ������ � �� � �� ��%��� .���� 〈a〉 ± σa� ��  ���� 
� %���� ��
���

��4����� ���� 
� �� �
� 
� 2��� ��4 � 
�� ��4��*+�
 5��� ���������� �� 68, 26% �		�
 6���

�'������ 
� 〈a〉 � 〈a〉 − σa� ���� ��� .��*+� 
�  ����� �+� ��� ��
�� �� 7����� 	
�


7����� 	
�� 〈a〉 � 〈a〉 − ασa ���� 
��� ��
���� 
�.���� �� 
���� � � �� ��%��� 
�  ����

0 < τ < 500000
 8 ����� 
� ������
� � ���� � ��
��� ���� gc = 90� gr = 120� gΛ = 0�

gs = −2 � N = 2
 8 ����� 
� 
���� � � ���� � ��
��� ���� gs = −20� gr = 120� gΛ = 0�

gc = 20 ��
 N = 10
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 �� ���$��%���� &
'������ �� a �������
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 �1���
 �� "
��2�� ���� �� N � �������� �� ηn(a) ��� !� #
��������
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� ���
� ��

�
� 2 ≤ N ≤ 10 � �
��
� ���
��� ��"������� �� gc� gΛ� gr� gs � N � ���
�����
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 ����
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�
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��� �0.��
� � �3���
� � �
��� ������ ���
 ���
� 4��
� 5��
 ��,��+��

�
�� �
 �
��
 �� ����� �
(����
� ������ �
���
� �	
 '0 ���,
���������� 
 �
� �
�+��� 


���
����
 
����
 �� ���	
 ������
� 
����
 � �����������	
 �� �
���� �
����� 6
 �
��


���
�
� ������ �
���
� �
� �� ���$��%���� &
'������ �� a �	
� �
��������������� �
��


�����'����� �
� �
�����
������� ���
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� ��
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 # ������ ��� �������� �� ��� ����� $������������ �����!����%��

� ���������� �&' (	)*� � � ������� ��� �������!��� ������� �� ���������� ����������� ��

+�,��! (		� 	-*
 # �����%$�����������  �� �������� ���� ������� ���� ��� ������ � ������

�� � ��"�� ./
�0/1
 2��� ����� �� ���3������ gΛ = gr = gs = 0 � gc ��������� �� �����

����������� ���������  �� � �����%$����������� ���4 ���� ����

H = − P 2
a

24a
− 6ka+

PT

a3ω
, .	
�1

���� a � � ����� �� ������� T � ��� ����4��� ��������� �� 5���� � Pa � PT ��� �� ��������

������������� ���6������ ��� ����4���� a � T � ���������������
 ��� ����� � ����� N =

a3ω
 # ���3����� k ��7�� � ��������� �� ��"�� ��������� ������� �� ������� 0� �� %� ����

� ��������� �� 8������� ������ �������� �� ,�����9����� ���������������
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���������� � � ��"�� .	
�1 �� ��� ����� ����������� � �=������  �� ��� ��� ���� � ���"��

�� ���� ψE(a, t)� ������� � �������� � ��"�� �� >,�����%&�>����(
∂2

∂a2
− 144ka2 + i24a1−3ω ∂

∂t

)
ψE(a, t) = 0. .	
�1

� ���"�� �� ���� ψE(a, t) ������� ������ �� ����� �� ������ a � �� ��� ����4��� ���<%
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�� �����
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�1 ���� ���
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96E
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96E
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3(1−ω)
2
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4B
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� ������
# $ ������ �� ���
 �
�


��� %&#�' ���� ��� ������
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[
4γ2 +

(
3

16

)2

(1− ω)4t2

]− 4−3ω
6(1−ω)

a �*�

⎧⎨
⎩− γa3(1−ω)

4
[
γ2 +

(
3
32

)2
(1− ω)4t2

]
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3
32
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arctan
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� )����� ������ �� a$ -
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��+
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[
4

(
a
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3(1−ω)
0

4 . "#$,,&

2�
 � �!������ �� ������� "#$,,&� ������� �
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����� ������� ���������� � ������� ������ ���� ��	���
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[
4

(
a
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)2
]− 3

4
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�� �� ������� ������ ������� ��
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ρ2
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(a) =

c30
8

(
e−

1
4
γc20

)2
a
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ρA(a) =

∫ ainf
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ρ2
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c30
8
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(
−1

4
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8
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4
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� ������� ���)�� &�
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(
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8
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4
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8
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4
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)
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(
ln
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8
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(
−1

4
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8
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(
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4
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8
�$�

(
−1

2
γc20

)
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ln

[
�$�

(
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2
γc20

)
c30 (ln(ainf )− ln(aD))

]
− 3 ln(2)

}
×

[− ln(ainf ) + ln(aD)] , ����*�
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�
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����
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576
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)
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√
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2
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(
ln(ainf ) + 3 ln(2) + ln(3)− ln

(
c0
√
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3 ln(2)
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ln
(
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√
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− ln(ainf )− 3 ln(2)− ln(3)
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R(a) =
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4
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1
4
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1
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c402
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2
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2
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���	 � 	 �������!� �	 �������	 �� ���"!� �� �	��� �� ���	
	 aD �	�	 � �	�� �	 �����	�

#	�	 ���� �	�� �� ��� �� ���������� 	 �����	 ���� $����� �	�%�� ��� ����	 ��	 	�

���

�	�	 �� �	
���� ��� �	�&������ �	 �����	 �	 ����	 ����	 ���� �	�	 � �	�� �� ��� ��

���'	 �	��	"!�� (%����� �� ��)������ ����
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] 1

3

. 	
��
�

������������ � ������� 	
��
� �� ������� 	
����� ������� � �������� ���������� ��

������ �� ����� ���� � ���� �� ������� � ��� ! ���� ����

S(t) = − 1

384
c302

1
2

[
c0(4096γ

2 + 36t2)
1
3 − 16ainf

] [
c0(4096γ

2 + 36t2)
1
3 − 16a0

]
×

�"�

(
−1

2
γc30

){
8 ln(2)− 3 ln

⎡
⎣−c30�"�

(−1
2
γc30
) (

c0(4096γ
2 + 36t2)

1
3 − 16ainf

)
ainf (4096γ2 + 36t2)

1
3

⎤
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�

����
 �#����� 6���7
 �� ��	����� t = 0� ��		� �����
 "��	�
�������	 "��� ���2�����	

��$��	 	������ c0 � γ� 1�-���	 �� �	��
� �)���	� $�����
� �		�	 ���2�����	 � "������	

��	 	�������	 "��"��	&�	� 1�)��
� c0 � ��������
� γ
 ����	 #�� � �������� 
������� 5���

� "�	� �� #�� � ���2����� γ / �����
� 8)� � $�����
� c0
 ����	 #�� � �������� �������


"�� � ������� 
� c0� 1�-��
� �		� ��	�� ��9��	� ���� � "�	� 
� ������
 �!����	 �	

	�������	 ��	����
�	� (��"��.��	 #�� �����
� c0 "��	����� � 
�������
� γ
 ����	 #�� �

�������� �� ������ 
� aD �������� :� 8-����	 γ "��	����� � 
���������	 c0
 � ��������

�� ������ 
� aD 
������� ;!��$���	 ���� �	 
��	 "�	�	
 ��
����� � ������
 #�� � 	����
�

��� 
� <����
��2��"� / $9��
� ���� �	��	 ��
���	�
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�

��������	
�� �
� �� Gijkl � �	�� ��� �������

GijklΠ
ijΠkl = h− 1

2

(
ΠijΠij − 1

2
Π2

)
,

= −1

2
h− 1

2 (hikhjl + hilhjk − hijhkl)
(
ΠijΠkl

)
,

=
1

2
h− 1

2

(
ΠklΠ

kl +ΠlkΠ
kl − Πi

iΠ
k
k

)
,

� 
�	��� 	 �������	 �� Πij�

GijklΠ
ijΠkl =

1

2
h− 1

2

(
2Πkl − Π2

)
,

= h− 1
2

(
ΠklΠ

kl − 1

2
Π2

)
.
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���� 
��
����� ������������ � 
�

���� �� 
�������� �����
��
� ���� ���� � ����� !"�#�$�

���� � 
��� ��  �� 
�
����������� � �����
� ���� ���� � ����� !"�%"$� � 
��������

�����
��
� �� ���
�&

Kij =
1

2N

[
−∂hij

∂t

]
. !���$

'� 
����
�
��� �� Kij ������
��� �� ���� ��� ����� ���&

Krr =
1

2N

[
−∂hrr

∂t

]
,

=
1

2N

[
− ∂

∂t

{
a2

1− kr2

}]
,

=
1

2N

[
− 2aȧ

1− kr2

]
,

= − ȧa

N(1− kr2)
. !��#$

Kθθ =
1

2N

[
−∂hθθ

∂t

]
,

=
1

2N

[
− ∂

∂t

{
a2r2

}]
,

=
1

2N

[−2aȧr2
]
,

= − ȧar2

N
. !��"$

Kϕϕ =
1

2N

[
−∂hϕϕ

∂t

]
,

=
1

2N

[
− ∂

∂t

{
a2r2sen2θ

}]
,

=
1

2N

[−2aȧr2sen2θ
]
,

= − ȧar2sen2θ

N
. !��($
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�� ����	
� �
 ��
�����
�� ���
� �
� �
�������� �� �
�����
 ���
����

Kij = hlihmjKlm.

�
��� ����� ��� ���
!

Krr = hlrhmrKlm,

= hrrhrrKrr,

=

[
1− kr2

a2

] [
1− kr2

a2

] [
− ȧa

N(1− kr2)

]
,

= − ȧ(1− kr2)

Na3
. ��
"�

Kθθ = hlθhmθKlm,

= hθθhθθKθθ,

=

[
1

a2r2

] [
1

a2r2

] [
− ȧar2

N

]
,

= − ȧ

Na3r2
. ��
#�

Kϕϕ = hlϕhmϕKlm,

= hϕϕhϕϕKϕϕ,

=

[
1

a2r2sen2θ

] [
1

a2r2sen2θ

] [
− ȧar2sen2θ

N

]
,

= − ȧ

Na3r2sen2θ
. ��
$�

%���� KijK
ij ���
 �
� 
�	���� 	���!

KijK
ij = KrrK

rr +KθθK
θθ +KϕϕK

ϕϕ,

=

[
− ȧa

N(1− kr2)

] [
− ȧ(1− kr2)

Na3

]
+

[
− ȧar2

N

] [
− ȧ

Na3r2

]

+

[
− ȧar2sen2θ

N

] [
− ȧ

Na3r2sen2θ

]
,

=
ȧ2

N2a2
+

ȧ2

N2a2
+

ȧ2

N2a2
,

=
3ȧ2

N2a2
. ��
&�
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 Kij� ���
��
�

K = hijK
ij,

= hrrK
rr + hθθK

θθ + hϕϕK
ϕϕ,

=

[
a2

1− kr2

] [
− ȧ(1− kr2)

Na3

]
+ [a2r2]

[
− ȧ

Na3r2

]

+ [a2r2sen2θ]

[
− ȧ

Na3r2sen2θ

]
,

= − ȧ

Na
− ȧ

Na
− ȧ

Na
,

= − 3ȧ

Na
. �����

��������	� � 
������ ����� ��	
��
 ���
� ��
�

K2 =
9ȧ

N2a2
. ������

���� 
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 ��� ����� 	
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����"

 ���#� 
 ������ 
� �$�%&��

Scin =
M2

p

2

∫
M

dx3dtN
r2a3senθ√
1− kr2

(
3ȧ2

N2a2
− λ

9ȧ2

N2a2

)
. ������

����� ����� 	
����
��

'

�� 
��

��� ��
��
 �������� �
 
�
�
���
 	� ����
 ���
������ ���� �

�� 

��� �
(

�
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 � 	
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�
�
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 ������
	�	

 ��
 

+�
� ����,��

Ri
jkl = Γi

jl,k − Γi
jk,l + Γi

mkΓ
m

jl − Γi
mlΓ

m
jk, ����&�

Rij = hklRkilj, ����$�

Rijkl = himR
m

jkl, ����-�

R = hijRij, ����%�

Γi
jk =

1

2
hli(hlj,k + hlk,j − hkj,l), ����.�

Rijkl = −Rjikl = −Rijlk = Rjilk = Rklij, ����/�

Rijkl +Riljk +Riklj = 0. ����#�

0������	� �
 12�����
 ������ ��� �(

�

R = hijRij,

= hrrRrr + hθθRθθ + hϕϕRϕϕ. ������
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Rrr = hklRkrlr,

= hrrRrrrrr + hθθRθrθr + hϕϕRϕrϕr, ������

�	
�

Rrrrr = hrrR
r
rrr, ������

�

Rr
rrr = Γrrr, r − Γr

rr,r + Γr
mrΓ

m
rr − Γr

mrΓ
m

rr,

Rrrrr = 0. ������

� 
������
� 
�
� ��
 ������ ������� ����

Rrrrr = 0, ������

Rθrθr = hθθR
θ
rθr, ������

Rθ
rθr = Γθ

rr,θ − Γθ
rθ,r + Γθ

mθΓ
m

rr − Γθ
mrΓ

m
rθ,

= Γθ
rr,θ − Γθ

rθ,r + Γθ
rθΓ

r
rr + Γθ

θθΓ
θ
rr + Γθ

ϕθΓ
ϕ
rr

− Γθ
rrΓ

r
rθ − Γθ

θrΓ
θ
rθ − Γθ

ϕrΓ
ϕ
rθ, ������

�	
�

Γθ
rr =

1

2
hjθ(hjr,r + hjr,r − hrr,j),

=
1

2
hθθ(hθr,r + hθr,r − hrr,θ),

= 0. ������

Γθ
rθ =

1

2
hjθ(hjr,θ + hjθ,r − hθr,j),

=
1

2
hθθ(hθr,θ + hθθ,r − hθr,θ),

=
1

2

[
1

a2r2

] [
∂

∂r
(a2r2)

]
,

=
1

2

[
1

a2r2

]
[2a2r],

= Γθ
θ,r =

1

r
. ������



���

Γr
rr =

1

2
hjr(hjr,r + hjr,r − hrr,j),

=
1

2
hrr(hrr,r + hrr,r − hrr,r),

=
1

2

[
1− kr2

a2

] [
∂

∂r

(
a2

1− kr2

)]
,

=
1

2

[
1− kr2

a2

] [
2a2kr

(1− kr2)

]
,

=
kr

1− kr2
. ������

Γθ
θθ =

1

2
hjθ(hjθ,θ + hjθ,θ − hθθ,j),

=
1

2
hθθ(hθθ,θ + hθθ,θ − hθθ,θ),

= 0. ������

Γθ
ϕθ =

1

2
hjθ(hjϕ,θ + hjθ,ϕ − hθϕ,j),

=
1

2
hθθ(hθϕ,θ + hθθ,ϕ − hθϕ,θ),

= Γθ
θϕ = 0. ����	�

Γϕ
rr =

1

2
hjϕ(hjr,r + hjr,r − hrr,j),

=
1

2
hϕϕ(hϕr,r + hϕr,r − hrr,ϕ),

= Γϕ
rr = 0. ������

Γr
rθ =

1

2
hjr(hjr,θ + hjθ,r − hθr,j),

=
1

2
hrr(hrr,θ + hrθ,r − hθr,r),

= Γr
θr = 0. ������

Γθ
ϕr =

1

2
hjθ(hjϕ,r + hjr,ϕ − hrϕ,j),

=
1

2
hθθ(hθϕ,r + hθr,ϕ − hrϕ,θ),

= Γθ
rϕ = 0. ������



���

Γϕ
rθ =

1

2
hjϕ(hjr,θ + hjθ,r − hθr,j),

=
1

2
hϕϕ(hϕr,θ + hϕθ,r − hθr,ϕ),

= Γϕ
θr = 0. ������

�	
��
 ����� ���������� 
� ����
�
� �� �����
��� ������������� ��������
� �� ������ ����


���� 

Rθ
rθr = − ∂

∂r

[
1

r

]
+

[
1

r

] [
kr

1− kr2

]
−
[
1

r

] [
1

r

]
,

=
1

r2
+

k

1− kr2
− 1

r2
,

=
k

1− kr2
. ������

!�"����"��
 ����� ���������� ������ �� ������ 
���"�
 

Rθrθr = [a2r2]

[
k

1− kr2

]
=

a2r2k

1− kr2
. ������

#� ��"���� �"$�
	� % ��������
 

Rϕrϕr = hϕϕR
ϕ
rϕr, ����&�

�������"�
 
 ����
 Rϕ
rϕr
 ���
� '�� 

Rϕ
rϕr = Γϕ

rr,ϕ − Γϕ
rϕ,r + Γϕ

mϕΓ
mrr − Γϕ

mrΓ
m

rϕ,

= Γϕ
rr,ϕ − Γϕ

rϕ,r + Γϕ
rϕΓ

rrr + Γϕ
θϕΓ

θ
rr + Γϕ

ϕϕΓ
ϕ
rr,

− Γϕ
rrΓ

r
rϕ − Γϕ

θrΓ
θ
rϕ − Γϕ

ϕrΓ
ϕ
rϕ. ����(�

Γϕ
rϕ =

1

2
hjϕ(hjr,ϕ + hjϕ,r − hϕr,j),

=
1

2
hϕϕ(hϕr,ϕ + hϕϕ,r − hϕr,ϕ),

=
1

2

[
1

a2r2sen2θ

] [
∂

∂r
(a2r2sen2θ)

]
,

=
1

2

[
1

a2r2sen2θ

] [
∂

∂r
(2a2rsen2θ)

]
,

= Γϕ
ϕr =

1

r
. ������
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�� �����	��	
 ��
���� ��
���� ��
��� � ��
��� �� ��
���� ��������

Rϕ
rϕr = − ∂

∂r

[
1

r

]
+

[
1

r

] [
kr

1− kr2

]
−
[
1

r

] [
1

r

]
,

=
1

r2
+

k

1− kr2
− 1

r2
,

=
k

1− kr2
. ��
���

�	�������� �����	��	��� ��
��� �� ��
���� ��
�����

Rϕrϕr = [a2r2sen2θ]

[
k

1− kr2

]
,

=
ka2r2sen2θ

1− kr2
. ��
���

�����	��	��� ��
���� ��
��� � ��
��� �� ��
���� ��������

Rrr =

[
1

a2r2

] [
a2r2k

1− kr2

]
+

[
1

a2r2sen2θ

] [
ka2r2sen2θ

1− kr2

]
,

=
2k

1− kr2
. ��
���

 � !�
�� ��"��#� $ %��%������

Rθθ = hklRkθlθ,

= hrrRrθrθ + hθθRθθθθ + hϕϕRϕθϕθ. ��
���

&��� ���	���
	� ���� �� ��
���� ���$�'���

Rθθθθ = 0, ��
���

�

Rrθrθ = Rθrθr =
ka2r2

1− kr2
. ��
���

��(���� � %"�%��� ���

Rϕθϕθ = hϕϕR
ϕ
θϕθ, ��
���

Rϕ
θϕθ = Γϕ

θθ,ϕ − Γϕ
θϕ,θ + Γϕ

mϕΓ
m

θθ − Γϕ
mθΓ

m
θϕ,

= Γϕ
θθ,ϕ − Γϕ

θϕ,θ + Γϕ
rϕΓ

r
θθ + Γϕ

θϕΓ
θ
θθ + Γϕ

ϕϕΓ
ϕ
θθ

− Γϕ
rθΓ

r
θϕ − Γϕ

θθΓ
θ
θϕ − Γϕ

ϕθΓ
ϕ
θϕ, ��
���
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Γϕ
θθ =

1

2
hjϕ(hjθ,θ + hjθ,θ − hθθ,j),

=
1

2
hϕϕ(hϕθ,θ + hϕθ,θ − hθθ,ϕ),

= Γϕ
θθ = 0, ������

Γϕ
θϕ =

1

2
hjϕ(hjθ,ϕ + hjϕ,θ − hϕθ,j),

=
1

2
hϕϕ(hϕθ,ϕ + hϕϕ,θ − hϕθ,ϕ),

=
1

2

[
1

a2r2sen2θ

] [
∂

∂θ
[a2r2sen2θ]

]
,

=
1

2

[
1

a2r2sen2θ

]
[2a2r2senθ cos θ],

= Γϕ
θϕ = cot θ, ������

Γr
θθ =

1

2
hjr(hjθ,θ + hjθ,θ − hθθ,j),

=
1

2
hrr(hrθ,θ + hrθ,θ − hθθ,r),

=
1

2

[
1− kr2

a2

] [
− ∂

∂r
[a2r2]

]
,

=
1

2

[
1− kr2

a2

]
[−2a2r],

= Γr
θθ = −r(1− kr2), ���	
�

Γϕ
ϕϕ =

1

2
hjϕ(hjϕ,ϕ + hjϕ,ϕ − hϕϕ,j),

=
1

2
hϕϕ(hϕϕ,ϕ + hϕϕ,ϕ − hϕϕ,ϕ),

= Γϕ
ϕϕ = 0. ���	��
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	����

Rϕ
θϕθ = − ∂

∂θ
[cot θ] +

[
1

r

]
[−r(1− kr2)]− [cot θ][cot θ],

= csc2 θ − (1− kr2)− cot2 θ,

=
1

sen2θ
− cos2

sen2θ
− (1− kr2),

=
1− cos2 θ

sen2θ
− (1− kr2),

=
sen2θ

cos2 θ
− (1− kr2),

= 1− 1 + kr2,

= kr2. ������

��
�
�
����� ������ 	� ������� 
	����

Rϕθϕθ = ka2r4sen2θ. ������

��
�
�
����� ������� ������ 	 ������ 	� ������� �

	����

Rθθ =

[
1− kr2

a2

] [
a2r2k

1− kr2

]
+

[
1

a2r2sen2θ

]
[ka2r4sen2θ],

= 2kr2. ������

��� ������ � !�
��� 
	"��� 
	����

Rϕϕ = hklRkϕlϕ,

= hrrRrϕrϕ + hθθRθϕθϕ + hϕϕRϕϕϕϕ. ������

#�$��	�
	 %	�� ��
�����	
"��� 
	����

Rrϕrϕ = Rϕrϕr =
ka2r2sen2θ

1− kr2
, ������

Rθϕθϕ = Rϕθϕθ = ka2r4sen2θ, ������

Rϕϕϕϕ = 0. ������

��
�
�
����� �� 	&��'(	� ������������� 	� ������� 
	��� &�	�

Rϕϕ =

[
1− kr2

a2

] [
ka2r2sen2θ

1− kr2

]
+

[
1

a2r2

]
[ka2r4sen2θ], ������

= 2kr2sen2θ. ������
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��� ����� ��� ������������� �� ������ ��� � � !�����

Rij =
2k

a2
hij. ��
���

"���������� ��!� �#������ $���� ��%�!�!��� �� ����	
�� ��
���� ��
��� � ��
��� �� ��
���

���� ��!������� � ������!� ������� �� &����'

R =

[
1− kr2

a2

] [
2k

1− kr2

]
+

[
1

a2r2

]
[2kr2] +

[
1

a2r2sen2θ

]
[2kr2sen2θ],

=
2k

a2
+

2k

a2
+

2k

a2
,

=
6k

a2
. ��
���

(��� �����!��� ��$� �'

R2 =
36k2

a4
, ��
�)�

R3 =
216k3

a6
. ��
���

*� +������ �� ��
��� ����� ��� ��$��!���� �� �������!� �������'

Rij = hkihljRkl,

= hkihlj

[
2k

a2
hkl

]
,

=
2k

a2
hkihljhkl,

=
2k

a2
hkihk

j,

=
2k

a2
hij. ��
���

,�� ��
��� � ��
���� �%! �-��'

RijRij =
2k

a2
hij 2k

a2
hij,

=
4k2

a4
hijhij,

=
4k2

a4
(hrrhrr + hθθhθθ + hϕϕhϕϕ),

= 3
4k2

a4
,

=
12k2

a4
. ��
���
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��������	
 ���
���

Ri
j = hkiRkj,

= hki

[
2k

a2
hkj

]
,

=
2k

a2
hkihkj,

=
2k

a2
hi

j. ������

������

Ri
jR

j
i =

[
2k

a2

] [
2k

a2

]
hi

jh
j
i,

=
4k2

a4
hi

i,

= 3
4k2

a4
,

=
12k2

a4
������

��
�������	
 ������ � ������� ���
� ����

RRi
jR

j
i =

[
6k

a2

] [
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a4

]
,

=
72k3

a6
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,

=
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j
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=
8k3
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hi
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j
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=
8k3

a6
hi

i,

= 3
8k3

a6
,

=
24k3

a6
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∇iRjk∇iRjk = 0. ������



���

���� � �	
��
� �� 

���� ������ � ���
 ����
�� � 
��
������� ��� ���� ��� ������ ��������

f � ���� ����

∇2f =
1√
h

∂

∂xi

[√
hhij ∂f

∂xi

]
.

���� � ���� �� ��� f = R� ��������

∇2R =

√
1− kr2

a3r2senθ

{
∂

∂r

[
a3r2senθ√
1− kr2

(
1− kr2

a2

)
∂R

∂r

]}

+

√
1− kr2

a3r2senθ

{
∂

∂θ

[
a3r2senθ√
1− kr2

(
1

a2r2

)
∂R

∂θ

]}

+

√
1− kr2

a3r2senθ

{
∂

∂ϕ

[
a3r2senθ√
1− kr2

(
1

a2r2sen2θ

)
∂R

∂ϕ

]}
. �� !�"
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�� �� $����� ������� �� %�"� ��� ������� ��� ����������� r� θ � ϕ� �����

����

∇2R = 0. �� !&"
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2
p = 2Λ� g1 = −1� ���� �� )�*+ � ��,��������� �� �
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S = β

∫
dtN

[
3(1− 3λ)

ȧ2a

N2
+ 6ka− 2Λa3 −M−2

p

{
12k2

a
(3g2 + g3)

}

− M−4
p

{
24k3

a3
(9g4 + 3g5 + g6)

}]
,
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i�
∂

∂t

(
R(�x, t)eiS(�x,t)/�

)
= − �

2

2M
∇2
(
R(�x, t)eiS(�x,t)/�

)
+ V R(�x, t)eiS(�x,t)/�.
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i�

(
∂R(�x, t)

∂t
eiS(�x,t)/� +

i

�
R(�x, t)

∂S(�x, t)

∂t
eiS(�x,t)/�

)
= − �

2

2M
�∇
(
�∇R(�x, t)eiS(�x,t)/� +

i

�
R(�x, t)

× �∇S(�x, t)eiS(�x,t)/�

)
+ V R(�x, t)eiS(�x,t)/�,

i�

(
∂R(�x, t)

∂t
eiS(�x,t)/� +

i

�
R(�x, t)

∂S(�x, t)

∂t
eiS(�x,t)/�

)
= − �

2

2M

(
∇2R(�x, t)eiS(�x,t)/�

+
i

�

�∇R(�x, t) · �∇S(�x, t)eiS(�x,t)/�

+
i

�

�∇R(�x, t) · �∇S(�x, t)eiS(�x,t)/� +

+
i

�
R(�x, t)∇2S(�x, t)eiS(�x,t)/�

− 1

�2
R(�x, t)(�∇S(�x, t))2eiS(�x,t)/�

)
+ V R(�x, t)eiS(�x,t)/�,
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 eiS(�x,t)/�� 
����
��

i�

(
∂R(�x, t)

∂t
+

i

�
R(�x, t)

∂S(�x, t)

∂t

)
= − �

2

2M

(
∇2R(�x, t) +

2i

�

�∇R(�x, t) · �∇S(�x, t)

+
i

�
R(�x, t)∇2S(�x, t)− 1

�2
R(�x, t)(�∇S(�x, t))2)

)
+ V R(�x, t),
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i�
∂R(�x, t)

∂t
−R(�x, t)

∂S(�x, t)
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= − �

2

2M

(
∇2R(�x, t)− 1

�2
R(�x, t)(�∇S(�x, t))2

)

+ V R(�x, t)− i�

2M

(
2�∇R(�x, t) · �∇S(�x, t) +R(�x, t)∇2S(�x, t)

)
.
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−R(�x, t)

∂S(�x, t)

∂t
= − �

2

2M

(
∇2R(�x, t)− 1

�2
R(�x, t)(�∇S(�x, t))2

)
+ V R(�x, t)

]
,
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��
��

∂S(�x, t)

∂t
+

(�∇S(�x, t))2

2M
− �

2

2M

∇2R(�x, t)

R(�x, t)
+ V = 0. !" #$%
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i�
∂R(�x, t)

∂t
= − i�

2M

(
2�∇R(�x, t) · �∇S(�x, t) +R(�x, t)∇2S(�x, t)

)
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2R(�x, t)
∂R(�x, t)

∂t
+

1

M

(
2R(�x, t)�∇R(�x, t) · �∇S(�x, t) +R2(�x, t)∇2S(�x, t)

)
= 0,
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��

∂R2(�x, t)

∂t
+ �∇ ·

(
R2(�x, t)�∇S(�x, t)

M

)
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